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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

VORLESUNGKN    UBER    DIB  ThEORIE   DER    ElASTICITAT   DER    FESTEN   KoRPER  UND 
DES  LICI1TATHERS.  GeHALTEN  AN  DER  UnIVERSITAT  KONIGSBERG,  VOn  D'  FrOflZ 

Neuman/i,  Professer  der  Physik  und  Minéralogie;  herausgegeben  von 
ïy  Oskar-Emil  Merer,  Professor  der  Physik  an  der  Universilat  Breslau. 
Leipzig;  Teubner,  i883. 

Le  Livre  dont  nous  allons  rendre  compte  fait  partie  du  Cours  de 
Physique  mathématique  publié  par  les  élèves  de  Fr.  Neumann, 
diaprés  ses  Leçons.  Il  a  été  rédigé  par  M.  O.-E.  Meyer  principale- 
ment, d'après  ses  notes  sténographiées  et  celles  de  son  frère,  Lothar 
Meyer.  Les  Leçons  ainsi  recueillies  en  1 857-58  se  retrouvent  dans 
les  Chapitres  I  à  VII,  IX,  XI,  XIII  et  XV  à  XX.  Celles  de  l'année 
1859-60  ont  fourni  la  matière  des  Chapitres  VIII,  X  et  XIV. 
M.  Meyer  a  pu  aussi  profiter  des  notes  recueillies  par  M.  Baum- 
garten  pendant  Tannée  1869-70  et  par  M.  V.  Voigt  pendant  l'hi- 
ver 1873-74-  De  ces  dernières  on  a  tiré  tout  le  Chapitre  XII  sur 
Télasticité  des  cristaux,  et  le  Chapitre  XXI  sur  la  flexion  des  pou- 
tres. Le  Chapitre  XII  était  jusqu'ici  resté  inédit.  Les  Leçons  XX 
et  XXI  portent  sur  des  parties  mal  connues  de  la  théorie,  choc  des 
barres,  vibrations  des  lames.  Les  Chapitres  IX  et  XVll  contien- 
nent l'exposition  des  travaux  de  Neumann  sur  les  déformations 
thermiques  et  sur  la  dis])ersion. 


:••  •. 
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Ap^ès  une  courte  inlraduction  historique,  dans  laquelle  les  rôles 
dôsI*fondaleurs  de  la  théorie,  Fresnel,  Navier,  Poisson,  Cauchv, 
■$QtEt  nettement  indiqués,  M.  Neumann  définit  la  pression  en  un 
*"•.  point  à  peu  près  comme  Lamé.  Lorsqu'on  se  place  au  point  de  vue 
,'•.  /de  la  théorie  moléculaire,  la  définition  de  M.  de  Saint- Venant  me 
paraît  bien  préférable. 

Les  théorèmes  mécaniques  sur  les  pressions  font  Tobjet  du  Cha- 
pitre IL  Au  lieu  de  raisonner  sur  des  éléments  de  volume,  l'auteur 
raisonne  sur  des  volumes  finis  (parallélépipède  ou  tétraèdre),  en 
supposant  que  les  forces  élastiques  soient  développables  en  série 
de  Taylor.  Les  calculs  sont  notablement  allongés  sans  grand 
avantage;  il  reste  en  effet  nécessaire  de  terminer  par  la  vérification 
que  les  conditions  internes  et  superficielles  ainsi  obtenues  sont 
suffisantes  pour  l'équilibre  d'une  portion  finie  quelconque  du 
corps. 

Dans  le  Chapitre  III,  la  représentation  géométrique  des  pres- 
sions sur  les  divers  éléments  plans  qui  passent  par  un  même  point 
est  étudiée  en  détail. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  géométrique  de  la  distri- 
bution des  dilatations,  et  le  Chapitre  V  à  l'établissement  des  rela- 
tions entre  les  pressions  et  les  déformations  pour  un  solide  iso- 
trope, lorsqu'on  regarde  comme  évident  que  ces  équations  sont 
linéaires. 


Théorie  moléculaire.  Forces  centrales.  —  Dans  les  trois  Cha- 
pitres qui  suivent,VI,  VII,  VIII,  l'auteur  se  place  au  point  de  vue 
de  la  théorie  moléculaire.  Il  expose  d'abord  la  théorie  de  Navier, 
qui  ne  donne  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  l'inté- 
rieur du  corps;  puis  la  théorie  de  Poisson  qui  fournit  les  condi- 
tions à  la  surface,  enfin  sa  théorie  propre,  dans  laquelle  il  trouve 
commode  l'emploi  du  principe  des  déplacements  virtuels. 

La  notion  de  pression  n'était  pas  introduite  dans  la  théorie  de 
Navier;  elle  est  introduite  dans  la  théorie  de  Poisson,  mais  d'une 
manière  qui  ne  s'applique  qu'aux  cristaux  qui  ont  trois  plans  de 
sjmétrie  orthogonaux;  les  calculs  directs  ne  s'appliquent  qu'à  ces 
plans,  et  c'est  par  le  théorème  du  tétraèdre  que  l'on  détermine  les 
pressions  sur  des  plans  obliques.  Pour  le  calcul  direct  m  effet,  on 
cherche  l'action  d'une  file  de  molécules  limitée  à  l'élément  plan, 
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sur  toute  La  partie  du  milieu  qui  est  située  au  delà  de  cet  élément, 
en  supposant  que  cette  file  est  normale  à  Télémcnt  plan.  Dans  ce 
Chapitre,  Neumann  distingue  comme  Poisson  les  premières  som- 
mations, qu'il  faut  faire  comme  des  additions,  en  acceptant  la  struc- 
ture réticulaire  du  milieu,  et  les  suivantes  que  l'on  peut  remplacer 
par  des  intégrations.  Mais  il  réserve  pour  le  Chapitre  suivant, 
relativement  aux  points  situés  près  de  la  surface,  des  remarques 
qui  auraient  pu  trouver  place  avantageusement  dans  ce  Chapitre 
sauf  au  point  de  vue  historique,  et  qui,  à  dire  vrai,  devraient  être 
exposées  au  début  du  Livre,  bien  dégagées  de  toute  considération 
théorique  particulière,  car  elles  sont  d'ordre  expérimental,  et  au- 
cune théorie  ne  peut  s'y  soustraire.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  je 
vais  les  exposer,  à  peu  près  comme  je  l'ai  fait  dans  des  Leçons 
aulographiées  il  y  a  quatre  ans  (  '  ). 

Considérons  à  l'intérieur  d'un  corps  une  surface  PQ,  qui  le 
divise  en  deux  parties  A  et  B.  Si  l'on  supprime  la  partie  B  du 
corps,  il  faudra,  pour  maintenir  la  partie  A  dans  le  même  étal, 
ajouter  aux  forces  que  subit  déjà  chacun  de  ses  éléments  un 
système  convenable  de  nouvelles  forces,  dites /orce^  élastiques. 
L'expérience  montre  que  ces  nouvelles  forces  sont  appliquées  à 
une  partie  de  A,  comprise  entre  la  surface  de  séparation  PQetune 
surface  très  voisine  P'Q'.  Les  actions  égales  et  opposées  que  A 
exerce  sur  B  ont  aussi  leurs  points  d'application  compris  entre  la 
surface  PQ  et  une  surface  très  voisine  P'Q";  en  sorte  que  les  ac- 
tions mutuelles  de  A  et  de  B  ne  dépendent  que  de  l'état  de  la  por- 
tion de  matière,  comprise  entre  deux  surfaces  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  surface  de  séparation  et  très  près. 

De  quel  ordre  de  grandeur  est  la  distance  de  ces  deux  surfaces? 
Des  expériences  de  Quincke  (i  869)  permettent  de  répondre  à  cette 
question,  et  de  fixer  à  o"*'",oooo5  environ  l'épaisseur  de  matière 
solide  qui  présente  les  mêmes  propriétés  qu'un  solide  indéfini.  On 
observe  l'ascension  d'un  liquide  entre  deux  lames  de  verre  paral- 
lèles, sur  lesquelles  on  a  déposé  une  couche  d'argent,  formant  un 
prisme  très  aigu  à  arête  verticale.  Ce  dépôt  peut  se  faire  avec  une 


(•)   Levons  sur  l'élasticitéy  recueillies    par   MM.  Aiiloiiy,   (jui^ucs,    Lacroix, 
Lugol.  Toulouse,  preniicr  semestre  iHS'i-Sr). 
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très  grande  perfection  au  moyen  du  procédé  Martin  pour  l'argen- 
ture du  verre.  Là  où  le  verre  est  nu,  le  niveau  de  l'eau  atteint  une 
certaine  hauteur;  à  parlir  de  l'arêle  où  commence  le  dépôt  d'ar- 
gent ce  niveau  s'abaisse  peu  à  peu,  pour  atteindre  de  nouveau 
une  hauteur  fixe,  là  où  la  couche  d'argent  équivaut  à  une  lame 
d*argent  plein.  Le  niveau  dessine  ainsi  une  courbe  allongée  ayant 
deux  asymptotes  horizontales.  Dans  une  expérience,  la  hauteur 
de  l'eau  au  contact  du  verre  était  de  i4"";  elle  s'abaissait  graduel- 
lement jusqu^à  moins  de  9™"  au  contact  de  l'argent.  Marquant  la 
position  delà  génératrice,  pour  laquelle  le  niveau  de  l'eau  est  de- 
venu horizontal,  on  détermine  l'épaisseur  de  la  lame  transparente 
d'argent  à  cet  endroit  par  une  méthode  optique.  M.  Quincke  a 
trouvé  ainsi,  pour  les  épaisseurs  équivalentes  à  une  masse  indé- 
finie : 


mm 


Argent  au  contact  de  l'eau >o,oooo54 

Sulfure  d*argenl-mercure 0,000048 

lodure  d'argenl-mercure 0,000059 

CoIIodion-mercure 0,000080 

Les  essais,  faits  pour  déterminer  la  plus  petite  épaisseur  d'une 
membrane  liquide,  qui  conserve  une  tension  superficielle  inva- 
riable, donnent  des  nombres  de  même  ordre  de  grandeur. 

Telle  est  l'épaisseur  de  la  couche  superficielle  de  Neumann,  dont 
la  déformation  intérieure  est  négligée  dans  tous  les  problèmes  élas- 
tiques. Mais  il  y  a  plus^  en  supposant  les  pressions  élastiques 
appliquées  exactement  dans  la  surface  de  séparation,  on  néglige  la 
distance  du  point  d'application  efiectif  à  la  surface  de  séparation, 
distance  qui  est  de  même  ordre  de  grandeur  que  cette  épaisseur, 
et  qui  dépend  de  la  loi  d'action  aux  diverses  profondeurs.  Pour 
avoir  le  droit  d'agir  ainsi,  il  faut  que  dans  les  applications  la  pres- 
sion soit  suffisamment  uniforme  dans  une  surface  et  varie  linéaire- 
ment dans  un  volume  dont  les  dimensions  sont  très  grandes,  par 
rapport  à  cette  épaisseur,  par  exemple  1000  fois  plus  grandes. 
Ces  observations  restituent  à  la  théorie  de  l'élasticité  son  carac- 
tère de  théorie  approchée,  en  môme  temps  qu'elles  montrent  net- 
tement à  quelles  conditions  on  peut  compter  sur  son  accord  avec 
l'observation.  11  faut  que  les  actions  élastiques  et  par  suite  les 
déformations  varient  assoz  Icnlemenl  pour  cire  bien  représentées 
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tdiBs  un  inlervalle  île  looo  X  ii"'°',ofn)o;1  on  de  ^  <kt  millimètre 
«Tuvîrtin  par  une  formule  linéaire;  par  bien  représentées,  j^entcndfl 
qur  l'ticarl  uc  cié|iasse  pas  u.uih  en  valeur  relaLive  par  exemple. 
(Jeï  liiniU!*  n'ont  évt(lemm«;nt  rien  d'absolu,  elles  dépendent  de 
U  précisioD  d(is  observations;  si  nos  n)o_ven§de  mesure  deviennent 
l4>  fois  plus  précis,  les  écarts  tolérés  entre  la  formule  linéaire  ella 
r^jilité  dans  l'étendue  de  j^  de  millimètre  devront  t^tre  seulement 
Je  u.oooi  en  valeur  relative.  L'ensemble  de  ces  remarques  peut 
être  résumé  en  deux  mots  :  l'élément  de  volume  dont  on  peuLcan> 
sidérer  la  déformation  comme  liomof^éne  a,  dans  hi  théorie  de  l'élas- 
ticité des  solides  naturels,  environ  o™",o5  de  où  té;  il  a  même  valeur 
h  peu  prés  pour  les  liquides  dans  la  théorie  de  l'Hydrodynamique. 
tjuanl  aux  gai,  les  dimensions  du  plus  petit  volume  qu'on  puisse 
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aujEiuentenl  considérablement  quand  la  pression  diminue.  Sans 
adupier  pourcela  la  théorie  cinétique  des  gaz,  on  peut,  h  titre  de  ren- 
seignement, lui  emprunter  les  résultats  suivants  :  le  chemin  ino^en 
varie  en  raison  inverse  de  la  pression  et  proportionnellement  à  la 
raciue  carrée  de  la  température  absolue.  Il  en  est  de  même  de  l'élé- 
ment de  volume  <pi'on  doit  introduire  dans  la  théorie  des  mou- 
vements d'ensemble  des  gaz,  Si,  sans  changer  la  température,  on 
r^nit  ia  pression  à  i  "'"  de  mercure,  puis  à  -—^  de  millimètre,  ce 
qui  pst  à  peuprès  la  limite  du  vide  que  l'on  sait  produire  actuelle- 
ment, le  côté  de  l'élément  de  volume  devient  environ  lo"  et  lo" 
fnis  plus  grand  qu'à  la  pression  atmosphérique.  Cela  fait  pour 
l'épaisseur  minimum  qui  présente  les  propriétés  d'un  gaz  indéfini, 
indépendantes  de  la  présence  des  parois,  au  moins  o""",or)  puis 
âo""  en  supposant,  ce  qui  est  un  minimum,  que  celte  épaisseur 
soil  dans  les  guK  sous  la  pression  atmosphérique  la  même  que 
daas  les  liquides  o'"",oooo5  environ.  Sous  les  très  faibles  pressions 
ces  dimensions  sont  direclemenl  visibles;  c'est  justement  sous  ces 
pressions  que  se  produisent  tous  les  phénomènes  révélé»  par 
M-  Crookes.  l't  groupé.s  sous  le  nom  général  de  propriétés  de  la 
malien-  radiante.  Ils  sont  observables  dés  que  les  dimensions  des 
mobiles  sont  de  même  ordre  de  grandeur  que  l'épaisseur  équiva- 
lente â  une  masse  indéfinie.  La  pression  qui  les  rend  oliscrvables 
est  d'autant  plus  faibb-  que  l'appareil  est  plus  ^rand.  Aux  très 
raitilcii  pressions,  li.'s  niot^  l<:iiipi''r(iutie  ri  /'rrssi"rt  du  ga^  en  un 
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poÎDl  n'ont  de  sens  que  si  ces  quanlilés  sont  uniformes  dans  des 
volumes  de  plusieurs  décimètres  cubes.  Non  seulement  des  vo- 
lumes plus  petits  ne  restent  pas  formés  de  la  même  matière,  ainsi 
que  rindique  la  diffusion  ;  mais  les  actions  mutuelles  de  deux  por- 
tions de  gaz  situées  de  partetd^autre  d'une  surface  proviennent  de 
couches  de  gaz  de  plusieurs  centimètres  d*épaisseur.  Ainsi,  sous 
une  pression  de  o"",oi  de  mercure,  les  lois  générales  de  Télasti- 
cité  peuvent  donner  des  renseignements  sur  certains  phénomènes 
dont  la  variation  dans  Fespace  est  très  lente,  lorsque  le  volume 
du  gaz  étudié  sera  de  plusieurs  mètres  cubes;  elles  sont  inappli- 
cables à  ce  qui  se  passe  dans  un  volume  de  quelques  centimètres 
cubes,  les  définitions  fondamentales  n*ajant  plus  de  sens.  Ce  qui 
se  passe  dans  ces  petits  volumes  dépend  de  ce  que  M.  Helmhoitz 
a  fort  bien  appelé  les  mouvements  non  coordonnés  de  la  matière; 
il  en  est  de  même  dans  les  liquides  pour  des  volumes,  visibles  au  mi- 
croscope, de  moins  d*un  cent-millionième  de  millimètre  cube 
<o**,ooi  à  o"",oo2  de  côté),  comme  Ta  fait  remarquer  très  jus- 
tement M.  Gouv,  à  propos  du  mouvement  brownien,  bien  connu 
des  micrographes,  des  très  petites  particules  solides,  plongées  dans 
un  liquide. 

Dans  la  théorie  moléculaire,  ces  remarques  se  présentent  de  la 
manière  suivante.  Pour  les  éléments  de  surface  situés  trop  près  de 
la  surface  limite  du  corps,  les  sommes  sont  incomplètes,  le  volume 
auquel  il  faut  les  étendre  étant  partiellement  extérieur  au  corps; 
elles  n'ont  pas  la  même  valeur  qu^à  Fintérieur  du  corps,  et  en 
particulier  certaines  compensations  indiquées  par  la  svmétrie 
cessent  de  se  produire.  Dans  une  couche  superficielle  peu  épaisse, 
toutes  ces  sommes  passent  très  rapidement  de  la  valeur  constante 
relative  à  Fintérieur  du  corps  à  une  autre  valeur  toute  différente 
relative  a  la  surface  limite  elle-même.  On  peut  connaître  des  rela- 
tions entre  les  valeurs  extrêmes;  mais,  quant  à  la  distribution  des 
valeurs  intermédiaires  dans  Fépaisseur  de  la  couche,  elle  dépend 
directement  de  la  loi  d^aclion  de  deux  molécules  en  fonction  de 
la  distance,  et  cette  loi  nous  est  inconnue.  Les  seuls  problèmes 
qu'on  puisse  traiter  sans  faire  d'h\polhèse  sur  cette  loi  sont  ceux 
dans  lesquels  on  prMil  négliger  les  déformalions  inlérieures  d*un 
pelil  prisme  normal  à  la  surface  limile,  assez  long  pour  occuper 
toute  ré[iais*eur  (\c  la  oourhe  de  varialion  rapide.  (>elle  condition. 
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qui  est  de  toute  évidence,  est  bien  mise  en  lumière  par  Neumann 
(p. 91  et  suivante)  au  moyen  des  équations  déduites  du  principe 
des  vitesses  virtuelles.  Mais  il  n'a  peut-être  pas  dit  assez  explici- 
tement que  cette  condition  n'est  pas  spéciale  à  la  surface  limite, 
mais  s'applique  en  réalité  à  tout  Tintérieur  du  corps  solide.  La  dé- 
formation dans  rétendue  de  la  sphère  d'action  doit  pouvoir  être  ' 
considérée  comme  uniforme:  sans  quoi  aucune  des  sommations 
étendues  à  tout  ce  volume  ne  peut  plus  être  réduite  à  la  forme 
simple  qu'on  a  adoptée,  et  la  théorie  est  arrêtée  dès  son  début. 
Lorsqu'on  applique  le  principe  des  vitesses  virtuelles  comme  le 
fait  Neumann  au  Chapitre  VIII,  il  suffit  que  la  déformation  soit 
uniforme  dans  l'étendue  de  la  sphère  d'action.  Mais  lorsque,  plus 
loin,  on  considère  Ténergie  d'un  volume  fini  comme  la  somme 
des  énergies  des  éléments  de  volume  dont  il  se  compose,  et  qu'on 
néglige  les  énergies  mutuelles  des  cléments  contigus,  il  faut  sup- 
poser les  dimensions  linéaires  de  l'élément  de  volume  uniformé- 
ment déformé  très  grandes  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère 
d^action.  Pour  que  les  énergies  mutuelles  soient  négligeables,  il 
faut  en  effet  que  le  volume  auquel  elles  se  rapportent  soit  petit 
par  rapport  au  volume  conservé,  c'esl-à-dire  que  l'élément  de 
volume  soit  grand  par  rapport  au  produit  de  sa  surface  par  le  rayon 
d'activité.  On  est  ainsi  ramené  à  la  même  conclusion  relativement 
à  la  grandeur  de  l'élément  de  volume  dans  lequel  la  déformation 
doit  être  uniforme. 

Pour  les  déformations  qui  se  succèdenl  plus  rapidement  dans 
l'espace,  la  théorie  ordinaire  de  Télasticité  reste  impuissante. 

Il  en  est  de  même  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux 
différents;  on  est  obligé  de  négliger  les  déformations  intérieures 
d'un  petit  cylindre  qui  s'étend  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de 
séparation  dans  toute  l'épaisseur  des  deux  couches  superficielles. 

Dans  les  applications  à  la  théorie  de  la  lumière,  certains  phéno- 
mènes, les  uns  superficiels,  la  fluorescence,  la  phosphorescence,  les 
antres  internes,  la  dispersion,  exigeront  des  hypothèses  supplé- 
mentaires. 

Au  cours  de  ce  Chapitre,  Neumann  retrouve  les  formules  dues  à 
Poisson;  celles-ci,  par  suite  de  la  symétrie  supposée  par  rapporta 
trois  plans  rectangulaires,  no  contiennent  en  évidence  que  six  con- 
stantes, soit  en  tout  neuf,  en   tenant  compte  des  trois  constantes 
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d^oneolatîon  du  syslème  d'axes,  au  lieu  des  quinze  que  donae  la 
théorie  moléculaire  dans  le  cas  général. 

Le  Chapitre  IX  esl  consacré  aux  déformalions  produites  par  les 
changements  de  température.  Duhamel,  à  qui  nous  devons  les 
premiers  Mémoires  sur  ce  sujet,  avait  établi  les  équations  fonda- 
mentales de  la  manière  la  plus  simple  :  il  regardait  la  déformation 
totale  comme  la  somme  des  déformations  dues  aux  actions  élas* 
tiques,  et  de  celles  dues  à  rélé\'ation  de  température.  Il  est  à 
regretter  que  M.  Neumann  ait  cru  devoir  regarder  les  actions 
mutuelles  des  molécules  comme  ladiflerence  de  deux  forces,  l'une 
attractive,  Tautre  répulsive  due  à  faction  de  la  chaleur,  et,  pour 
expliquer  celle-ci,  s'embarrasser  d'hypothèses  sur  les  atmosphères 
moléculaires,  qui  ne  permettent  guère  d'espérer  l'accord  avec 
l'expérience.  Heureusement  le  résultat  est  le  même  que  celui  de 
Duhamel.  Dans  les  corps  isotropes  une  élévation  de  température, 
uniforme  ou  non,  équivaut  à  une  augmentation  des  pressions  nor- 
males seules,  indépendante  de  l'orientation  de  Télément  pressé, 
proportionnelle  à  l'élévation  de  température  de  cet  élément.  Une 
élévation  uniforme  de  température  équivaut  à  une  pression  super- 
ficielle uniforme. 

Pour  les  cristaux,  au  moins  pour  ceux  qui  sont  doués  de  trois 
plans  de  symétrie,  il  est  naturel  d'admettre  que  l'élévation  de 
température  transforme  une  sphère  en  un  ellipsoïde  ayant  les 
mêmes  plans  de  symétrie:  les  équations  générales  s'obtiennent 
par  le  principe  de  superposition  des  petites  déformations.  Les 
explications  de  Xeumann  ^p.  ii5-ii6i  n*ont  peut-être  pas  toute 
la  netteté  désirable.  L'élévation  de  température  uniforme  n'équi- 
vaut plus  à  une  pression  unilorme. 

Les  modifications  que  doit  subir  Tèquation  de  la  conductibilité 
des  corps  isotropes,  eu  égartl  aux  détortiiations  qui  accompagnent 
le  mouvement  de  la  chaleur,  l\>nl  Tobjet  d^un  dernier  paragraphe. 
L'auteur  admet,  comme  Duhamel,  que  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  par  la  déformation  d'un  solide  isotrope  ne  dépend  que  de 
sa  compression  cubique  :  pour  rétablir,  il  faudrait  avoir  recours  à 
de>  considérations  deThermod\namique.  que  M.  Neumann  parait 
avoir  un  peu  trop  svstématiquemeni  exclues  do  tout  ce  \  olume. 
Gr  Chapitre  reste  isolé:  les  princi|>e>  qui  \  >out  établis  ne  sont 
appliquer  à  la  solution  d'aucun   prx^blème   particulier  :  quelques 
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exemples  auraient  pu  être  empruntés  soit  aux  Mémoires  de 
Duhamel,  soit  à  celui  d'Yvon  Villarceau  sur  la  compensation  des 
chronomètres;  l'étude  de  la  flexion  d'une  lame  formée  de  deux 
métaux  soudés  sur  toute  leur  longueur,  du  thermomètre  métallique 
de  Bréguet,  aurait  utilement  terminé  le  Chapitre  XI  consacré  aux 
applications. 

Le  Chapitre  X  est  consacré  aux  théorèmes  généraux  de  Rirch- 
hoff  :  les  équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  ont  dans 
chaque  cas  une  solution  unique  et  déterminée.  Le  dernier  para- 
graphe contient  l'expression  de  l'énergie  d'un  corps  isotrope  dé- 
formé à  la  fois  par  des  forces  extérieures  et  par  élévation  de  tem- 
pérature. 

Dans  le  Chapitre  XI  sont  traités  avec  détails  tous  les  problèmes 
particuliers  qui  peuvent  fournir  des  méthodes  de  détermination 
expérimentale  des  coefficients  d'élasticité  d\ine  substance  iso- 
trope, et  en  particulier  du  rapport  des  deux  constantes.  Les  mé- 
thodes de  Cagniard  de  la  Tour,  de  Wcrlheim,  de  RirchhofT  et 
d'Okatow,  et  enfin  de  M.  Cornu  sont  successivement  décrites. 
On  trouve  encore,  dans  ce  Chapitre,  les  conditions  de  résistance 
à  la  rupture,  par  pression  interne,  d'un  réservoir  cylindrique  ou 
sphérique,  la  déformation  d'une  enveloppe  sphérique,  comme  un 
réservoir  de  thermomètre  ou  les  réservoirs  des  liquides  dans  le 
piëzomètre  d'OErstedt,  enfin  la  déformation  par  pression  extérieure 
d'une  sphère  pleine  entourée  d'une  enveloppe  sphérique  de  ma- 
tière diflFérente.  Les  problèmes  de  la  torsion  et  de  la  flexion  des 
barres  sont  traités,  le  premier  dans  le  cas  de  la  section  circulaire, 
le  second  pour  une  barre  fléchie  par  un  couple  dans  le  plan  d'un  axe 
d'inertie  de  la  section,  La  torsion  des  prismes  quelconques  n'est 
pas  étudiée  dans  l'Ouvrage  ;  la  flexion,  non  circulaire,  est  examinée 
dans  le  dernier  Chapitre,  surtout  au  point  de  vue  des  vibrations 
des  lames  rectilignes. 

Résumant  les  résultats  connus  sur  le  rapport  des  deux  constantes 
de  Lamé,  Neumann  reconnaît  que  l'expérience  donne  un  rapport 
variable  avec  la  substance.  Est-ce  défaut  d'isotropisme  des  sub- 
stances étudiées,  est-ce  réellement  que  la  théorie  moléculaire  soit 
inadmissible,  on  ne  saurait  le  décider  encore;  mais  une  consé- 
quence pratique  à  en  tirer,  c'est  que  pour  les  substances  cristaK 
iisées,  qui  font  l'objet  du  Chapitre  XII,  il  importe  de  laisser  in- 
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dépendantes  les  trenle-six  constantes  de  Lamé,  rexpérience  seule 
pouvant  apprendre  si  les  relations  indiquées  par  la  théorie  molé- 
culaire sont  eflTectivement  satisfaites.  Voici  le  contenu  de  ce  Cha* 
pitre,  dont  M.  Voigt  avait  utilisé  un  certain  nombre  de  résultais 
dans  ses  recherches  sur  le  sel  gemme,  avant  Timpression  de  ce 
Volume.  Les  trente-six  constantes  se  réduisent  à  vingt,  puis  à  douze, 
lorsqu'il  y  a  un  ou  deux  plans  de  symétrie  rectangulaire,  que  Ton 
prend  pour  plans  de  coordonnées;  dans  ce  dernier  cas  il  y  a  aussi 
un  troisième  plan  de  symétrie  perpendiculaire  aux  deux  premiers. 
Ces  constantes  se  réduisent  à  sept,  puis  à  trois,  lorsque  deux  ou 
trois  axes  rectangulaires  sont  équivalents.  Enfin  il  ne  reste  plus 
que  deux  constantes  lorsque  Torientation  des  axes  est  indéter- 
minée. Pour  les  cristaux  hexagonaux  qui  ont  déjà  deux  plans  de 
symétrie  rectangulaires,  une  rotation  de  tio®  autour  de  l'axe  prin- 
cipal ne  changeant  rien,  les  douze  constantes  se  réduisent  à  six. 
Pour  les  cristaux  rhomboédriques  qui  ont  six  plans  de  symétrie 
passant  par  une  même  droite  et  inclinés  à  60°,  mais  qui  n'ont  pas 
de  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  cet  axe  principal,  et  qui 
en  outre  ne  changent  pas  par  une  rotation  de  120^,  il  reste  huit 
constantes.  En  réalité,  si  l'on  tient  compte  des  constantes  d'orien- 
tation des  axes,  il  faut  en  compter  vingt-deux  dans  le  premier  cas, 
quinze,  dix,  six,  neuf  et  onze  dans  les  cas  suivants.  Neumann  in- 
dique quelles  réductions  supplémentaires  exigerait  la  théorie  mo- 
léculaire; mais,  je  ne  sais  pourquoi,  il  ne  parle  pas  des  réductions 
intermédiaires  dues  à  l'existence  de  l'énergie  de  déformation 
comme  fonction  des  dilatations  et  des  glissements  seuls  (').  Il  est 
pourtant  important  de  ne  pas  regarder  comme  des  confirmations 
de  la  théorie  moléculaire  les  relations  qui  ne  dépendent  que  de 
l'existence  de  l'énergie. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  fail  de  mesures  complètes  que  pour  deux 
cristaux  cubiques  :  le  sel  gemme  dont  les  constantes  satisfont  aux 
conditions  de  la  théorie  moléculaire,  et  le  spath  fluor  dont  une 
des  trois  constantes  est,  d'après  M.  Voigt,  plus  petite,  d'après 
M.  Klang  plus  grande  d'un  tiers  que  ne  l'indiquerait  la  théorie 
moléculaire. 


(')  Voir  la  brochure  de  M.  Élie,  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  de  Bordeaux  ;  1880. 
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A|)ri-i  avoir  élatili  ces  reluliuDs,  l'uuteiir  ex.iinitie  ruiiiiiicjU  duît  se 
déformer  lin  prisme  tuillr  Jimsune  direction  qiietcoiiquL'  et  soumis 
À  uue  (raction  longitudinale.  On  [>cut  rcprésenler  les  résiilliils  en 
pnriaal  sur  la  dircclinn  du  {irisme  les  allongements  produits  par 
iinc  Iractiun  déterminée.  La  surface  ainsi  définie  a  pour  rayons 
«ecieurs  les  modules  d'élasticité  de  traction  des  prismes  de  m<^me 
direction.  Ces  surfaces  ont  nalurt-lletnent  m<?m<-  s^miUrii-  (|ue  le 
cristal.  Ce  sont  îles  surfaces  du  quntrif'-me  ordre.  !Vf.  Neumano 
détermine  leur  forme  pour  les  cristaux  cubiques  el  rhomboé- 
driquKS,  il  indique  les  directions  de  mnxiuium  el  de  minimum.  Il 
^tadïe  aussi  la  di'formalion  de  la  section  droite,  el  les  changements 
des  angles  dièdres  sous  l'influence  d'une  pression  unilatérale. 

Diuihlf  rtfrticlion.—Lc?.  Cliapîlres  Xill,  XIV,  \V  sont  con- 
sacrés it  la  ihéoric  élastique  de  la  propagation  de  la  lumière  dans 
les  milieux  cristallisés.  Le  problème  généi-al  est  de  trouver  l'état 
dn  milieu  indéltni  ù  une  époque  quelconque  connaissant  Félat  ini- 
tial, c'est-à-dire  tes  liéplacements  et  les  vitesses  à  une  t^poque 
arbitraire  prise  pour  origine.  Les  divers  Cliapitres,  sans  être  abso- 
lument indépendants,  ne  marquent  pourtant  pas  des  étapes  suc- 
cessives dans  le  développement  d'une  mfme  théorie  générale. 
M.  Ncumsnn  s'esl  peut-être  un  peu  trop  astreint  à  reproduire  les 
Mémoires  des  divers  auteurs  qui  ont  traité  cette  question,  à  des 
points  de  vue  variés,  à  peu  près  tels  qu'ils  ont  été  publiés,  nu  lieu 
de  grouper  daus  une  même  exposition  d'ensemble  tous  les  résul- 
tais acquis,  en  les  accompagnant  bien  entendu  de  toutes  les  indi- 
cations historiques  nécessaires. 

Ainsi  le  Chapitre  \III  est  consacré  nu  développement  des  idées 
de  Cauchy,  en  prenant  pour  point  de  dépari  les  équations  à  six 
constantes  seulement  tirées  de  la  théorie  moléculaire.  Dans  le 
QispitreXIV.on  recommence  k  établir  longuement  les  équations 
fondamenlales  pour  bien  montrer  eouimenl  l'incompressibilité 
supposée  de  l'éther  en  fuisanl  disparaître  lu  dilatation  cubique  des 
équations  du  mouvcmcot  exige  qu'on  v  introduise  en  évidence  une 
autre  fonction  qui  est  uue  pression  hydrostatique.  Ce  sont  \b,  les 
idées  deCnrlNeumann  (t8ti3);  on  a  continué  k  employer  les  équa- 
tions de  la  théorie  moléculaire.  Au  Chapitre  XV  c'est  k  peu  prés 
le  mode  d'eiposition  de  l,iimi;(<ianssa  dix-septième  Leçon) qui  est 
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adopté,  et  cette  fois  nous  partons  des  équations  les  plus  générales 
avec  leurs  trente-six  constantes.  Après  avoir  étudié  les  ondes  qui 
se  propagent  sans  condensation,  tout  en  supposant  IVthcr  com- 
pressible. Fauteur  montre  que  Thypotlièse  de  l'éther  incompres- 
sible fait  retomber  sur  des  équations  presque  identiques  à  celles  de 
Cari  Neumann,  employées  au  Chapitre  précédent. 

Pour  tirer  la  théorie  de  Frosnel  de  la  théorie  de  l'élasticité,  il 
faut  emprunter  à  Texpérience  un  certain  nombre  de  notions  qui 
permettent  de  réduire  le  nombre  des  constantes  caractéristiques; 
cette  réduction  se  fait  de  la  manière  la  plus  nette  et  rigoureuse- 
ment en  partant  avec  Lamé  du  fait  d'expérience  que  chaque  onde 
plane  peut  propager  plus  d'une  vibration  rectiligne  rigoureusement 
transversale,  qu'elle  peut  en  propager  deux  de  directions  diffé- 
rentes, avec  des  vitesses  différentes  d'ailleurs.  Des  trente-six  con- 
stantes, il  n'en  reste  plus  que  douze,  dont  six  comme  coefficients 
de  la  dilatation  cubique,  les  six  autres  comme  coefficients  des 
glissements;  ces  dernières  se  réduisent  à  trois  par  un  choix  con- 
venable des  axes  :  ce  sont  les  seules  qui  interviennent  dans  la 
théorie  de  la  lumière.  L'existence  de  l'énergie  réduit  à  une  seule 
les  six  premières  constantes,  sans  rien  changer  aux  trois  autres. 
La  distribution  des  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes  est 
alors  la  même  que  celle  donnée  par  Fresnel,  mais  à  la  condition 
de  prendre  comme  Neumann,  et  à  l'opposé  de  Fresnel,  pour  plan 
de  polarisation  le  plan  de  la  vibration. 

Les  notions  qu'il  faut  emprunter  à  l'expérience  pour  obtenir  la 
même  concordance  dans  la  théorie  de  Cauchy  sont  plus  nom- 
breuses, et  en  toute  rigueur  incompatibles.  On  invoque  comme 
fait  d'expérience  la  forme  de  la  section  de  la  surface  d'onde  par  les 
trois  plans  principaux  ou,  ce  (jui  revient  au  même,  la  loi  de  pro- 
pagation des  ondes  planes  normales  à  chacun  des  trois  plans  dr 
symétrie  du  milieu.  Pour  que  cette  section  se  compose  d'une  cir- 
conférence et  d'une  ellipse  pour  les  vibrations  transversales,  trois 
relations  du  second  degré  entre  les  six  coefficients  sont  nécessaires. 
Quand  on  les  satisfait  rigoureusement,  une  vibration  est  rigoureu- 
sement transversale,  les  deux  autres  approximativement  longitu- 
dinale  et    transversale.   La  surface   d'onde    longitudinale  est    un 

ellipsoïde  dont  les  axes  sont  de  Tordre  du  produit  par  y'3  des 
vitesses  de  propagation  des  vibrations  transversales.  La  relation  du 
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plan  de  polarisation  avec  le  plan  de  vibration  est  d'ailleurs  celle 
de  Neumann  et  non  celle  de  Fresnel.  On  obtient  exactement  la 
surface  d'onde  de  Fresnel  et  les  vibrations  transversales,  en  em- 
ployant au  lieu  des  relations  rigoureuses  des  relations  linéaires 
approchées  qu'on  en  peut  déduire  en  négligeant  les  carrés  des  dif- 
férences des  vitesses  de  propagation  principales. 

Dans  la  théorie  de  Neumann,  où  l'éther  est  incompressible,  les 
relations  entre  les  constantes  de  Poisson  sont  les  mêmes  ;  l'onde 
longitudinale  n'existe  plus;  mais  à  sa  place  la  pression  hydrosta- 
tique se  propage  avec  les  ondes  transversales.  De  même  que  la 
théorie  de  Cauchy,  elle  ne  conduit  à  la  surface  d'onde  de  Fresnel 
que  d'une  manière  approchée. 

L'auteur  n'a  point  marqué  de  préférence  entre  les  deux  théories  ; 
on  peut  même  lui  reprocher  de  n'avoir  point  fait  de  comparaison. 
Il  y  a  pourtant  quelques  remarques  utiles  à  faire.  Les  deux  théories 
de  Lamé  et  de  Poisson  sont  incompatibles  ;  on  ne  peut  pas  ra- 
mener les  équations  générales  de  Poisson  aux  équations  réduites 
de  Lamé  sans  faire  disparaître  toute  structure  anisotrope  (^).  La 


(*)  Équations  de  Lamé  (Neumann,  p.  267)  : 

du       dv       dw 


ôx       dy       dz 


ùi*  ~'      dx         *  ôy         *  ôz         ()y\dy       dx)         dz\dx        dz) 

Équations  générales  de  Poisson  (p.  204 )  : 

d^u       ,  d*u         d*u       ,d^u              fï*v  ,    d'w 

«  -rrr  =  A  -^-  -4-  C  ,— -  -i- O  -r—  -h  2  C  -: : \-  2  0 


dV       '    dx*  ôy*  Oz*  àxdy  ôxdz 

Relations  entre  les  constantes  de  Lamé  pour  l'existence  de  réncrgie  : 

A  =  B  =  C,        A,  =  B,  =  C,  =  o. 

Relations  entre  les  constantes  de  Poisson,  pour  la  théorie  de  Cauchy  (p.  234): 
(C  — a)(B-a)  =  4a%         (A  —  6)(C  -  ^>)  =  4^',         (B  —  c)(A  — c)  =  4c'. 

Relations  approchées  qu'on  leur  subslituc,  et  qui  conduisent  aux  mômes  équa- 
tions de  propagation  des  vibrations  transversales  que  la  théorie  de  Lamé  : 

\  =  d{b-hc  —  a)y        n  =  3{a-+-c  —  b),        C  =  3(a-i-^>-c). 

Relations  entre   les  constantes   de   Lamé,   pour   la   réduction   à  la  forme  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XIH.  (Janvier  1889.)  a 


L* 


ihféorie  *lr  l^ni^,  clans  la(|iH'll(;  l(;.s  dnix  vibrations  sonl  rigoiireu- 
««m^nl  tr^nsversale.H,  <;Ht  donc  iri(!orri[>alil)le  avec  Thypothèse  mo- 
\écfi\iè\re,  0;lle-ci,  (1^111  trr  pari,  nr  permet  do  retrouver  rigoureu- 
sement ni  le.4  deux  vibralionn  Inirinversales,  ni  surtout  la  surface 
d'onde  de  Frenncd. 

Une  di<»eu«iHJon  tre»  drlinilc  d\*xpériences  de  grande  précision 
^ur  le.H  eri.Hlaux  hiaxcH  pourrait  HtMilt*  apprendre  si  la  surface 
d'onde  de  Fre.Htiel  repn^HiMite  rigoureusement  les  phénomènes; 
jn<irprici  len  experieucen  ne  permetlent  point  de  décider  si  Taccord 
e«»t  complet  ou  très  approché.  Pourtant  des  essais  1res  soignés  faits 
Aiir  uti  uiiiaxn  In'^r*  hiréfriuf;(Mit,  \c.  spath,  ont  montré  que  la  sur- 
face <riluyf;cnM  est  tout  (\  fait  satisfaisauto;  en  particulier,  elle  esl 
préfrrahie  à  une  surface  Irt^s  pou  diUVrentc  déduite  d'une  théorie 
proposée  par  M.  Stokcs  et  par  Lord  Ha vloigh  comme  plus  cou- 
forme  aux  idét^s  de  Krosnol,  et  dans  laquelle  réiasticilê  du  milim 
e«it  indépendante  de  lu  diivction«  tandis  que  Tinertie  de$  molêcale^ 
moliileit  dépend  de  la  diirclion  ^M. 

llfdativemetU  t\  la  dirt^ctîon  des  vibrations,  tout  ce  qu*iles4  lè^sii- 
lime  tie  conclure  dos  expériences  d'interférences  de*  »;[%«»«  jHibi- 
rir«é?«,  c'est  que  les  vibrations  lumineuses  sout  ripMirmj«CMieul 
IratiMVcrsales  dans  les  milieux  isotropes.  Quaul  à  Tùiunrar  des 
cristaux»  ot)  peut  scuicmcnl  dirtMpie  les  deux  plans  dk  pcttMristfziaD 
cortr'tpondatit  à  un  ui^me  mxon  sont  sensiblemesi  T«n^«ndiciH 
laiivn;  niais«  >i  l(i  xibmiion  est«  comme  semblet))  rindiguer  b 
plupart  dc5  ihoorics  cliisliqucs,  dans  le  plan  de  [^oîbcrisUÉxioii.  rteo 
ne  prtmxc  quVIle  \  doixc  être  normale  au  rawisi.  Cfisc  ànox  mif- 
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hypothèse,  plutôt  qu'un  résultat  d'expérience,  que  J^amé  a  pris 
pour  point  de  départ.  Est-elle  nécessaire  pour  retrouver  rigoureu- 
sement la  surface  d'onde  de  Fresnel?  Il  aurait  été  intéressant  de 
le  dire. 

Dans  le  Chapitre  Xfll,  M.  Neumann  insiste  sur  les  propriétés 
des  ondes  planes  et  montre,  en  particulier,  comment,  dans  une  onde 
plane  qui  se  propage  dans  un  sens  déterminé,  les  déplacements  et 
les  vitesses  sont  liés  de  telle  sorte  que  Tonde  ne  peut  se  propager 
que  dans  une  seule  direction.  C'est,  on  le  sait,  ce  qu'on  n'arrive  à 
voir  nettement  ni  par  l'application  pure  et  simple  du  principe 
d'Huygens,  ni  par  la  théorie  de  la  diffraction  de  Fresnel.  Dans  le 
Chapitre  XV,  l'éditeur  résume  les  connaissances  acquises  sur 
les  divers  phénomènes  par  lesquels  se  révèle  l'anisotropie  des 
cristaux;  malheureusement  on  n'a  pas  réussi  à  saisir  une  relation 
simple  avec  la  forme  cristalline  pour  les  cristaux  biaxes. 

Dispersion.  —  Le  Chapitre  XVI  contient  l'exposé  rapide  de  la 
théorie  de  la  dispersion  de  Cauchy.  Il  semblerait  d'ailleurs  que  la 
cause  assignée  par  Cauchy  doive  subsister  dans  l'éther  des  espaces 
célestes,  tandis  qu'on  n'y  peut  observer  aucune  dispersion.  La 
cause  doit  donc  ê Ire  différente,  et  tenir  à  la  présence  de  la  matière 
et  aux  réactions  mutuelles  de  la  matière  et  de  l'éther.  Dès  l'an- 
née 1841,  Fr.  Neumann  a  proposé  une  théorie  qu'il  expose  dans 
le  Chapitre  XVII.  Il  en  défiuit  fort  bien  le  caractère,  en  disant  que 
les  molécules  pondérables  agiraient  sur  les  ondes  lumineuses  à 
peu  près  comme  les  îles  d'un  archipel  sur  les  ondes  de  la  mer.  11 
regarde  en  effet  les  actions  de  l'éther  sur  la  matière  comme  insuf- 
fisantes pour  en  modifier  le  mouvement  et  traite  ses  molécules 
pondérables  comme  immobiles.  D'ailleurs,  d'après  la  manière  dont 
le  calcul  est  conduit,  on  suppose  que  la  sphère  d'action  d'une  mo- 
lécule d'élher  contient  un  très  grand  nombre  de  molécules  uia- 
lérielles,  et  réciproquement.  Pour  obtenir  la  force  motrice  sur  une 
molécule  d'éther,  il  suffit  d'ajouter  aux  termes  que  donne  la  théorie 
Ordinaire  de  l'élasticité  un  terme  proportionnel  au  déplacement, 
par  rapport  aux  molécules  pondérables,  c'est-à-dire  au  déplace- 
ment absolu.  Une  première  approximation  donne  dans  l'indice 
le  réfraction  un  terme  proportionnel  au  carré  de  la  longueur  d'onde. 
I    ne    seconde  approximation    conduit    à    un    développement    de 
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rinverse  du  carré  de  la  période,  suivant  les  puissances  paires  delà 
longueur  d'onde;  par  suite,  le  carré  de  Tindice  de  réfraction  est 
développé  en  série  de  puissances  paires  de  la  période. 

Là  s'arrête  la  discussion.  M.  Neumann  ajoute,  sans  citer  de 
nombres,  que  sa  formule  satisfait  fort  bien  aux  mesures  de  Fraun- 
hofer,  comme  d'ailleurs  celle  de  Cauchy.  Depuis  lors,  les  mesures 
d'indices,  en  fonction  de  la  longueur  d'onde  ont  été  singulièrement 
étendues,  d'abord  par  l'emploi  de  la  Photographie  dans  le  spectre 
ultra-violet,  plus  récemment  par  l'emploi  du  bolomètre  de  M.  Lan- 
gley  dans  le  spectre  infra-rouge.  On  trouvera  dans  un  Mémoire  de 
M.  Mascart  et  dans  un  plus  récent  de  M.  Langley  une  discussion 
des  diverses  formules  proposées,  d'où  il  résulte  que  la  meilleure 
représentation  des  résultats  d'expérience  pour  la  plupart  des  verres, 
pour  le  spath,  le  quartz  et  le  sel  gemme,  est  obtenue  au  moyen  de 
la  formule  à  quatre  termes 

telle  que  l'a  proposée  M.  Brio  t.  Les  écarts,  considérables  avec 
toute  autre  formule  dans  l'infra*rouge,  restent  faibles  quoique 
certains.  D'ailleurs,  la  découverte  des  phénomènes  de  dispersion 
anormale  est  venue  montrer  qu'une  telle  formule  ne  saurait  être 
générale.  C'est  en  tenant  compte  de  la  mobilité  des  molécules 
matérielles,  surtout  lorsque  la  période  de  leur  mouvement  naturel 
diffère  peu  de  la  période  du  mouvement  lumineux,  que  divers 
physiciens  allemands  ont  réussi  à  rendre  compte  de  ce  nouveau 
phénomène.  Mais  il  n'en  est  pas  question  dans  ce  Livre,  qui  repro- 
duit la  Leçon  professée  sur  ce  sujet  par  M.  F.  Neumann  pendant 
l'hiver  de  i857-i858. 

Vibrations  des  solides.  —  L'Ouvrage  se  termine  par  quatre 
Chapitres  consacrés  aux  vibrations  transversales  des  cordes,  des 
membranes,  des  lames,  et  au  choc  longitudinal  des  prismes. 

Dans  chaque  Chapitre,  les  équations  fondamentales  sont  établies 
avec  méthode  et  clarté,  un  peu  longuement  peut-être,  et  sans 
mettre  suffisamment  en  lumière  le  lien  entre  la  forme  mathéma- 
tique des  hypothèses  et  leur  énoncé  en  langage  ordinaire.  Il  ne  faut 
d'ailleurs  pas  chercher  dans  ces  Chapitres  une  discussion  un  peu 
approfondie  comme  celle  du  Livre  de  Clebsch;  ce  ne  sont  qa<|; 
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exemples  pris  sous  leur  forme  la  plus  simple.  Ainsi  les  cordes 
vibrantes  sont  supposées  libres  dans  toute  leur  étendue,  mais  fixées 
à  des  obstacles  rigides  à  leurs  deux  extrémités;  Fauteur  ne  traite 
aucun  cas  de  vibrations  forcées.  Pour  mettre  en  évidence  les  pro- 
priétés du  mouvement  propagé,  il  examine  deux  cas  très  simples 
au  point  de  vue  mathématique  :  i**  déplacement  initial  d'un  seul 
point  de  la  corde,  sans  vitesses  initiales;  2"  vitesse  initiale  com- 
muniquée à  un  seul  point  de  la  corde  sans  déplacement.  Ces  cas 
simples  ont  un  défaut  plus  grave  que  d'être  physiquement  irréali- 
sables; l'étudiant  dont  on  vient  de  retenir  l'attention  sur  de 
pareilles  discontinuités,  et  qui  arrive  au  paragraphe  suivant, 
consacré  à  l'étude  de  deux  cordes  attachées  bout  à  bout,  ne  doit 
plus  être  frappé  de  l'évidence  des  conditions  imposées  à  la  jonction 
des  deux  cordes  :  identité  du  déplacement  et  des  tensions  au  point 
de  jonction  de  quelque  côté  qu'on  les  évalue.  Ce  problème  n'est 
d'ailleurs  traité  que  dans  le  cas  de  cordes  indéfinies  et  pour  com- 
parer Tamplitude  du  mouvement  transmis  à  celle  du  mouvement 
réfléchi.  Les  amplitudes  sont  les  mêmes  qu'a  retrouvées  Fresnel 
pour  la  lumière  sous  l'incidence  normale.  L'auteur  ne  paraît  pas 
avoir  songé  au  problème  analogue  pour  les  vibrations  transversales 
d'une  membrane  plane  indéfinie,  uniformément  tendue,  mais  dont 
les  deux  moitiés  de  part  et  d'autre  d'une  droite  indéfinie  .ont  des 
densités  superficielles  différentes;  la  propagation  d'une  onde  rec- 
tiligne  dans  cette  membrane  complexe  suit  toutes  les  lois  de  di- 
rection et  d'intensité  établies  pour  la  réflexion  et  la  réfraction  des 
ondes  planes  lumineuses  par  Fresnel  pour  le  rayon  dont  les  vibra- 
tions sont  normales  au  plan  d'incidence.  Les  vibrations  tangen- 
tielles  sans  variation  de  densité  superficielle  sont  également  inté- 
ressantes. 

Dans  le  Chapitre  relatif  aux  cordes,  l'auteur  s'est  servi  unique- 
ment des  intégrales  générales  contenant  les  fonctions  arbitraires 
nécessaires;  les  solutions  simples  sont  au  contraire  employées  dans 
le  Chapitre  XIX,  relatif  aux  membranes.  Après  avoir  établi  les 
équations  générales  relatives  à  une  membrane  plane,  l'auteur 
montre  que  les  vibrations  tangentielles  ne  dépendent  que  de  l'élas- 
ticité de  la  matière,  tandis  que  les  vibrations  transversales  ne  dé- 
pendent que  de  la  tension  appliquée  au  contour  de  la  membrane. 

U  étudie  spécialement  une  membrane  rectangulaire  soumise  à  des 
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tensions  inégales  parallèlement  aux  côtés,  el  en  particulier,  suppo- 
sant nulle  une  des  tensions,  revient  au  problème  des  cordes  pour 
introduire  l'emploi  des  solutions  simples.  Il  passe  ensuiteà  l'étude 
de  la  membrane  carrée  uniformément  tendue,  montre  comment  se 
classent  les  sons  simples  successifs,  les  uns  incommensurables,  les 
autres  formant  série  harmonique;  enfin  commentplusieurs  figures 
nodales  distinctes  peuvent  correspondre  au  même  son.  Toute  cette 
étude,  moins  complète  que  celle  de  Lamé,  n'est  accompagnée 
d'aucun  commentaire  expérimental;  le  lecteur  trouvera  encore 
grand  profit  à  étudier  les  Mémoires  de  M.  Bourget  cl  la  discus- 
sion qui  les  accompagne. 

Le  Chapitre  XX,  qui  n'avait  point  encore  été  publié,  est  consacré 
à  la  théorie  du  clioc.  Dans  le  premier  paragraphe  est  exposée  la 
théorie  donnée  dans  les  Cours  de  Mécanique  rationnelle  ;  on  admet, 
le  plus  souvent  sans  le  dire  et  toujours  sans  le  justifier,  que  l'é- 
nergie interne  de  chacun  des  corps  est  après  le  choc  la  même 
qu'avant  le  choc.  Cette  hypothèse  est  inexacte;  le  mouvement  relatif 
produit  par  le  choc  se  propage  dans  l'intérieur  de  chaque  corps, 
et,  au  moment  de  ta  séparation,  les  vitesses  internes  ne  sont  géné- 
ralement pas  distribuées  comme  celles  d'un  corps  solide  indéfor- 
mable, ou  bien  les  corps  sonlcomprimésou  dilatés  uniformément. 
Les  corps  se  séparent  emportant,  outre  leur  force  vive  apparente, 
une  certaine  quantité  d'énergie  de  vibration  qu'il  est  impossible 
d'évaluer  sans  employer  la  théorie  de  l'élasticité.  Dans  quelques 
cas  particuliers  seulement,  l'état  vibratoire  est  nul  et  la  théorie 
élémentaire  exacte.  L'auteur  traite  du  choc  longitudinal  de  cylindres 
de  même  diamètre  et  de  même  matière.  Tant  que  les  deux  cylin- 
dres sont  en  contact,  le  mouvement  se  propage  comme  s'ils  for- 
maient un  cylindre  continu.  La  séparation  commence  lorsque  la 
discontinuité  des  vitesses,  après  s'être  propagée  de  part  el  d'autre 
de  la  surface  de  contact,  et  s'être  réfléchie  à  la  surface  libre  du 
corps,  revient  changée  de  signe  â  la  surface  de  contact.  C'est  alors 
du  côté  du  corps  antérieur  qu'est  la  plus  grande  vitesse  ;  celui-ci 
s'échappe.  Deux  cas  particuliers  sont  seulement  traités  :  quand 
les  deux  cylindres  ont  des  longueurs  égales,  il  y  a  échange  de  leurs 
vitesses  de  translation;  quand  le  cylindre  antérieur  animé  d'une 
vitesse  c  a  une  longueur  double  de  l'autre,  dont  la  vitesse  initiale 
est  »'',  il  ne  prend  <iii'une  vitesse  ^(r  ■+-  c'),  ce  qui  n'est  piMnl  con- 


COMPTES  KEN  DUS  ET  ANALYSES.  aS 

forme  à  la  théorie  élémentaire;  mais,  au  moment  de  la  sépara- 
tion, il  est  encore  comprimé  et,  par  conséquent,  reste  animé  d'un 
mouvement  vibratoire  longitudinal.  Dans  les  deux  cas,  la  durée 
du  choc  est  la  période  du  son  fondamental  du  plus  court  des  deux 
cvlindres. 

L'éditeur,  M.  Meyer,  rappelle  les  travaux  théoriques  de  M.  de 
Saint-Venant  et  le  Mémoire  de  M.  Hertz  sur  le  choc  des  sphères;  il 
donne  enfin  une  liste  de  Mémoires  expérimentaux,  dont,  dit-il, 
Taccord  avec  la  théorie  élastique  n'est  pas  très  satisfaisant,  peut- 
être  parce  qu'on  a  négligé  de  tenir  compte  de  la  chaleur  dégagée; 
je  crois  plutôt  que  les  moindres  chocs  produisent,  dans  le  voisi- 
nage de  la  surface  de  contact,  des  déformations  trop  grandes 
et  trop  rapides  pour  que  les  forces  leur  soient  proportionnelles,  et 
pour  que  les  frottements  et  les  déformations  permanentes  soient 
entièrement  négligeables. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  flexion  des  lames.  Pour  éta- 
blir l'équation  fondamentale  l'auteur  emploie  un  mode  de  raison- 
nement (déjà  utilisé  dans  le  Chapitre  précédent) bien  souvent  cri- 
tiqué à  juste  titre,  notamment  par  M.  Maurice  Lévy  dans  son 
Mémoire  sur  la  flexion  des  plaques  métalliques.  Il  suppose  que,  si 
la  section  transversale  de  la  lame  est  assez  petite,  on  peut  représen- 
ter lesdéplacementsd'un  point  quelconque  d'une  section  droite  jus- 
qu'au bord  par  les  premiers  termes  d'un  développement  en  série  de 
Tajior  par  rapport  aux  deux  coordonnées  transversales.  Ce  qui  est 
évident,  c'est  qu'un  pareil  développement  peut  être  employé  dans 
une  aire  très  petite  par  rapporta  la  section  droite,  petite  ou  grande; 
pour  avoir  le  droit  de  Tétendre  à  toute  la  section  droite,  sous  pré- 
texte qu'elle  est  petite,  il  faudrait  montrer  sous  quelles  conditions 
les  équations  aux  dérivées  partielles  relatives  à  un  élément  de 
volume  quelconque  sont  satisfaites  avec  une  approximation  suffi- 
sante. Ce  mode  d'exposition  n'est  pas  beaucoup  plus  court  que 
celui  de  M.  de  Saint- Venant,  et  est  bien  moins  satisfaisant.  Il  n'y 
a  pas  d'indication  de  l'existence  des  deux  plans  principaux  de 
flexion,  et  de  leur  relation  avec  les  axes  d'inertie  de  la  section 
droite.  Le  principal  problème  traité  est  celui  des  vibrations  trans- 
versales des  lames  rectilignes,  dont  les  extrémités  sont  libres. 
L'auteur  s'arrête  après  avoir  calculé  la  position  des  nœuds,  et  dit 
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en  deux  lignes  que  Strehike  les  a  trouvés  d'accord  avec  l'expé- 
rience. 

Ici  finit  le  Livre;  son  caractère  est  nettement  accusé  par  l'ab- 
sence d'un  Chapitre  sur  la  flexion  des  plaques,  et  d'un  autre  sur 
les  déformations  permanentes  et  leurs  effets  optiques,  étudiés  par 
M.  Fr.  Ncumann  presque  au  début  de  sa  carrière.  Toutes  les  appli- 
cations controversées  ou  exigeant  une  discussion  délicate  sont 
systématiquement  exclues.  C'est  donc  bien  un  Livre  élémentaire, 
un  Ouvrage  d'enseignement  excellent  à  recommander  aux  étudiants 
qui  veulent  apprendre  les  généralités  de  la  théorie  mathématique 
de  l'élasticité,  son  application  à  la  théorie  de  la  lumière,  et  les  pro- 
blèmes particuliers  les  plus  simples  qu'elle  permet  de  traiter  seu- 
lement à  titre  d'exemples,  mais  à  l'exclusion  des  plus  difBciles 
d'entre  eux.  Quant  aux  expériences,  le  lecteur  curieux  de  les  con- 
naître avec  précision  devra  recourir  aux  traités  de  Physique  ou  aux 
Mémoires  originaux.  Marcel  Brillouin. 
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BERTRAND  (J.)-  —  Calcul  des  probabilités,  i  vol.  in-8°;  lvii-SS?.  p. 

Paris,  Gauthier- Villars  et  Fils;  1889. 

Les  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques  s'étonnent 
d'habitude  quand  elles  entendent  parler  de  Pélégance  d'une  dé- 
monstration ou  d'un  calcul.  Les  mathématiciens  de  profession, 
eux  aussi,  s'émerveilleraient  sans  doute  qu'on  osât  louer  ce  qu'il 
y  a  de  (in  et  de  spirituel  dans  un  Livre  de  Mathématiques.  Il 
faut  pourtant  s'j  résoudre  cette  fois  ;  au  reste,  l'étonnement  di- 
minue quand  on  pense  au  nom  de  l'auteur.  Il  convient  aussi 
d'ajouter  que  la  finesse  n'est  pas  absente  de  tous  les  écrits  ma- 
thématiques, bien  que,  d'ordinaire,  on  se  plaise  davantage  à  y 
admirer  la  vigueur  avec  laquelle  les  déductions  sont  poursuivies  ; 
elle  est  nécessaire  dès  que  l'on  touche  aux  principes  et  que  l'on 
veut  regarder  les  choses  en  elles-mêmes.  «  Il  n'est  question  que 
d'avoir  bonne  vue,  mais  il  faut  l'avoir  bonne,  car  les  principes 
sont  si  déliés  et  en  si  grand  nombre,  qu'il  est  presque  impossible 
qu'il  n'en  échappe.  Or  l'omission  d'un  principe  mène  à  l'erreur; 
ainsi  il  faut  avoir  la  vue  bien  nette  pour  voir  tous  les  principes, 
et  ensuite  l'esprit  juste  pour  ne  pas  raisonner  faussement  sur  les 
principes  connus,  n  Cette  phrase  de  Pascal  s'applique  parfaite- 
ment au  Calcul  des  probabilités;  il  faut  avoir  la  vue  bien  nette 
pour  s'en  occuper,  pour  ne  point  laire  d'omissions  dans  les  énumo- 
rations,  et  distinguer  des  choses  qui  se  ressemblent  singulière- 
ment, plus  que  ne  font  d'habitude  la  vérité  et  l'erreur. 

Ceux  qui  ont  la  vue  bonne  aiment  à  l'exercer;  c'est  peut-être 
là  une  des  raisons  qui  ont  amené  le  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  à  traiter  de  ce  calcul,  qu'il  regrette  de  voir 
aussi  délaissé  qu'il  est.  Ce  n'est  pas  la  seule,  assurément^  il  y  a 
là  souvent,  entre  deux  équations,  belle  matière  à  raillerie.  Les  lec- 
teurs de  M.  Bertrand  ne  regretteront  pas  qu'il  s'y  complaise  et 
qu'il  crève  les  prétentions  de  ceux  qui  voudraient  porter  le  «  llam- 
beau  de  l'Algèbre  »  où  il  n'a  que  faire  ;  parfois  même  la  fantaisie 
se  donne  carrière,  c'est  merveille  alors.  Le  pauvre  homme  moyen 
de  Quetelet  n'est  pas  épargné;  écoutez  la  lin  de  son  portrait  : 
Bull,  des  Sciences  nuitlicm.    i*  série,  t.  \III.  (l'cvricr  i8b^f).  )  3 
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«  Dans  le  corps  de  riiomiiie  moyen,  Tauteur  belge  place  une  âme 
moyenne.  Il  faut,  pour  résumer  les  qualités  morales,  fondre  vingt 
mille  caractères  en  un  seul.  L^hommc  type  sera  donc  sans  passions 
et  sans  vices,  ni  fou,  ni  sage,  ni  ignorant,  ni  savant,  souvent 
assoupi  :  c'est  la  moyenne  entre  la  veille  et  le  sommeil  ;  ne  répon- 
dant ni  oui  ni  non  ;  médiocre  en  tout.  Après  avoir  mangé  pendant 
trente-huit  ans  la  ration  moyenne  d'un  soldat  bien  portant,  il 
mourrait,  non  de  vieillesse,  mais  d'une  maladie  moyenne  que  la 
Statistique  révélerait  pour  lui.  »  N'est-ce  pas  achevé?  Cela,  à  la 
vérité,  est  tiré  de  la  Préface,  où  la  verve  de  l'écrivain  se  déploie  à 
l'aise^  mais  souvent  elle  perce  ailleurs. 

Ce  n'est  pas  tout  :  plus  d'un  problème  classique  du  Calcul  des 
probabilités  conduit  à  des  résultats  fort  paradoxaux,  et  l'on  soup- 
çonne la  joie  qu'a  eue  l'auteur  à  se  jouer  parmi  ces  paradoxes,  à 
percer  à  jour  ceux  qui  n'ont  point  de  solidité,  et  à  bien  mettre  en 
lumière  la  part  de  vérité  que  contiennent  les  autres.  Enfin  le 
Calcul  des  probabilités  permet  de  poser  et  de  résoudre  des  pro- 
blèmes bien  «  plaisants  et  délectables»,  et  l'auteur  ne  s'est  pas 
refusé  ce  plaisir.  On  trouvera  dans  son  Livre  jusqu'à  des  solutions 
politiques,  que  M.  Bertrand,  il  est  vrai,  a  la  modestie  de  ne  pas 
j)réconiser.  Voulez-vous,  par  exemple,  dans  un  pays  de  suffrage 
universel,  où  les  deux  partis  opposés  sont  presque  numériquement 
égaux,  avoir  une  Chambre  bien  homogène?  Supposons  dix  millions 
d'électeurs,  4  5ooi)oo  d'une  opinion,  5  5ooooo  de  Taulre.  Le  pro- 
blème semble  difficile.  Eh  bien,  groupez  les  électeurs  par  vingt 
milles,  tirés  au  sort  dans  les  dix  millions;  que  chaque  groupe  élise 
un  député  :  sur  les  cinq  cents  députés  nommés  de  cette  façon, 
pas  un  n'appartiendra  à  la  minorité  ;  ou  plutôt,  s'il  en  entre  un  à 
la  Chambre,  le  parti  de  la  minorité  devra  s'estimer  beaucoup  plus 
heureux  qu'un  joueur  qui  tirerait,  l'un  après  l'autre,  deux  quines 
à  la  loterie.  N'y  a-t-il  pas  là  un  beau  projet,  une  bonne  loi  élec- 
torale «  bien  juste  »,  que,  sans  les  difficultés  d'application,  on 
ferait  aisément  accepter  par  d'honnêtes  libéraux,  soucieux  d'en- 
lever au  pouvoir  central  la  possibilité  de  fausser  le  vote  par  le 
remaniement  des  circonscriptions? 

En  lisant  la  Préface  du  Livre  de  M.  Bertrand,  intitulée  Les  lois 
du  hasard^  on  ne  peut  s'empêcher  de  penser  à  cette  inoubliable 
Introduction  (|ue  Laplace  a  mise  en  tête  de  la  Théorie  analytique 
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des  probabilités.  Quel  contraste!  Ce  ne  sont  plus  ces  magnifiques 
périodes,  légèrement  solennelles,  où  Laplace  expose  les  principes 
d'une  philosophie  un  peu  trop  sûre  d'elle-même,  et  déroule  les 
conséquences  d'une  science  admirable,  mais  parfois  trop  confiante 
dans  sa  portée  :  ce  sont  des  anecdotes,  des  petits  faits  probants,  des 
petites  phrases  nettes,  précises,  courtes,  pressées,  dont  chacune 
semble  comprimée  par  la  pensée  qui  va  suivre,  et  qui  a  hâte  de 
sortir  ;  point  de  principes  hasardeux  ;  une  critique  toujours 
éveillée,  et  comme  joyeuse  d'avoir  à  s'exercer.  «  L'empreinte  du 
hasard,  dit  M.  Bertrand,  est  marquée,  très  curieusement  quelque- 
fois, dans  les  nombres  déduits  des  lois  les  plus  précises.  Une 
table  de  logarithmes  en  témoigne.  Pour  10  000  nombres  succes- 
sifs, dans  les  Tables  à  10  décimalesde  Véga,  je  prends  la  septième 
figure  du  logarithme  :  rien  dans  ce  choix  n'est  laissé  au  hasard. 
L'Algèbre  gouverne  tout,  une  loi  inflexible  enchaîne  tous  les 
chilTres.  Si  l'on  compte  cependant  les  résultats,  on  aura,  à  très 
peu  près,  sur  10000,  1000  fois  le  chifl're  i  et  ainsi  des  autres  :  la 
formule  se  conforme  aux  lois  du  hasard.  Vérification  faite,  sur 
10  000  logarithmes,  le  septième  chiflre  s'est  trouvé  990  fois  égal 
à  I,  993  fois  égal  à  2,  10 12  fois  égal  à  4-  En  partageant  les  10 000 
nombres  en  dix  séries  et  prenant  pour  chacune  les  moyennes  des 
écarts,  j'entends  la  différence  entre  le  nombre  des  apparitions  de 
l'un  des  chiffres  et  le  nombre  normal  100,  et  les  comparant  à  la 
moyenne  du  carré  des  écarts,  le  rapport  des  nombres,  qui,  d'après 
les  lois  du  hasard,  devrait  être  1,570796,  moitié  du  nombre  que 
les  géomètres  désignent  habituellement  par  la  lettre  7:,  se  trouve 
être  égal  à  i,56i  5  le  même  calcul  fait  à  l'aide  du  chiffre  1  donne 
1,398,  et  la  moyenne  de  ces  deux  résultats  est  1,579.  Les  trois 
premiers  chiffres  sont  exacts.  »  Des  observations  analogues,  si  je 
ne  me  trompe,  ont  été  faites  sur  les  chiffres  décimaux  du  nombre  71. 
Certes,  voilà  des  faits  curieux,  et  qui  donnent  à  penser,  sur  les 
sujets  les  plus  graves.  Mais  il  est  clair  qu'il  n'y  a  aucune  conclu- 
sion positive  à  tirer  de  ce  rapprochement  entre  des  phénomènes 
entièrement  déterminés  et  d'autres  dont  la  nature,  les  causes  et 
les  lois  (si  elles  existent)  nous  sont  entièrement  inconnues.  Ce 
n'est  pas  M.  Bertrand  qui  écrit  :  «  Tous  les  événements,  ceux  même 
qui  par  leur  petitesse  semblent  ne  pas  tenir  aux  grandes  lois  de  la 
nature,  en  sont  une  suite  aussi  nécessaire  que  les  révolutions  du 
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SoJeii.  Dans  Tignorance  des  liens  qui  les  unissent  au  s^slème 
entier  de  l'univers,  on  les  a  fait  dépendre  des  causes  fînales  ou  du 
hasard,  suivant  qu'ils  arrivaient  et  se  succédaient  avec  régularité 
ou  sans  ordre  apparent  ;  mais  ces  causes  imaginaires  ont  été  suc- 
cessivement reculées  avec  les  bornes  de  nos  connaissances,  et  dis- 
paraissent entièrement  devant  la  saine  philosophie,  qui  ne  voit  en 
elles  que  l'expression  de  l'ignorance  où  nous  sommes  des  véri- 
tables causes.  »  On  peut  s'en  fier  au  jugement  et  à  la  prudence  de 
M.  Bertrand  :  dans  le  brillant  résumé  qui  ouvre  son  Livre,  il 
touche  aux  questions  philosophiques  que  pose  le  Calcul  des  pro- 
babilités, il  ne  les  tranche  pas  avec  la  sérénité  d'un  homme  qui 
ignore  le  doute  ;  on  reste  avec  lui  sur  le  terrain  vraiment  scien- 
tifique, et  les  applications  à  la  Statistique,  celles  à  la  théorie  des 
jugements,  que  Stuart  Mill  déclarait  le  scandale  des  Mathéma- 
tiques, sont  réduites  à  leur  valeur,  qui,  souvent,  est  petite. 

Je  me  suis  bien  attardé  (non  sans  plaisir)  à  ces  préliminaires  ; 
j*ai  liûlc  d'arriver  à  l'analyse  de  la  partie  mathématique  de  l'Ou- 
vrage. 

Il  est  divisé  en  treize  Chapitres.  Les  trois  premiers  sont  con- 
sacrés aux  définitions,  à  des  exemples  qui  les  éclaircissent,  à  divers 
problèmes  qui  peuvent  se  résoudre  directement.  Tout  d'abord, 
l'auteur  insiste  sur  la  nécessité  de  supposer,  dans  la  définition  de 
la  probabilité,  les  dilVérents  cas  également  probables.  Cette  re- 
marque suffit  à  faire  justice  du  paradoxe  de  d'Alembert  qui  ne 
comptait  jamais  que  deux  cas,  le  cas  favorable  et  le  cas  défavo- 
rable, et  qui  concluait  plaisamment  que  la  probabilité  de  tout 
événement  est  J.  (^e  raisonnement-là  fera  toujours  la  joie  de  ceux 
qui  n'ont  pas  envie  d'apprendre  le  Calcul  des  probabilités.  Pour 
les  autres,  M.  Bertrand  donne  des  exemples  très  nets,  qui  mon- 
trent bien  les  précautions  à  prendre.  Un  peu  plus  loin  il  signale 
les  dillicullés  qui  se  présentent  quand  le  nombre  de  cas  possibles 
est  infini. 

«  On  trace  au  hasard  une  corde  dans  un  cercle.  Quelle  est  la 
probabilité  pour  (prelle  st>il  plus  petite  que  le  coté  du  triangle 
équi  latéral  i  user  il  ? 

»»  i)n  peut  tlire  :  si  Tu  ne  dos  extrémités  de  la  corde  est  con- 
nue, ce  rensoii;ncmenl  ne  change  pas  la  probabilité;  la  symétrie 
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du  cercle  ne  permet  d'y  allacher  aucune  influence,  favorable  ou 
défavorable,  à  l'arrivée  de  l'événement  demandé. 

»  L'une  des  extrémités  de  la  corde  étant  connue,  la  direction 
doit  être  réglée  par  le  hasard.  Si  l'on  trace  les  deux  côtés  du 
triangle  équilatéral  ayant  pour  sommet  le  point  donné,  ils  for- 
ment entre  eux  et  avec  la  tangente  trois  angles  de  60".  La  corde, 
pour  être  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral,  doit  se 
trouver  dans  celui  des  trois  angles  qui  est  compris  entre  les  deux 
autres.  La  probabilité  pour  que  le  hasard  entre  trois  angles  égaux 
qui  peuvent  la  recevoir  la  dirige  dans  celui-là  semble,  par  dé- 
finition, égale  à  |. 

»  On  peut  dire  aussi  :  si  l'on  connaît  la  direction  de  la  corde, 
ce  renseignement  ne  change  pas  la  probabilité.  La  symétrie  du 
cercle  ne  permet  d'y  attacher  aucune  influence,  favorable  ou  dé- 
favorable, à  l'arrivée  de  l'événement  demandé. 

»  La  direction  de  la  corde  étant  donnée,  elle  doit,  pour  être 
plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral,  couper  l'un  ou 
l'autre  des  rayons  qui  composent  le  diamètre  perpendiculaire  dans 
la  moitié  la  plus  voisine  du  centre.  La  probabilité  pour  qu'il  en 

soit  ainsi  semble,  par  définition,  être  égale  à  -,  •  •  •  » 

Voilà  qui  est  rassurant.  Toutes  les  fois  qu'on  rencontre  des  rai- 
sonnements de  ce  genre,  il  n'y  a  qu'à  passer  outre. 

A  la  vérité,  le  terrain  de  la  science  des  probabilités,  pour  rester 
aussi  solide,  semble  devoir  être  bien  restreint.  Laissons  de  côté 
les  problèmes  où  le  nombre  de  cas  possibles  est  infini,  et  où,  pour 
avoir  un  sens,  la  probabilité  doit  évidemment  être  définie  à  nou- 
veau; parmi  les  autres  même,  ceux  où  l'on  aperçoit  nettement 
l'égale  probabilité  des  divers  cas  possibles  sont  assez  limités,  et  il 
semble  qu'on  ne  puisse  avoir  aflaire  qu'à  ces  questions  concernant 
les  coups  de  dés,  les  jeux  de  cartes,  le  tirage  des  boules  placées 
dans  des  urnes,  qui  ont  donné  naissance  au  Calcul  des  probabi- 
lités; dans  ces  problèmes,  on  peut  presque  dire  que  l'égalité  des 
chances  entre  les  difliérents  cas  est  objective,  indépendante  de 
Tintelligence  qui  l'affirme,  tant  les  causes  complexes  et  les  lois 
douteuses  qui  amènent  un  événement  plutôt  qu'un  autre  échappent 
à  toute  évaluation  et  à  toute  connaissance.  Pour  appliquer  le  calcul 
des  probabilités  à  d'autres  [)robIcmes,  il  est  nécessaire  d'étendre 
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la  définition  de  la  probabilité.  «  La  probabilité  d^un  événement, 
quelle  qu'en  soit  la  nature,  est  dite  égale  à  une  fraction  donnée/?, 
lorsque  celui  qui  attend  l'événement  pourrait  échanger  indiffé- 
remment les  craintes  ou  les  espérances,  les  avantages  ou  les  in- 
convénients attachés  à  l'arrivée  de  cet  événement  contre  les  con- 
séquences supposées  identiques  de  la  sortie  d'une  boule  puisée 
dans  une  urne  dont  la  composition  fait  naître  une  probabilité  égale 
k  p,  »  En  admettant  cette  définition,  on  pourra  aborder  les  pro- 
blèmes où  la  probabilité  est  toute  relative  à  celui  qui  fait  cette 
assimilation,  dépend  de  sa  connaissance  ou  de  son  ignorance  de 
certains  faits  et  repose  sur  une  évaluation  toute  personnelle. 
Quoi  qu'il  en  soit,  la  solution  de  ces  problèmes  et  de  tous  ceux 
où  l'on  acceptera  la  précédente  définition  vaudra  ce  que  vaut 
l'assimilation;  qu'elle  soit  pleinement  justiGée  ou  qu'on  l'accepte 
simplement,  il  faudra  en  accepter  les  conséquences.  Par  exemple, 
en  supposant  acquise  la  notion  de  la  probabilité  composée  et  cette 
proposition  fondamentale  :  «  La  probabilité  d'un  événement  com- 
posé est  le  produit  de  la  probabilité  du  premier  événement  par  la 
probabilité  qu'acquiert  le  second  quand  on  sait  que  le  premier  est 
arrivé  »,  on  sera  en  droit  de  dire  :  «  Si,  après  avoir  appelé  un 
médecin,  on  évalue  à  -^  la  probabilité  pour  qu'il  vienne,  et  à  ~  la 
probabilité  pour  qu'il  procure,  s'il  vient,  la  guérison  du  malade  ; 
sans  discuter  ces  chiffres,  celui  qui  les  admet  peut  ajouter  :  la  pro- 
bilité  pour  que  le  malade  soit  visité  et  guéri  par  le  médecin  est, 
pour  moi, 

Q  I  3 

lo        3        10 

L'application  du  principe  des  probabilités  composées  exige  l'in- 
dépendance des  événements  que  l'on  considère;  si  l'arrivée  du 
premier  événement  change  la  probabilité  du  second,  le  principe 
ne  vaut  plus.  Il  y  a  là  une  source  d'erreurs  contre  lesquelles 
M.  Bertrand  met  le  lecteur  en  garde  :  il  en  cite  des  exemples 
bien  intéressants,  entre  autres  le  raisonnement  par  lequel  Maxwell 
a  obtenu  la  formule 

comme  donnant  la  probabilité  pour  qu'une  molécule,  prise  dans 
une  masse  de  gaz,  ait  une  vitesse  dont  la  composante  parallèle  à 
une  direction  donnée  soit  égale  à  x. 
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A  côté  du  principe  des  probabililés  composées  se  place  le  prin- 
cipe des  probabilités  totales  :  si  Ton  partage  les  cas  favorables  en 
plusieurs  groupes,  la  probabilité  de  révéneinenl  sera  la  somme 
des  probabilités  pour  qu'il  appartienne  à  chacun  des  groupes  :  ces 
groupes  sont  arbitraires,  mais  ils  doivent  enfermer  tous  les  cas 
possibles  sans  qu'aucun  s'y  rencontre  deux  fois.  C'est  faute  d'ob- 
server ces  conditions -indispensables  qu'on  se  trompe  le  plus  sou- 
vent en  appliquant  ce  principe. 

A  ces  notions  viennent  s'ajouter  celles  de  V espérance  mathé- 
matique et  de  la  valeur  probable  d'une  grandeur.  L'espérance 
mathématique  d'un  joueur  qui  a  la  probabilité  p  de  recevoir  la 
somme  S  est  mesurée  par  le  nombre  /?S;  si  des  événements  ayant 
pour  probabilités  les  nombres  /?i,  /?2,  . . .,  pn  donnent  droit  aux 
sommes  S|,  S^,  . . .,  S^,  l'espérance  mathématique  est 

/?iSiH-/?jSi-+-.. .  -h/>/tS«  ; 

de  même  la  valeur  probable  d'une  grandeur  inconnue  x  qui  peut, 
selon  les  décisions  du  hasard,  prendre  les  valeurs  x^,  x-i^ . . . ,  Xn^ 
pour  lesquelles  les  probabilités  respectives  sont/?i,/?2>  •  •  m/^/o  est 

La  valeur  probable  d'une  fonction  de  plusieurs  grandeurs  incon- 
nues ne  s'obtient  pas,  en  général,  en  substituant  dans  cette  fonction 
les  valeurs  probables  de  ces  grandeurs;  cela,  toutefois,  arrive 
quand  la  fonction  est  une  somme,  et  aussi  quand  elle  est  un  pro- 
duit Ae  facteurs  indépendants. 

Telles  sont  les  notions  fondamentales  que  M.  Bertrand  introduit 
dans  les  trois  premiers  Chapitres  et  dont  il  développe  les  consé- 
quences. Je  citerai  un  peu  au  hasard  quelques-uns  des  problèmes 
qu'il  traite.  Ceux  qui  appartiennent  à  un  même  Chapitre  ont  été 
réunis  dans  un  même  alinéa. 

Quelle  est  la  probabilité  pour  qu'en  jetant  deux  dés  n  fois  de 
suite  on  amène  sonnez  au  moins  une  fois?  —  La  probabilité  d'un 
événement  est  p^  combien  faut-il  tenter  d'épreuves  pour  que 
la  probabilité  de  voir  l'événement  se  produire  au  moins  une  fois 
dépasse  une  fraction  donnée  r?  —  Kerre  et  Paul  sont  soumis  à  un 
scrutin  de  ballottage;  l'urne  contient  m  bulletins  favorables  à 
Pierre,  n  favorables  à  Paul  ;  ni  est  plus  grand  que  n  :  Pierre  sera 
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élu.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que,  pendant  le  dépouillement 
du  scrulin,  les  bulletins  sortent  dans  un  ordre  tel  que  Pierre  ne 
cesse  pas  un  seul  instant  d'avoir  l'avantage? 

Probabilité  des  brelans  au  jeu  de  la  bouillotte.  —  Est-il  avanta- 
geux pour  le  ponte  ou  pour  le  banquier  de  demander  une  carte 
au  jeu  de  baccarat  quand  il  a  le  point  5?  —  /<  -h  i  joueurs  A|, 
A2,  • . . ,  A„  jouent  aux  conditions  suivantes  i  A|  et  A2  jouent  une 
première  partie;  A3  remplace  le  perdant;  A»,  A5, . . .  luttent  suc- 
cessivement contre  le  perdant  de  la  partie  précédente.  La  poule 
continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'un  joueur  ait  gagné  successivement 
tous  les  autres  et,  par  conséquent,  n  parties  de  suite.  Quelle  est  la 
probabilité  que  la  partie  se  termine  au  coup  de  rang  j:? 

On  trace  sur  un  plan  indéfini  des  lignes  parallèles  équidi- 
stantes.  Une  aiguille  est  lancée  au  liasard  sur  le  plan  ;  Pierre  re- 
cevra i*^*"  par  rencontre  de  l'aiguille  avec  une  des  parallèles.  Quelle 
est  l'espérance  malhém^itique  de  Pierre?  —  Un  nombre  n  de 
joueurs  ayant  déposé  chacun  i*^*"  jettent  un  nombre  [x  de  dés. 
L'enjeu  total  appartient  à  celui  qui  amènera  la  plus  grande  somme 
de  points,  ou  sera  partagé  entre  ceux  qui  auront  amené  le  même 
nombre  de  points,  plus  grand  que  celui  des  autres  joueurs.  Pierre 
joue  le  premier,  il  amène  k  points.  Quelle  est,  avant  que  les 
adversaires  aient  joué,  son  espérance  mathématique?  —  Pierre 
ayant  obtenu  le  point  A',  quel  est  le  nombre  d'adversaires  le  plus 
favorable  à  ses  intérêts,  c'est-à-dire  quel  est  celui  qui  lui  laisse  la 
plus  grande  espérance  mathématique? —  Paradoxe  de  Saint-Pé- 
tersbourg. 

Les  deux  Chapitres  qui  suivent  sont  consacrés  au  théorème  de 
Jacques  BernouUi. 

La  probabilité  d'un  événement  est  p;  on  fait  un  très  grand 
nombre  jjl  d'épreuves  ;  le  nombre  le  plus  probable  d'arrivées  pour 
cet  événement  est  [jl/?;  tel  est,  au  fond,  le  théorème  de  BernouUi; 
mais  il  y  a  plus,  on  peut  calculer  la  probabilité  de  ce  nombre  d'ar- 
rivées ou  d'un  nombre  qui  s'en  écarte  ;  les  probabilités  des  divers 
écarts  suivent  des  lois  simples. 

M.  Bertrand  donne  trois  démonstrations  distinctes  du  théorème 
de  BernouUi  :  la  première,  qui  conduit  à  tous  les  résultats  qui 
viennent  d'être  signalés,  est  particulièrement  lumineuse. 

Soit  p  la  probabilité  d'un  événement,  q  =  i  — p  la  probabilité 
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de  l'événement  contraire;  on  fait  [x  épreuves  dans  les  mêmes  con- 
ditions. Quelle  est  la  probabilité  pour  que  le  premier  événement 
se  présente  n  fois,  Je  second  [x  —  n  fois? 

Si  Ton  considère  un  ordre  déterminé  dans  lequel  le  premier 
événement  se  produit  ainsi  n  fois,  le  second  |jl  —  n  fois,  la  proba- 
bilité pour  que  cet  ordre  se  réalise  est 

11  y  a  autant  de  ces  ordres  qu'il  y  a  de  permutations  de  [x  objets 
dont  n  sont  égaux  à  A,  et  [x  —  n  à  B,  c'est-à-dire 

1.2...  tx 


I  .  2 .  .  .  /£  X  I  .  2  .  .  .   \L  —  n  ' 


puisque  tous  ces  ordres  sont  également  probables,  la  probabilité 
cherchée  est 

*  '2.  .  .  [X 

1 .2. . . /i  X  1 .2. . .  jx  —  n*^    ^ 

Pour  connaître  le  nombre  d'arrivées  le  plus  probable,  il  faut  cher- 
cher pour  quelle  valeur  de  n  l'expression  précédente,  où  p,  q^  [x 
sont  donnés,  est  la  plus  grande  possible;  cela  a  lieu  sous  les  con- 
ditions 

[x/?-+-5r>/i>[x/?  —  «7; 

n  est  déterminé  par  ces  inégalités  et  Ton  peut  prendre  ^p  pour 
sa  valeur  approchée. 

L'application  de  la  formule  de  Stirling  à  l'expression  (i),  dans 
laquelle  on  suppose  [x  très  grand  et  /z  =  [xp  —  h  voisin  de  la  va- 
leur !x/>,  donne  la  valeur  approchée  que  voici  : 


(2)  _^___  e    ^l'-/'^; 

y  iTz^pq 

elle  est  acceptable  même  quand  Técart  h  est  grand,  en  raison  des 
valeurs  très  petites  qu'elle  fournit  alors  pour  la  probabilité  ;  elle 
se  réduit,  pour  A  =  o,  à 


\l  l-^pq' 


c  est  la  probabilité  du  nombre  d'arrivées  le  plus  probable,  et  Ton 
voit  que  celte  probabilité  lend  vers  zéro  quand  jx  augmente  indéfî- 
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niinent.  La  probabilité  pour  que  Técart  soit,  en  valeur  absolue, 
inférieur  à  a  est  donnée  approximativement  par  la  formule 

en  posant 

e(0=  -^   f  e-''dt; 

la  fonction  B(/),  dont  une  Table  placée  à  la  fin  du  Volume  donne 
les  valeurs  numériques,  tend  rapidement  vers  Tunité  quand  t 
augmente.  Ces  formules  approchées  se  trouvent  confirmées  d*une 
façon  très  curieuse  par  diverses  applications  quMndique  M.  Ber- 
trand, et  où  la  valeur  exacte  delà  probabilité  est  connue  a  priori: 
par  exemple,  la  probabilité  pour  que  la  valeur  absolue  de  l'écart 
soit  comprise  entre  zéro  et  Tinfini  est  manifestement  égale  à  Tunîté, 
et  c'est  ce  que  donne  exactement  la  formule  précédente,  bien 
qu'elle  ne  soit  qu'approchée. 

Ces  diverses  formules,  dont  les  conséquences  sont  étudiées  avec 
le  plus  graud  détail,  fixent  nettement  le  sens  du  théorème  de  Ber- 
noulli  et  des  propositions  qui  le  complètent. 

Je  laisse  de  côté,  malgré  leur  intérêt  propre,  les  deux  autres 
démoustrations  que  M.  Bertrand  donne  de  ce  théorème;  mais  je 
(lois  signaler  un  lemnie  sur  lequel  repose  Tune  d'elles,  à  cause  de 
rimporlance  qu'il  prendra  dans  la  suite. 

Soient  X|,  ).5,  . . . ,  A,<  l^s  valeurs  possibles  d'une  grandeur; 
/>i,/>a,  ...yp„  leurs  probabilités  respectives.  On  a  dit  plus  haut 
c|ue  la  valeur  probable  de  cette  grandeur  était  par  définition 

Supposons  que,  pour  mesurer  celle  grandeur,  on  ait  fait  un 
grand  nombre  d'épreuves  et  que  Ton  ait  trouvé  ainsi  les  nombres 
f'it  .^1.  • .  .1  ^^|i»  lii  movenne  arithmétique 

J*|  —'-  J"j  — •—  ...  — f—  J'"m 

;^ 

(lilVérera  pou  do  la  \alour  probable  de  celte  grandeur;  c'est-à-dire 
iHH'  la  Milour  probable  du  carré  de  la  diirérence 


X,  — X*-^  .  .  .  -^  T 


^-C, 
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tendra  vers  zéro  quand  [jl  augmentera  indéfiniment  :  ce  carré,  en 
effet,  peut  s'écrire 

en  désignant  par  H  la  valeur  probable 

d^une  quelconque  des  quantités  ^J,  ^J,  ...,  ^J,  on  trouve  de 
suite  que  la  valeur  probable  du  carré  considéré  se  réduit  à 

H  — G» 

elle  tend  évidemment  vers  zéro  avec  -  • 

Le  Chapitre  VI  est  intitulé  La  ruine  des  joueurs.  Lorsque  deux 
joueurs  luttent  indéfiniment  Tun  contre  l'autre,  il  est  inévitable  que 
l'un  d'eux  finisse  par  se  ruiner.  C'est  au  fond  une  conséquence 
des  formules  qui  montrent  que  la  probabilité  d'un  écart  supérieur 
à  un  nombre  donné  se  rapproche  de  la  certitude  quand  le  nombre 
des  épreuves  augmente  indéfiniment.  Â  la  vérité,  la  probabilité  de 
la  ruine  ne  croît  que  très  lentement  avec  le  nombre  de  parties.  Par 
exemple,  au  jeu  de  pile  ou  face,  la  mise  étant  de  i*^^,  pour  que 
la  probabilité  d'une  perte  de  looooo^''  atteigne  0,999,  il  faut 
environ  sept  millions  de  milliards  de  parties.  La  chance  de 
ruine  est  moins  effra}^ante  que  le  nombre  de  parties,  mais  on  a 
supposé  que  l'on  réglait  seulement  les  comptes  à  la  fin  du  jeu. 
Habituellement,  au  contraire,  la  mise  doit  être  déposée  à  chaque 
partie;  si  donc,  à  un  certain  moment,  la  perte  du  joueur  dépasse 
sa  fortune,  il  ne  sera  pas  admis  à  continuer,  et  il  perdra  toute 
chance  de  se  relever.  Dans  ces  conditions,  les  chances  de  ruine 
croissent  bien  plus  rapidement.  De  même,  si  un  seul  joueur  lutte 
indéfiniment  contre  une  infinité  de  joueurs,  la  ruine  est  certaine  si 
le  jeu  est  équitable;  à  ce  point  de  vue,  un  certain  avantage  pour 
celui  qui  tient  une  banque  de  jeux  est  chose  équitable.  Il  va  sans 
dire  que,  dans  la  pratique,  cet  avantage  est  calculé  de  façon  que 
la  chance  de  ruine  soit  à  peu  près  nulle. 

V^oici  quelques-uns  des  problèmes  traités  dans  ce  Chapitre. 

Pierre  et  Paul  font  un  nombre  illimité  de  parties  à  un  jeu  dont 


^>^ 
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U^  nsvwn^^^n^wx  >vn\l  cxjuîiAl4e>  x"Hi  Doo  ;  leur>  fortunes  sont  m  et 
^  yX^^'v  c^'.x  jw**?  cîiMraz  d>^i.  La  [•colabîlitê  déminer  Taulre? 
|s^  V*  V  s*^,'  X  Ï3:  >r*i  «e^i'i-uiôe  -mi  &•>«.  ikaî?  dans  des  conditions 
\*\  i^vic*.;^  i  i.'3'*.  TOT*:.'?  k  -'*»iirï  -roatp*  Vjn\  i-l^«^aire  qui  se  pré- 
X,,.  ,•  v^i«,'«  tr  r>c  .1  ifjCiijiiiii-î  3»:ar-r7i*II  ItftiH*" par  se  ruiner?  — 
IV' ^v  rv  r\«i*  »/atrac  a  m  t^a  i*t  i^iîsir'L  La  pro&obîlilê  de  gagner 
,'>a*^ii»:  jar"j«r  r^i  7  i^Mir  ?-»-r-^  -fC  r  soiir  Piïl.  Lenjea  de  Pierre 
,^  *•  T-iin,^  .*:riii  in  ?vu  »  i-llllrï^.  rîrrr»  p«3îî^î^i*  «t  francs,  Paul 
I  ?-^i*->  *-  /"*  -*^  -nuiiiuit;-  ^^ntî•le  -î^  îu  i&î«vr  probable  du 
i^'inoc».  ir-  TiAr*!*-**^  nu  *«r?*iaL  %î%itn^  v^rkoL  )ik  raiiie  de  Tun  des 
*  ut*ir^'  —  >  lUiit  a.  ntr  «  Y.  3uiii:ae.  tu  ]i*?!ii»;  pcoblème,  quand 

^.•^   -  •..;-.*.   ra  i  -  iici   If  '•-^aerraifT  twns-  i»  Ckapitre  suivant, 

ï    tf\  -^'t  .   ajx^  ^.'k*--    A  ^'aoirr^ifuiî     :î?  -j^iac  amplement  quel- 

4^tt:*^  !^^••*t><JLJ«^^^î-  <*  ^rr^ieais-  t  m  i^^sufsitfaC  »f9e  l'oo  a  obser\'é. 

'^••rr  ^   %*rrr'    t    uifrfîr?'  ».«•-*!   r»ti5-  itî>  ui  3«iïiE£  ^«pêricor  à  i6; 

.  ^t^tr      t«    :-*      •'i"!«r»f»r^it.  -^  >t»ai  unene  o«?tit  être  i—  ou  i8; 

c*t»î^  ^tm    **-   .iu^<*-  >»r!-^uid—  131  -«L-.-^    •  E^fs-  â•}aJ1^^.  blanches 

ti   :»»»*-~-«^  --«.««.   nai-^*-   laŒï-  n»^   irai*.    :!i*ai'*ui*f  «^  marquée  de 

ui    -r^    uiiifrr^!-    ...        .   -      k.  irv«Ui*uiîiifr'   t'iat^ner  une  boule 

iai*?nr*-    -i    uuirr^      r^ -»r.       -^— ».— an*  luf  tî  nçp»)ct  do  Dombre 

.H     «jiuf^    ««i-iiiv     't    rtinitr"^       juc   mitaurr  iiiiii  «i»»  b*><iles  est  nr/; 

i     »*«.^.fc„K  i  -        uir"»?r    u»-     «»»ak    ;um  *if   3iààc*iiir*t»  da  numéro  i 

^  '^-*--^:*     -ir     ;  Tïtfji.rt   iti   i**iBt3nf   ît-  boa.le$  blanches 

,^  ^1,.-^      i      **iirr.-*'       u.   3*ai»*r*   it   i-^uitr*-  Jiaacà^fs  ou    noires 

••.'i  tr-'^     t     ••-*«:     uiitrr-    î-i    -^ .     H    iP*  iiit»  b^xtle,  elle  est 

!«»%  •*  ^^       *r  ••*-»»irî»i     âjxr*»'      «a    iifaiàanii*f  Li  probabilité 

%.»..     -fe     -t  -^ik    -te^^ur*^   Ji.  tumcm    .  '.cKte  jrjCMbîlilé.  comme 


-«*  -Tîciniirs -nmiiiie  les  causes 
ïr«i*ia&  a^jui  -ftre  regardé  comme 
lAmettaiii    a  ii«:!ne  solution,  que 


:« 


-'■iP  - 


i^    tut    "1    injauin?   un   événe- 
-     t     "r:^  riit?*  ^  >i»r^pie  le  résultai 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3; 

n'était  pas  encore  connu,  étaient  cy|,ïïJo,  . . .,  tj3,i.  L'événement  se 
produit;  la  cause  E/,  lorsqu'on  est  certain  que  c'est  elle  qui  agit, 
donne  à  Tévénement  la  probabilité  /?/.  Quelle  est  la  probabilité  de 
chacune  de  ces  causes  qui  sont,  on  l'admet,  les  seules  possibles?  )> 

hes  causes,  dans  l'exemple  particulier,  étaient  les  numéros  dont 
les  boules  sont  marquées.  On  voit  que  le  mot  est  quelque  peu  dé- 
tourné de  son  sens  habituel,  assez  vague  d'ailleurs.  Quoi  qu'il  en 
soit,  l'application  du  principe  précédent  demande  beaucoup  de 
précautions,  que  M.  Bertrand  met  bien  en  évidence.  Soit,  par 
exemple,  le  problème  suivant  :  «  Une  urne  contient  des  boules 
noires  ou  blanches  en  proportion  inconnue.  On  y  fait  [x  tirages, 
en  remettant  dans  l'urne,  après  chaque  tirage,  la  boule  qui  en 
esl  sortie.  On  a  obtenu  m  boules  blanches  et  n  boules  noires. 
Quelle  est  la  composition  la  plus  probable  de  l'urne?  Les  données 
sont  insuffisantes  ;  on  peut  supposer  toutes  les  compositions  de 
Furne  également  probables;  on  trouve  alors  sans  peine  que  la  com- 
position la  plus  probable  est  celle  qui  rend  les  probabilités  de 
sortie  des  boules  blanches  ou  noires  proportionnelles  aux  nombres 
de  fois  qu'elles  se  sont  montrées;  en  outre,  on  peut  regarder  la  for- 
mule 

où  G  est  une  constante  indépendante  de  e,  comme  donnant  ap- 
proximativement la  probabilité  pour  que  la  composition  de  l'urne 
donne  à  la  sortie  d'une  boule  blanche  la  probabilité 

m 

et  à  celle  d'une  boule  noire  la  probabilité 

n 

q  = £. 

^        m-h  n 

Mais  les  résultats  seront  très  différents  si  l'on  ne  suppose  pas 
que  toutes  les  compositions  de  l'urne  soient  également  probables; 
SI,  par  exemple,  on  sait  que  le  hasard  a  présidé  à  la  composition 
de  l'urne,  que  l'on  y  a  mis  N  boules  en  tirant  à  chaque  fois,  à  pile 
ou  face,  s'il  faut  mettre  une  boule  blanche  ou  une  boule  noire, 
la   composition  la  plus  probable  de  l'urne  donne  à  la  sortie  d'une 
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boule  blanche  la  probabilité 

N  -h?.m 
2  (  -N  -h  m  -+-  n  ) 


ni 


comprise  entre  -  et • 

*  2       m  -h  n 

Après  avoir  traité  ces  problèmes  précis,  M.  Bertrand  critique 
avec  détail  les  solutions  que  Ton  a  voulu  donner  de  questions  que 
Ton  pourrait  être  tenté  d'assimiler  à  ceux-là,  mais  où  l'on  n'a  aucun 
renseignement  sur  les  probabilités  respectives  des  causes  ;  tel  est 
le  problème  traité  par  Poisson  :  Buffon  a  jeté  une  pièce  de  mon- 
naie 4o4o  fois  et  obtenu  2o48  fois  face.  Quelle  est  la  probabilité 
pour  que  la  pièce  de  Bufibn  donnât  à  l'arrivée  de  face  une  proba- 
bilité plus  grande  que  celle  de  pile?  Telles  sont  encore  les  recher- 
ches auxquelles  a  donné  lieu  la  régularité,  révélée  par  la  Statistique, 
du  rapport  des  naissances  masculines  et  féminines;  les  recherches 
de  Mitchell  relatives  au  rapprochement  des  étoiles.  Il  faut  encore 
condamner  plus  fortement,  s'il  est  possible,  la  prétention  que  l'on 
a  eue  d'évaluer  la  probabilité  pour  que  le  Soleil  se  lève  demain, 
en  raison  du  nombre  de  fois  que  l'on  a  observé  son  lever. 

Les  Chapitres  VI 11,  IX,  X,  XI  sont  consacrés  à  Inapplication  du 
Calcul  des  probabilités  à  la  théorie  des  observations.  L'extrême 
importance  du  sujet  méritait  assurément  les  développements  que 
lui  a  donnés  l'auteur. 

Il  expose  d'abord  le  célèbre  raisonnement  que  Gauss  a  donné 
dans  la  Tlieoria  motus  corporum  cœtesiiu/n  pour  établir  l'expres- 
sion 

relative  ù  la  probabilité  d'une  erreur  d'observation  égale  à  5,  et 
(|ui  se  rapproche  si  nettement  de  la  loi  des  écarts  dans  le  théorème 
de  Bernoulli.  La  démonstration  repose  sur  deux  postulats  : 

i"  Soient  T|,  ^2,  . . .,  Xn  les  valeurs  observées  d'une  même  gran- 
deur T,  faites  dans  les  mêmes  conditions  et  dignes  de  la  même 
conlîanee,  la  valeur  la  plus  probable  de  cette  valeur  x  est  la 
movenne  arithmétique 

JTx  — H  ^j  -r-  ...  -H  Xn 
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•2^  La  probabilité  pour  que  l'erreur  d%ine  mesure  soit  comprise 
entre  z  ei  z  -\-  dz  peut  se  représenter  par  f  (s)  dz. 

Ces  deux  postulats  admis,  la  démonstration  est  aisée;  il  suffit, 
en  effet,  d'écrire  que  la  fonction  de  x 

est  maxima  quand  on  attribue  à  j:  la  valeur 

r  1  -h  :rj  -+-    . .  H-  j-,, 
n 

pour  obtenir  une  équation  fonctionnelle  qui  permet  de  déterminer 
aisément  la  dérivée  logarithmique  de  ç(^). 

Mais  les  postulats  ne  sont  pas  évidents;  Gauss  le  reconnaissait 
bien,  ainsi  qu'il  résulte  du  texte  même  de  la  Theoria  motus,  et  de 
la  façon  dont  il  est  revenu  sur  le  sujet  dans  les  Mémoires  contenus 
sous  le  titre  :  Theoria  combina tionis  observationum  erroribus 
niinimis  obnoxiœ.  M.  Bertrand  leur  adresse  diverses  critiques, 
dont  la  force  n'est  guère  douteuse. 

Tout  d'abord  il  convient  d'éviter  une  confusion  de  mots  :  on  a 
bien  démontré  que,  n  croissant  indéfiniment,  la  moyenne  arithmé- 
tique 

:r|  -h  j-j  -+- , . .  H-  j^rt 

n 

devait  se  rapprocher  de  la  valeur  probable  de  la  quantité  à  mesurer. 
Ce  n'est  nullement  une  raison  pour  regarder  cette  moyenne  comme 
étant  la  valeur  la  plus  probable  de  x\  c'est-à-dire  celle  dont  la 
probabilité  est  la  plus  grande  possible. 

«  La  règle  des  moyennes,  dit  l'auteur,  n'est  ni  démontrée  ni 
exacte.  S'il  était  admis  que  la  moyenne  entre  plusieurs  mesures  fût 
toujours  la  valeur  la  plus  probable,  il  en  résulterait  des  contra- 
dictions. Quand  on  mesure  une  grandeur,  on  mesure,  par  cela 
même,  toutes  les  fonctions  de  cette  grandeur,  son  carré  par 
exemple,  ou  le  logarithme  du  nombre  qui  la  représente.  Pourquoi 
la  valeur  la  plus  probable  du  carré  ne  serait-elle  pas  la  moyenne 
des  valeurs  obtenues  pour  le  carré,  et  la  valeur  probable  du  loga- 
rithme, la  moyenne  des  logarithmes  ? 

»  La  valeur  la  plus  probable  d'une  grandeur  dont  les  mesures 
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successives  sont  j:^,  0:2»  •••7  ^n  serait  alors  représentée  par  Tune 
ou  l'autre  des  formules 


/ 


n 

ni 


»  ...  La  seconde  supposition  indispensable  à  la  démonstration, 
la  possibilité  d'exprimer  la  probabilité  d'une  erreur  en  fonction  de 
cette  erreur  seulement,  implique  également  contradiction.  Une 
grandeur  étant  égale  à  X,  on  lui  trouve,  en  la  mesurant,  la  va- 
leur x^ ;  l'erreur  est  X  —  x^.  L'erreur  sur  le  carré  est  X^  —  x, .  Si 

l'on  pose 

X  — r,  =  2, 
on  aura 

X'  —  x\  =  ix^z  H-  ;;*. 

La  probabilité  d'une  erreur  étant  <p(;;),  celle  de  l'erreur  nx^z-^z^ 
sur  le  carré  sera  aussi  ^{z).  Elle  n'est  pas  une  fonction  de  l'er- 
reur commise.  » 

Et  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue  : 

La  probabilité  d'une  erreur  «  ne  dépend-elle  pas  de  la  grandeur 
mesurée?  Si  l'on  fait  une  pesée,  si  l'on  mesure  un  angle,  lorsque 
le  poids  est  un  nombre  exact  de  milligrammes,  lorsque  l'angle 
contient  un  nombre  exact  de  secondes,  n'a-t-on  pas  plus  de 
chances  d'évaluer  juste  que  s'il  faut  ajouter  une  fraction  ?  Si  cette 
fraction,  que  l'instrument  ne  donne  pas,  est  exactement  égale  à  -j, 
n'a-t-on  pas,  en  l'évaluant,  moins  de  chances  d'erreur  que  si 
elle  est  o^'Ày?  » 

Pourtant,  si  imparfaitement  démontrée  qu'elle  soit,  la  formule 
de  Gauss  garde  assurément  toute  son  importance  pratique,  en 
raison  des  vérifications  expérimentales  qu'elle  a  reçues  et  qu'elle 
reçoit  continuellement;  M.  Bertrand  rapporte  avec  détail  la  confir- 
mation de  ce  genre  que  lui  a  donnée  Bessel  par  la  discussion  de 
470  observations  de  Bradley  portant  sur  les  coordonnées,  aujour- 
d'hui bien  connues,  d'une  même  étoile.  L'accord  est  des  plus 
curieux. 

Admettons  donc  cette  formule;  le  premier  problème  auquel  elle 
donne  lieu  est  le  calcul  de  la  constante  k  qui,  selon  Gauss,  me- 
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sure  la  précision  de  la  série  d'observations  que  l'on  considère. 
Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  la  valeur  exacte  de  la  gran- 
deur observée,  en  sorte  que  les  erreurs  soient,  elles  aussi,  exacte- 
ment connues.  On  s'appuiera  sur  cette  proposition  signalée  plus 
haut  :  lorsque  l'on  a  un  grand  nombre  d'observations  d'une  même 
grandeur,  la  valeur  probable  de  cette  grandeur,  c'est-à-dire  la 
somme  des  valeurs  observées  respectivement  multipliées  par 
leurs  probabilités,  difiere  peu  de  la  moyenne  des  valeurs  ob- 
servées. La   probabilité  d'une  erreur  z  étant 


e-^"\ 


la  valeur  probable  de  la  valeur  absolue  de  z  et  celle  de  z^  seront 
données  par  les  formules 

si  donc  on  désigne  par  e^,  ^2?  •  •  •>  ^/t  I^s  erreurs  d'observation, 
qui  sont  connues,  et  si  l'on  pose 

Si  <?i -+- ^j-f-. .  .-h  C/j 

n  n 

n  n 

on  pourra  poser  approximativement 

I  Si  I  S] 

d'où  (a  curieuse  formule  de  vérification 

S, 
r  n 


'1 


m 


M.  Bertrand  donne  d'autres  formules  analogues  pour  le  calcul 
de  Ar  ;  il  indique  diverses  modifîcations  qui  rendent  plus  avan- 
tageuses celles  qui  précèdent  ;  enfin  il  discute  soigneusement  le 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a»  série,  t.  XIII.  (Février  1889.  4 


i.  paEMiÈae  ntTiE. 

fli^iÇTi*  4f  rrtnfiance  qu'il  rooïicnt  d'accorder  à  ces  diverses  for- 
moli**.  l/antrc^  méthodes,  qni  reposent  jnr  le  çroopement  des 
errpnr*,  fi«rm(>tien(  encore  de  r.alculer  i.  et  roamûsent  toat  aa 
moini  dei  lêrificalions. 

L^>ri»in*on  n'a  pas  la  lalear  exacte  de  la  graodear  x  pour  U- 
rjnelle  on  a  troDié  les  nteanre^  jr,,  x,,  — ,  x^,  on  prendra  pour 
retle  valeor 


«:l  l'on  calculera  k  comme  précédemment.  Diverses  cortectioDS 
ont  d'ailleurs /-lé  proposées  ;  Gauss  a  donné  des  raisons  plausibles 
porir  prfrndrc  la  valeur  approchée  de  —r^  égale,  non  à  la  n*"" 
partie  de  la  somme  des  carrés  des  erreurs  approchées  X — x,, 
X  —  Xj,  ,.  -,  X  —  Xai  mais  l'icn  à  la  (n  —  i  )"■'  partie  de  cette 
mi;miT  somme.  M.  lïertrand  indique  en  oulrc  queiffues  résultats 
plus  généraux.  Il  passe  ensuite  à  la  discussion  de  celte  délicate 
question  :  dans  une  série  de  mesures,  doit'On  négliger  celles  qui 
s' écartent  trop  de  la  moyenne?  Une  autre  question  du  même 
genre,  mais  à  laquelle  on  peut  faire  une  réponse  plus  précise,  est 
celle-ci  :  Lorsqu'on  a  plusieurs  séries  d'observations  d'une  même 
grandeur  qui  n'ont  pas  la  même  précision,  c'est-à-dire  pour  les- 
quelles la  consLanle  A'  n'a  pas  la  même  valeur,  comment  doit-on 
les  faire  intervenir  dans  le  calcul  de  la  grandeur  à  déterminer?  Un 
raisonnement  très  simple  conduit  à  adopter  la  formule 

ii|  *î  j-i -t- o j  /  î  I, -I- . . , -H  a„  *;  3-„ 

'"      a,^î-Hi,Ai-H...-.-a„A3         ' 

dnus  laquelle  x,  est  la  moyenne  des  valeurs  dans  la  i'™'  série,  que 
l'un  suppose  conlcnir  a,  obscrvationà,  de  précision  A,-;  le  rûle 
essentiel  que  jouent  les  conslanles  /-^  Justifie  le  nom  spécial  de 
/uii//.i,  qui  leur  a  été  donné  par  Gauss. 

Ti)us  CCS  résultats,  si  importants  pour  les  Sciences  physiques, 
piont  fondés  sur  une  loi  qui  n'est  qu'imparfaitement  démontrée. 
Ou  ne  doit  pas  s'étonner  si  Gauss  a  clierché  à  les  établir  indépcn- 
ilummunl  de  cette  loi  ;  il  y  est  parvenu,  en  supposant  seulement 
qu'il  en  existe  une.  C'est  ce  que  M.  Bertrand  expose  dans  le 
(.iliiipilrc  intitulé  :  La  (Itihric  des  moyennes. 
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Soit  encore  ^{z)  la  fonction  qui  caractérise  la  probabilité  d'une 
erreur  z;  elle  doit  évidemment  satisfaire  à  la  condition 


et  si,   comme  on  l'a  toujours  supposé  jusqu'ici,  les  mesures  ne 
comportent  pas  d'erreur  systématique,  aux  conditions 


/ 


z^{z) dz  =  o ; 


dans  le  cas  où  une  telle  erreur  eitistcrait,  elle  serait  représentée 
par  l'intégrale  précédente,  et  il  serait  aisé  de  l'éliminer  après 
l'avoir  calculée  approximativement  en  cherchant  la  moyenne 
arithmétique  des  erreurs;  on  supposera  désormais  que  cela  ait 
été  fait.  Soit  maintenant 


j        z^<^{z)dz  =  m^ 


'a  valeur  probable  du  carré  de  l'erreur;  il  est  clair  que  la  valeur 

^  ^^^  -  peut  être  regardée  comme  mesurant  le  degré  de  confiance 

9^  ^1     convient  d'accorder  au  système  d'observations,  car  plus  m^ 

^'^^     petit,  moins  on  aura  à  craindre  de  grandes  erreurs.  On  voit 


^    •"^^ste  que  le  calcul  de  m^  revient  à  celui  de  —r^;  la  loi  de  pro- 

^^^  t  ilé  des  erreurs  n'intervient  pas. 
~^^^ci  posé,  étant  donné  un  système  de  mesures  Xt,  X2y  ...,  x^^ 
"^  ^3  même  grandeur  x,  on  choisira,  pour  évaluer  cette  grandeur, 

*^    des  expressions 

'^^^   laquelle  la  valeur  du  carré  de  Terreur  probable  est  la  plus 
^*  ^€  possible.  Tout  d'abord  on  doit  supposer  que  les  quantités  )w 
*^  ^    liées  par  la  relation 

A|  -H  Aj  -f- .  .  .  -f-  }^n  =  I , 

•^     que,  si  toutes  les  valeurs  Xt^  ...,  x,,  sont  exactes,  la  valeur 
^^|">tée  le  soit  aussi.  Si  Ton  désigne  par  ^,,  r^-  •  •  •>  ^n  1<^*>  erreurs 
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qui  correspondent  à  x^^  Xj,  ...,  Xn,  on  voit  que  le  carré  de  l'er- 
reur sera 

2  X  J  e J  -h  a  2  X/  Xy  et  ej, 

dont  on  obtiendra  la  valeur  probable  en  remplaçant  e]  et  eiej  par 
leurs  valeurs  probables  ;  puisqu'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  d'er- 
reurs systématiques,  la  valeur  probable  de  e/ey  sera  nulle  conime 
celle  de  e/  ;  si  toutes  les  mesures  appartiennent  à  une  même  série, 
les  valeurs  probables  de  ej,  e\^  ...,  ej  seront  égales  et  il  faudra 
déterminer  les  \  par  la  condition  que  leur  somme  soit  égale  à  un, 
et  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  minimum,  ce  qui  exige 

c'est  la  règle  de  la  moyenne  ;  si  X|,  x^y  •••,  Xn  résultent  de  di- 
verses séries  d'observations  pour  lesquelles  les  constantes  /n' 
aient  respectivement  les  valeurs  /wj,  mj,  ...,  m^,  ces  valeurs  se- 
ront précisément  les  valeurs  probables  de  ej,  ej,  . . .,  ej,  et  l'on  est 
amené  à  chercher  les  valeurs  des  \  qui  vérifient  la  condition 

A|  -^  Aj  -*— ...  -T"  Aji  ^2  I 

et  qui  rendent  la  plus  petite  possible  la  somme 

Xj/n|  -*-  X|m|  -f-. .  .-f-Xj/nJ; 

ou  IrouNC  sans  peine 


A/   — 


m» 

1            1 
m\        m\ 

1 
ml 

rt  Ton  retombe  ainsi  sur  la  même  règle  que  plus  haut. 

'rt)ul  ce  qui  précède  est  relatif  a  la  mesure  directe  d'une  ou  de 
pluniours  j;randeur$.  Comment  devra-t-on  s'y  prendre  pour  cal- 
rultT  1rs  Milours  des  grandeurs  inconnues  x.y\  5,  ..,  liées  ana- 
lvll(|U('iuont«  par  des  équations  de  formes  connues,  à  des  gran- 
ilfMn'«<  inrsurêos  /,,  /*,  /j,  ....  et  entachées  d'erreur?  Tel  est  le 
pniblènir  iN^pilal  qui  reste  à  résoudre. 

Su|»|»t»?»ous  que  les  ^rrandeurs  inconnues  x,  v,  5,  . . .  soient  en 
luunbro  /*,  «*l  les  jjrandeur?  mesuras  /,.  /t. ...  en  nombre  n-^- p\ 
•inirnl   »*,,  ♦*»»  .     »  »%^*  h*>  erreurs  inconnues  commises  sur  ces 
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dernières,  erreurs  que  Ton  suppose  assez  petites  pour  que  leurs 
carrés  soient  négligeables  ;  soient  enfin 

?(^».r»^»  ...)  =  ^i-f-^i, 


les  équations,  en  nombre  n-\- py  qui  lient  les  grandeur  inconnues 
aux  grandeurs  mesurées;  ces  équations  seront  incompatibles  si, 
dans  les  seconds  membres,  on  néglige  les  quantités  ^i,  ^2,  ...  ; 
on  pourra  toutefois  en  déduire  des  valeurs  approchées  X|,yi, 
^t,  ...  qui  les  vérifieront  approximativement;  en  y  remplaçant 
Xy  y^  Zy  .  .  par  ^i  -h  $,  JKi  -+-  "^l ,  -5*  -h  Ç»  •  • . »  développant  par  la  for- 
mule de  Taylor  et  négligeant  les  termes  qui  sont  d'un  degré  su- 
périeur au  premier  en  i,  tj,  2^,  ...,  éliminant  ensuite  ces  dernières 
quantités,  on  parviendra  à  p  équations  de  la  forme 

Pl^l-l-  Pj ej -f- ,  .  . -f-  Pn-^p^n-hp  =  ^1» 
.jv  j    QlCi-^QiCi-^.  .,-\-Qn+pen-¥-p  =  ^tj 


où  les  petites  quantités  A|,  /i2,  ...  seront  numériquement  con- 
nues. Il  s'agit  de  choisir  parmi  les  valeurs  des  e  qui  satisfont  à 
ces  équations;  les  valeurs  des  quantités  Xf  y,  ^,  . . .  résulteront 
du  choix  qui  aura  été  fait.  M.  Bertrand  adopte  pour  la  valeur  de 
la  grandeur  à  laquelle  correspond  la  mesure  l(  la  forme  linéaire 

justifiée  par  la  petitesse  des  nombres  A|,  A2,  As,  ...,  et  détermine 
les  quantités  X  par  la  condition  que  la  valeur  probable  du  carré  de 

Terreur 

ei-i-X,(P,et-i-P,e5-4-...-f-P„+pertH.y,)-h... 

soit  la  plus  petite  possible. 

En  supposant  toutes  les  mesures  dignes  de  la  même  confiance  et 
en  désignant  par  m' la  valeur  probable  du  carré  de  Terreur  com- 
mise sur  Tune  quelconque  d'entre  elles,  on  trouve  pour  la  valeur 
probable  du  carré  de  l'erreur  précédente  l'expression  que  voici, 
multipliée  par  m^, 

i-^XîSP«^XîSQ*-i-à;IRî^...-^'>X/ajVPO-9.X,>.3SPR-    ...: 
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OD  ea  déduit  immédiaiemeot  les  «quatioos  qui  délerminenl  les 
valeurs  cherchées  des  quantités  )..  Des  ira  os  forma  lions  analy- 
tiques très  éléganles  inoutreut  ensuite  qu'on  serait  parvenu  au 
même  résultat  Gna),  en  cherchant  les  valeurs  des  quantités  e  qui 
vérilient  les  équations  {3}  et  qui  rendent  la  plus  petite  possible  la 
somme 

On  voit  aussi  qu'on  pourra  diriger  les  calculs  sans  faire  rélimîna- 
tiou  des  quantités  Ç,  r,.  t|,  ...  ;  mais,  au  contraire,  en  prenant  ces 
quantités  pour  înconnues  et  en  les  déterminant  de  façon  à  satis- 
faire à  la  précédente  condition  de  minimum.  C'est  la  règle  de 
GausB  :  elle  est  une  conséquence  de  sa  loi  des  erreurs  et  il  l'a 
donnée  comme  telle  dans  la  Theoria  motus  ;'\\  l'a  établie  sur 
une  autre  base  dans  la  Theoria  combinationis  observaiionum 
{Œuvres,  t.  IV,  p.  22).  M.  Bertrand  reproduit  textuellement 
celte  dernière  démoustration,  très  diflereute  de  celle  qui  vient 
d'être  analysée. 

Je  laisse  de  côté  les  înléressanies  applications  que  M.  Bertrand 
fait  de  cette  théorie,  mais  il  est  impossible  de  ne  pas  dire  quel- 
ques mots  d'une  question  très  grave  qu'il  soulève  à  son  propos. 

(<  Les  forntules  démontrées,  dit-il,  sont  applicables  à  des  ob- 
servations qui  ne  sont  pas  encore  faites  ;  elles  indiquent  les  cal- 
culs par  lesquels  les  inconnues  devront  se  déduire  des  grandeurs 
directement  mesurées.  Les  valeurs  probables  des  carrés  des  er- 
reurs à  craindre  dépendent  de  la  précision  espérée  pour  les  me- 
sures qu'on  va  prendre.  Le  cas  où  celle  précision  est  assez  bien 
connue,  a  priori,  pour  que  les  résultats  obtenus  n'y  puissenl  rien 
changer,  quoi  qu'il  arrive,  est  tout  à  fait  exceptionnel. 

1)  C'est  à  lui  que  se  rapportent  les  formules. 

»  On  s'esl  placé  quelquefois  à  un  point  de  vue  absolument 
opposé.  La  précision  des  mesures  est  supposée  inconnue  ;  la 
concordance  plus  ou  moins  parfaite  des  observations  est  le  seul 
renseignement  d'après  lequel  on  puisse  l'apprécier,, .  » 

Cette  précision,  on  veut  la  calculer  d'après  les  résultats,  qui 
sont,  celle  fois,  la  seule  donnée.  Gauss  a  proposé  une  solution  de 
ce  problème,  fondée  sur  une  formule  élégante  dont  M.  Bertrand 
donne  d'ailleurs  la  démonstration  : 
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«  La  formule  est  irréprochable,  mais  Tapplicalion  est  rarement 
permise... 

»  Le  principe  admis  est  celui-ci  : 

»  Il  est  permis,  à  titre  d'approximation,  d'égaler  une  fonction 
des  premiers  membres  des  équations  (3),  dont  la  valeur  est 
exactement  connue  à  la  valeur  probable  calculée  avant  l'épreuve. 

»  Cette  égalité,  bien  entendu,  n'a  jamais  été  proposée  comme 
certaine.  Valor  verus,  A\i  Gsluss,  prout  fors  errores  obtulit, 
wiiajor  minorve  medio  fieri  potest, 

»  Ces  deux  grandeurs,  la  valeur  véritable  et  la  valeur  probable, 
<]ue  le  hasard  peut  faire  plus  grandes  ou  plus  petites  l'une  que 
l'autre,  dans  une  proportion  inconnue,  sont  égalées  cependant 
pour  former  l'équation  dont  la  solution  est  déduite.  » 

Ces  critiques  sont  assurément  assez  fortes  ;  mais  l'auteur  va 
plus  loin  :  il  montre  comment,  le  principe  admis,  on  en  peut  dé- 
duire, pour  la  précision,  des  valeurs  très  différentes  et  dont 
aucune,  par  conséquent,  ne  mérite  confiance. 

En  résumé,  tout  porte  à  croire  que  l'on  a  là  affaire  à  un  de  ces 
problèmes  mal  posés,  où  l'on  cherche  des  causes  que  l'on  ne  peut 
atteindre,  et  dont  l'histoire  du  Calcul  des  probabilités  n'offre  que 
trop  d'exemples. 

J'ai  négligé,  pour  y  revenir  maintenant,  le  Chapitre  relatif  aux 
erreurs  de  situation  d'un  point,  qui  contient  une  importante  gé- 
néralisation de  la  loi  des  erreurs  de  Gauss. 

Soient  ^ij'«?  ^«^25  •••?  ^nyn  les  coordonnées  des  positions 
présumées  d'un  point  dont  les  coordonnées  véritables  sont  x^  y, 
M.  Schuls  a  montré  comment,  en  admettant  un  postulat,  énoncé 
pour  la  première  fois  par  Cotes,  on  pouvait,  en  suivant  une  voie 
toute  pareille  à  celle  que  Gauss  a  tracée  dans  le  cas  d'une  seule 
variable,  arriver  au  résultat  suivant,  obtenu  autrement  par  Bravais  : 

La  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre  w  et  «  4-  du  pour  x 
et  entre  \;>  ^V  v  -\-  d\^  pour  y  est  de  la  forme 

les  constantes  G,  A,  //,  \  étant  liées  par  la  relation 
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Le  postulat  de  Cotes  est  Tanalogue  du  postulat  des  moyennes  ; 
il  consiste  a  regarder  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
observés  comme  la  position  la  plus  probable  du  point  cherché. 

Si  Ton  admet  la  formule  précédente,  on  voit  que  les  points 
dVgale  probabilité  sont  distribués  sur  une  même  ellipse. 

Ces  considérations  s^appliquent  au  tir  à  la  cible.  A  une  arme  et 
à  un  tireur  déterminés  correspondent  des  valeurs  des  constantes 
A*,  X,  k  qui  se  déterminent  approximativement  par  la  théorie  des 
moyennes.  Après  avoir  donné  des  règles  pour  ce  calcul,  M.  Ber- 
trand discute  avec  soin  la  question  de  la  règle  à  conseiller  pour 
juger  les  résultats  d'un  concours  de  tir.  C'est  encore  une  de  ces 
questions  qui  ne  paraissent  point  admettre  de  réponse  entière- 
ment satisfaisante. 

On  me  permettra  de  ne  pas  parler  des  deux  derniers  Chapitres 
relatifs  aux  lois  de  la  Statistique  et  à  la  théorie  des  jugements. 
Peut-être  l'extrême  finesse  dont  M.  Bertrand  a  donné  tant  de 
preuves  dans  son  beau  Livre,  et  que  l'immortel  écrivain  à  qui  l'on 
doit  les  premières  recherches  sur  le  Calcul  des  probabilités  pré- 
tendait être  si  rare  chez  les  géomètres,  n'était-elle  pas  nécessaire 
pour  ruiner  la  confiance  qu'inspirent  la  plupart  des  recherches 
mathématiques  sur  les  lois  dont  la  Statistique  laisse  soupçonner 
l'existence,  et  pour  dévoiler  les  vices  d'une  théorie  qui  scanda- 
lisait si  fort  Stuart  Mill.  A  coup  sûr,  il  faut  plus  de  sagacité  pour 
critiquer  Gauss  que  pour  trouver  Condorcet  en  défaut.  Mais 
M.  Bertrand  a  voulu  sans  doute  que  son  lecteur  se  reposât  un  peu 
et  qu'il  fermât  son  Livre  en  souriant.  J.  T. 
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STEGEMANN.  —  Grundriss  von  Differkntial-  und  Integral-Rechnung. 
I.  Theil  :  Difperential-Rechnung.  Funfte  vollstandig  umgearbeitete  und 
verniehrte  Auflage,  herausgegeben  von  L.  Kirpert.  i  vol.  in-S";  xii-465  p. 
Hannover,  Helwing,  1888. 

Le  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Stegemann  a 
déjà  eu  quatre  éditions.  M.  Kiepert,  bien  connu  par  ses  beaux 
travaux  sur  les  fonctions  elliptiques,  donne  aujourd'hui  une  cin- 
quième édition  du  Calcul  différentiel.  «  De  nombreuses  lacunes, 
dit-il,  ont  dû  être  corrigées.  » 

Le  succès  du  Livre  auprès  des  étudiants  s'explique  par  d'incon- 
testables qualités.  11  est  facile  à  lire,  même  pour  quelqu'un  qui 
travaille  seul;  de  nombreuses  applications  qui,  le  plus  souvent, 
sont  entièrement  développées,  éclairent  continuellement  la  théorie 
et  chaque  point  de  la  théorie;  elles  permettent  au  lecteur  de  se 
familiariser  avec  les  méthodes  et  avec  les  formules  :  un  résumé 
de  toutes  les  formules  fondamentales,  placé  à  la  fin  du  volume, 
peut  être  facilement  consulté  par  ceux  à  qui  la  mémoire  fait  dé- 
faut et  permet,  pour  employer  un  mot  de  la  langue  des  écoliers, 
de  repasser  rapidement  les  théories  que  ces  formules  condensent. 
Quant  aux  démonstrations  des  principes,  fondées  assez  souvent 
sur  l'intuition  géométrique,  elles  ont  ce  degré  de  rigueur  qui 
suffit  habituellement  dans  les  applications;  elles  offrent  au  moins 
Tavantage  de  ne  pas  fatiguer  le  lecteur  par  des  subtilités  pour 
lesquelles  il  n'est  peut-être  pas  préparé.  Ce  dernier,  après  avoir 
étudié  le  Livre  de  MM.  Slegemann  et  Kiepert,  après  avoir  traité 
les  applications  qu'il  contient,  est  en  possession  des  connaissances 
de  cet  ordre  que  l'on  peut  réclamer  d'un  ingénieur;  s'il  veut 
d'ailleurs  pousser  plus  loin  ses  éludes  et  pénétrer  dans  le  domaine 
de  la  Science  abstraite,  les  connaissances  qu'il  y  aura  puisées, 
l'habitude  qu'il  y  aura  prise  du  calcul  ne  lui  seront  assurément  pas 
inutiles. 

Quant  aux  matières  que  contient  cet  Ouvrage,  il  suffira  de  dire 
Ici  que  ce  sont  les  matières  mômes  qui  dans  nos  lycées  sont 
traitées  dans  la  partie  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales  qui 
Bull,  des  Sciences  malheni.  1'  série,  t.  \III.  (Mars  1889.)  5 
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^ésimalcs.  4.  Arithmétique  pratique  :  abaque;  multiplication  par  le 
procédé  d'Apollonius  ;  conjecture  sur  le  procédé  d'Archimède  pour 
extraire  les  racines  carrées,  o.  Pjthagore  et  Platon.  6.  Euclide  (et 
incidemment,  Eratosthènes,  Théon,  Nicomaque,  Jambllque,  Thv- 
maridas).  7.  Diophante.  8.  Les  Romains.  9.  Boèce.  10.  Les 
Indiens  (22  pages;  un  des  meilleurs  Chapitres  du  Livre).  H.  Les 
Arabes.  L'Auteur  admet  Tauthenticité  de  la  Géométrie  de  Boèce, 
le  passage  des  chiffres  indiens  sans  le  zéro  aux  néopythagoriciens, 
puis  aux  Arabes  occidentaux;  le  zéro  vient  ensuite  des  Indiens  aux 
Arabes  orientaux.  12.  Le  premier  moyen  âge;  Gerbert.  13.  Aba- 
cistes  et  algorithmisles.  Fractions  décimales  et  logarithmes.  14. 
Noies  bibliographiques.  Une  planche  donne  les  chiffres  de  Tlnde 
à  diverses  époques,  des  Arabes  et  du  moyen  âge. 
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CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  LIMITES; 
Par  m.  E.  CESVRO. 

Il  est  intéressant  de  savoir  si,  dans  la  recherche  de  la  limite,  pour 
n  infini,  de  l'expression 

<?!  Wi -^  aj  Mj -H- . . . -h  a„  £/„ 

OÙ  W|  -4-  U'i-k-  ^3-1-...  est  une  série  divergente  à  termes  positifs, 

celle-ci  peutétre  remplacée  par  uneséricanalogue  v^  -|-  i'o  -4-  ^'3  -f- 

II  faudrait  savoir  déterminer  le  plus  petit  nombre  de  conditions 
que  doit  remplir  la  série  des  r  pour  qu'il  soit  permis  de  la  substi- 
tuer à  la  série  des  u.  Cette  recherche  me  paraissant  assez  difficile, 
je  me  bornerai  à  montrer  que  la  substitution  indiquée  est  permise 

lorsque  le  rapport-^  tend  vers  zéro  en  décroissant,  pourvu  que 
l'expression 

r7|  i'i  -f-  ^2  l'i  H-  .  .  .  -+-  (In  *V/   _  -K 

—  A/; 

i'i  -H  1*2  --•  •  .-^  »'/* 


Wi 
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tende,  pour  n  infini,  vers  une  limite  X,  finie  et  déterminée.  On  a 

«1  Ml  -h  «j  Mî  -f- .  .  .  -h  a«  Mrt 

=  «ÎX,v,+  -'(X,V,-X,V,)-»-...+  -(X„V„-X„_,V„-,). 
Donc,  si  Ton  pose 

et  que  Ton  observe  que 

on  peut  écrire 
rt, at-h  ajM2-h. .  .-h  anUn  —  Xit»',H-  Xj iVj -+-...-+-  X^ tv„  -h  X^CU»—  W„), 

puis 

«1  M|-h  rtjMj-f-.  .  .H- a«M„  ,  W« /XilVi-+-XjiVj-h.  .  .-f- XrtiVrt 


Ml  -H-  Wj  -f- 


..H-a«M;,_,  Wn  /  X 1  ly  1  -t-  A,  ty^  -h . . .  -f-  An  ty„       .    \ 

—  A  /i  -H  -fï —  (   —  A  /i  I 

.-+-«71  *J/»   \  tVi-|-iV,H-.  .  .-h  Wrt  / 


Pour  démontrer  que  le  second  membre  tend  vers  \  il  suffit  de 
faire  voir  que  W«  croît  indéfiniment  avec  n  ;  car,  dans  celte  hy- 

polhùsc,  ridenlité  (2)  montre  que  jp  est  une  fraction  proprement 

dite,  et  l'on  sait,  d'autre  pari,  que 

,.  Xl  W,  -+-   Xj  Wj  +  .   .   .-h   X„iV;,  . 

Iini =  A. 

tvi-+- «^2-4-.  . .-+- tv„ 

11  me  reste  donc  à  faire  voir  que  W,,  surpasse  toute  limite 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Je  remarque,  dans  ce  but,  que 
Ton  a 

U„-Uv>^Wv„-Vv); 

puis,  par  substitution  dans  (a), 

(3)  VV,,>U,-îi2±lVv. 


n 


Après  avoir  fixé  v  de  manière  que  Uv  surpasse  un  nombre 
donné  N,  arbitrairement  grand,  je  fais  croître  n  jusqu'à  ce  que 
l'on  ail 


l^'/lU-l  > 


/!**-! 
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II  est  clair;  d'après  (3),  que  W«  surpasse  N.  Lorsque  n  croît, 
W„  reste  supérieur  à  N-,  car  iv,i>o.  Donc  rexpressioii  (i)  tend 
vers  X. 

En  particulier,  si  M|  -f-  W2-I-  Wj  -f-  . . .  est  une  série  divergente, 
dont  les  termes  tendent  vers  zéro  en  décroissant,  on  a 

(4)  lini  =  hm  — -y 

a|-4- Wj -f-. .  .-h  M»  n 

pourvu  que  le  second  membre  existe.  C'est  de  ce  théorème  que 
j'ai  déduit  la  propriété  des  séries  simplement  convergentes,  dont 
il  a  été  question  dans  un  récent  article  de  M.  Baguera.  Il  suffit  de 
faire  6f„=  i  ou  an^= —  i,  suivant  que  le  terme  UnUn  de  la  série 
considérée  est  positif  ou  négatif.  Alors  le  premier  membre  de  (4) 
est  nul,  et  le  second  membre,  s'il  existe,  est  égal  à  1  —  aw,  w  étant 
la  probabilité  de  rencontrer  un  terme  négatif.  Donc  T»y=i:-j.  Dans 
une  Note  :  Sur  une  distribution  de  signes,  insérée  aux  Rendi- 
conti  dei  Linceiy  j'ai  tenu  compte  du  cas  où  m  n'existe  pas. 

Lorsqu'on  cherche  à  remplacer  la  variable  entière  n  par  une 
variable  continue  x^  on  trouve  que,  si  les  fonctions  C5  et  •}  crois- 
sent indéfiniment  avec  x^  et  que  le  rapport  de  leurs  dérivées  tende 
vers  zéro  en  décroissant,  on  a 

<  >  )  lim  -  //cp'  dx  =  lim  j  ff^'  dx, 

pourvu  que  le  second  membre  existe.  Ce  théorème  est  évident  si 
y  tend  vers  une  limite,  qui  est  alors,  d'après  la  règle  de  l'Hospilal, 
la  valeur  commune  des  deux  membres  de  (5).  Mais  je  vais  démon- 
trer que  la  proposition  énoncée  subsiste  lors  même  que/  n'admet 
pas  de  limite.  Soit 

F  tendant,  par  hypothèse,  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 
On  a 


^ 


Par  conséquent,  si  Ton  pose 

on  peut  écrire 

r/'f  '  dx  —  V  f  —  / F'/  dx, 
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ou  bien 

//'f  dx  =  (  cp  —  y  )F  -H /F /'  c/x; 
pu' 


is 


(7)  '-f/f'dar-  l//f  ^  =  |(^ /Fy/ rfx-  f). 

Si  je  prouve  que  y^  croît  à  Tinfini  avec  x,  j'aurai  démontré,  du 
même  coup,  que  le  second  membre  de  (7)  tend  vers  zéro;  car,  en 
vertu  de  (6),  le  premier  facteur  est  une  fraction  proprement  dite, 
et  la  règle  de  THospilal  dit  que  le  second  facteur  a  zéro  pour  limite. 
On  déduit  de  l'égalilé  (G),  en  appliquant  un  théorème  de  Cauchy, 

où  Xn<,'^\<i •^-  Donc 

(8)  y(.r)>^{T,)-l^^^(Xo). 

On  peut  déterminer  x^  de  manière  que  'f  (•i^o)  surpasse  un 
nombre  donné  N,  aussi  grand  qu'on  le  veut;  puis,  ayant  fixé  j:©* 
on  peut  faire  croître  x  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve 

?'(^)      ^    ^(Xo)—?S 

On  aura  aussi,  d'après  (8),  y  (x)  ^  N,  et  cette  inégalité  subsisle 
lorsque  x  croît;  car  y(x)  est  une  fonction  croissante.  En  effet. 


'--^'^   ^' 


Le  théorème  (5)  est  démonlrc.  En  supposant  que/,  cp\  A'  soient 
des  fondions  du  phis  grand  nombre  entier  contenu  dans  jc,  on 
retrouve  la  proposition  énoncée  au  commencement  de  cette  Note. 
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SUR  LA  MULTIPLICATION  DES  SÉRIES  TRIGONOMËTRIQUES; 

Par  m.  C.  BOURLET. 

1.  Avant  d'enlrer  dans  mon  sujet,  j'établirai  d'abord  une  pro- 
position préliminaire. 

Soit  une  fonction /(x,j^)  des  deux  variables  x  et  ^,  définie  et 
finie  pour  Tensemble  des  valeurs  qui  satisfont  aux  conditions 

Supposons  cette  fonction  intcgrable  par  rapport  à  x  pour  toutes 
les  valeurs  dey  comprises  dans  Tintervalle  (bnb)  et  considérons 
l'intégrale 

*  =  /  fiT.y)dx 

qui  définit  une  fonction  Ag y  dans  Tinlervalle  {b^b).  Soit  y^  une 
valeur  donnée  de  j',  telle  que 

boiyQ<b, 

et  e  un  nombre  positif,  tel  que  y^-^i  appartienne  à  l'intervalle 
(^o^)î  je  vais  montrer  que  l'intégrale 

'o=   /  f{T,yo-^t)dx 
a  pour  limite  l'intégrale 


lo=    /   fi^O'»^  o)(ix 


quand  £  tend  vers  o,  si  Ton  suppose  : 

I®  Que/(j:,  l'o-j- s)  a  une  Vimile  /{x,  yo-^-  o)  quand  t  tend 
vers  o;  2"  qu'on  peut  faire  correspondre  à  tout  nombre  positif  r, 
un  autre  nombre  t,  tel  que  l'on  ait 

et  ccïdi  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle 
(<7ort),  sauf  pour  certaines  valeurs  en  nombre  fini  ou  infini,  mais 
telles  qu'en  choisissant  z  sunisanimcnl  petit,  cl  en  entourant  ces 
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valeurs  dans  des  inlervalles  suffîsamment  pelits,  la  somme  de  tous 
ces  intervalles  puisse  devenir  plus  petite  qu^une  quantité  donnée 
A,  aussi  petite  qu'on  le  voudra.  Pour  abréger  le  langage,  nous  di- 
rons, avec  M.  Harnack,  que  cet  ensemble  de  valeurs  forme  une 
masse  discrète  (discrète  Menge)  dans  Tintervalle  {a^a). 
Considérons,  en  effet,  la  somme 

S«(7o-»-")=/(«o-»-  OiO,,7o-f-o)o, 
où  je  pose 

ûj  =  Xi  —  rty,         02  =  Xj  —  0?!,         ...,         fi,^z=.  a  —  x,i-\ 
{aQ<Xi<Xi<...<,jr„-i<a) 

et  de  même  la  somme 

-+- /( ^1  -H  Oi  Oj,  j^o  -H  M  ^2  -H . . .  -h /( Xn-i  -h  0„  o«,  7o  -+-  e )  ô«. 

Quand  on  fera  croître  n  indéfiniment,  chacun  des  0  tendant  vers 
o,  S,,(^o-f-  o)  et  S„Q'o-l-£)  iiuront  pour  limites  respectivement 

lo  et  r„. 

Désignons  par  A^  la  limite  maximum  de  la  différence 

|/(j^,7o-H  0  — /(^,7o-^  o)  I 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  un  intervalle  o^  qui  contient 
un  ou  plusieurs  points  discrets,  et  soit  A  la  plus  grande  des  quan- 
lités  1/t  :  si  Ton  désigne  alors  par  h  la  somme  des  intervalles  8^ 
qui  contiennent  des  points  discrets,  on  pourra  choisir  e  suffisam- 
ment pelit  pour  que,  dans  tous  les  autres  infer\  ailes,  on  ait 


Tj 


(i  —  t*y  —  n 
on  aura  alors  certainement 

I  Srt(/o-H£)  — S,t(7o-»-o)|  <r^  -h  AA. 

Or  Ti  peut  être  choisi  aussi  petit  qu'on  le  veut  et,  d'après  l'hypo- 
thèse (a**),  on  peut  choisir  les  0  suffisamment  petits  pour  que  h 
soit  aussi  petit  qu'on  le  voudra;  donc  on  pourra  choisir  e  assez 
petit  et  n  assez  grand  pour  que 

S„0'o-+-  o  —  S„0'o-f-o)|  <  -  ; 
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d'ailleurs  on  pourra  choisir  n  sufGsammenl  grand  pour  que 


lo—  Sn(^0-4-O)|<  j, 

|ro-s«(>'o-f-s)l<ï- 


1 

Donc  on  pourra  choisir  e  suffisamment  petit  pour  que 

|l'o-Iol<e'. 
\\  a  donc  pour  limite  Iq. 

2.  Ces  préliminaires  étant  posés,  considérons  deux  fonctions 
yi(8),/'2(^))  que  nous  supposerons  développables  en  séries  de 
Fourier,  ainsi  que  leur  produit /^  (0),/2(6)  :  je  vais  cherchera 
établir  une  règle  pour  effectuer  le  produit  de  ces  deux  séries,  c'est- 
à-dire  une  règle  qui  permette  de  calculer  les  coefficients  du  déve- 
loppement du  produit y^y^,  connaissant  les  coefficients  des  déve- 
loppements de  y  et/2. 

Soient 

(I)      /*i(0)  =  —  -Hai  cosO  -H  6j  sin8  -H. .  .-h  a,n  cos/?iO  -4-  6,^  sin/nO  -h.. ., 

2 

(1  )    yi(^)  = 1-  ai  cosO  -h  3i  sinO  -h. .  .-4-  a,„  cosmO  -h  ^,n  sin/nO  -h. . . 

ces  développements,  dans  lesquels  on  a,  comme  on  sait, 

a^=  -^  I     /i(e)cosmOrfQ,  b„t=  -  \     /i(0)  sinmO  e/0, 


'0  «^0 

I    / 


=  -   /     /i(6)cosmOG^e,  3,„=  -  /      A(0)sinmOû^. 


k. 


Supposons,  pour  un  instant,  la  multiplication  des  deux  séries 
(1)  el  (2)  possible,  et  supposons  de  plus  qu'on  puisse  intervertir 
l'ordre  des  termes,  dans  le  produit  effectué,  d'une  manière  quel- 
conque; puis  cherchons,  dans  cette  hypothèse,  quels  seraient  les 
coefficients  de  cos^Q  et  sin^yO,  après  avoir  remplacé  les  produits 
de  sinus  eidecoffinus  par  des  sommes  ou  des  différences. 


■jH  PKEMIÈBE   PAUTIE. 

Le  cocriicienl  de  cos^O  serait 


'{  ?'*"• 


(3) 


^/> ( a^^p 01  f, 4-  b,j^p  '^,,  -h  ap %p^q -f-  bp^p^g)  1 


el  celui  de  sinyO 


(4)     <  '-       * 


"^^^(^7+/^^/'-*"  ^q^p^p—^P^p-^q—  ^P^p^q)  h 

en  posant 

?o  =  o,  6o  =  <>, 

le  terme  constant  serait 

Cela  étant,  considérons  ces  séries  S  et  U  en  elles-mêmes,  abs- 
traction faite  de  la  manière  dont  elles  ont  été  obtenues,  et  cher- 
chons dans  quelles  conditions  elles  sont  convergentes  et  dans 
quelles  conditions  les  limites  de  S^  et  U^  sont  respectivement  A^ 
et  Bç^  Kg  etBy  désignant  les  coefficients  decosyÔ  et  sin^'O  dans  le 
développement  du  produit/4(0)/2(6)  en  série  de  Fourier  : 

^q=  -  /     /i(0)/i(0)cos70rfO, 

•    0 

Posons,  à  cet  effet, 

7 

^q=l^P{aq-p^p-f^q     p?rh 


0 
m 


•7    =    -^P{f^q^p^p-^  lfq^p?p-i-ap%p  +  g-^   f^p?p-^q) 
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ci 

o,^  —  Ofj  -r-  i,^  . 

Remplaçons  dans  ces  expressions  les  quantités  a,  t,  a,  ^  par 
leurs  expressions  sous  forme  d'intégrales  définies;  on  aura 

aq^pij,—  ^^  I       I     /,(0)/,(':)cos(/? -r  <7)0cos/?tc^0£/t: 
et  une  expression  analogue  pour  b^^p^p^  etc.  :  donc 


AT.      ^17t 


H-  cos(7T  — /?(0  —  t))  !  dddi. 

Sous  le  signe  S  nous  avons  une  somme  de  cosinus  d'arcs  en  pro- 
gression arithmétique. 

Par  une  transformation  bien  connue,  nous  aurons  donc 


,iir    ^in 


.        .  ,         ...  0  -HT 


-^X    X    /.(0)/.(.).cos,^ 


.    m(0  — ■:) 

2  .      0  —  T 

sin 


•À 


par  un  calcul  analogue,  on  trouverait 


sïtï(g  -4-  i) ■' 

sin 


0 

on  en  tire 


■Il 


*■'*  =  .-,-.   /         /      /■(«)/'(^)-T^ 


2 

sin 


•^ 


X 


r    .  0  —  T  /i  —  '     •  ^  —  '  1    7n     y 

I  sin(  7  -h  I  )  — h  À  cos (  m  -h  I  -f-  y)  — ; —  sin  m  — - —    r/»)  rfx. 


ce  qui  peut  s'écrire 


21» 

«./.         t/ 


0  -t-  T  2 

'2 


<«' S!«=-i-,  /       /     /„(,)/,, .;,„,^l:r_- _^__  — dfidz. 


<iin 


Ch* 
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Kttisou**  «lors  lo  i  liangoment  de  variables  suivant 


=  j^. 

'À 


0  — T 


=  y 


'A 


OU 

on  aura 


ft  =  j^  —  V.        T  =  X  —  r; 


^r^   ^7       - 1  /   /        — -  . ^/,,  j-^  r)/,tx— v)cos^xd'j-rf^S 

le  olianip  de  celto  ileniityrt*  iiilègmle  élan!  limilé  par  les  courbes 


»t*  -*-^fc    -:   O,  X  —  »    =  O, 


—  r  =  ar. 


—  r  =  a=. 


liuiiuVs  oUcs-nu^tnos  au\  quaire  (H>ÎQts 


X  :=  o.  r  = 


r  =  o. 


w  qui  iiiv^iitrv  que  riale^xik  dv>uble  porte  >ur  TAÎre  înlêrieure  du 


* 


V^t  t  Jk^'K" 


-    I 


^    ""^    "'  '  '    ^  ^    —     '-•— 
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changeons  dans  la  seconde  partie  ^^  en  ( — )*),  et  nous  aurons 

en  posant 

Supposons/4(0)et,/2(0)  finies  dans  toutrintervalle  (0,27:):  on 
voit  alors  immédiatement  que  l'on  a 

F(ir)  =  o; 

cherchons  ensuite  ce  que  devient  l'intégrale  (10)  quand  j/'  tend 
vers  o:/i(Ô)  et/2(S)  étant  développables  en  séries  de  Fourier,  ce 
sont  des  fonctions  intégrables.  Leurs  points  de  discontinuité  for- 
ment donc  une  masse  discrète,  c'est-à-dire  que  les  points,  pour 
lesquels  on  ne  ^guI  pas  déterminer  e  de  façon  que 

.  j   \MTÛiz)-Mx)\<r,, 

\  |/,(T±e)-/î{x)|<r,, 

forment  une  masse  discrète.  On  en  conclut,  puisque  f^  et  f^  res- 
tent finies  entre  o  et  27c,  que  les  points,  pour  lesquels  on  ne  peut 
pas  déterminer  e  de  façon  que 

(12)    \/t(x  -H  e)/î(ar  —  e)  -+-/,{x  —  E)/,(a?  -ht)  —  2/,(T)/,(a-)  |  <7), 

forment  une  masse  discrète.  On  en  conclut,  d'après  la  proposition 
rappelée  plus  haut,  que,  quand  ^'  tend  vers  o,  F(  v)  a  pour  limite 


.îu 


I  r 

P(o)=-    /      /t(T)/2(T)co^qxdx, 

c'est-à-dire  que 

F(0)=:A,,. 

D'ailleurs,  pour  les  mêmes  raisons,  on  voit  que,  pour 

les  points,  pour  lesquels  on  ne  peut  pas  avoir 

^^3  (  \/i{x±rztz)-Mx±y)\<r,. 

I  \/2(x±y±zz)-/i(x±:y)\<T,, 

forment  une  masse  discrète,  et  Ton  en  conclut  aisément,  toujours 
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sous  la  condilion   que  fs  et  fi  restent  finies,  que  F(  >*)  est  une 
fonction  continue  de^'. 

De  tout  ceci  il  résulte  enfin,  en  verlu  d'un  théorème  bien  connu 
dû  à  Dirichlet,  que 

lim  SJ"  =  hm  -  /    F(^r) — î^ -r-^ ^  rf^  =  F(o)h>  F(7r). 

Donc 

lim  S;;'=  F(o)  =  A^. 


m  =  oo 


Nous  en  concluons  donc  que,  si  les  fonctions /^  (0)  el/2(0)  sont 
développablcs  en  séries  de  Fourier,  ainsi  que  leur  produit,  et  sont 
finies  entre  o  et  2ti,  la  série  S^  sera  toujours  coinergente  et  l'on 
aura 


^7  A,y. 


Une  démonstration  toute  semblable  montrerait  que,  dans  les 
mêmes  conditions,  U^  est  convergente  et  que 


U^=  B,,. 


Donc,  si  deux  fonctions /^  (0)  ety*2(^)>  finies  et  définies  dans 
l'intervalle  (0,271),  sont  développablcs  en  séries  trigonométriques, 
ainsi  que  leur  produit,  on  obtiendra  les  coefficients  du  développe- 
ment de  ce  produit  au  moyen  des  coefficients  des  développements 
de/^  cty*2  pîir  lîï  ro<;le  représentée  par  les  égalités 

3.   Pour  terminer,  nous  montrerons  comment  l'application  de 
cette  règle  peut  conduire  à  la  découverte  d'identités. 
Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  la  série  suivante 


I  sin 

,    ,       n  —  I        n\  n 

cp«(x)= 


SIM(/I  —  1) 


n 


n  —  I 

^  TT  .7*  .       .    'XZZ  JT 

sin(/i-i-i) sniA" 

n  n 


II 


] 


où  dans  la  parenthèse  il  manque  tous  les  termes  où  h  est  un  mul- 
tiple de  //,  représente  E(.r)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  l'entier  //,  V->{x)  étant  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  X. 
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Effectuons  le  carré  de  'f/i(^)  par  noire  rr^^le  et  nous  trouverons 

S^=  o, 
quand  q  est  multiple  de  ai,  et 

''  ""  t:* ^  I  (j       ^   \kn^  q        kn  —  q  )  \ 

quand  q  n^est  pas  un  multiple  de  n. 

Calculons,  d'autre  part,  directement  les  coefficients  du  dévelop- 
pement en  série  trigonométrique  d'une  fonction  représentant 
[E(j:)]^  entre  o  et  n. 

Le  coefficient  A^  de  cosy '-  sera  donné  par  la  formule 


*-U"[<r!)]'-'»-^ 


cFoii,  par  un  calcul  facile, 

.  n  r.q 

\„  =  —  cot  —^ 
'       qiz  n 

quand  q  n'est  pas  un  multiple  de  n  et 

En  écrivant  que  ces  deux  développements  sont  identiques,  on 
trouve  l'identité 


7r  col  — ^  —  -   -h   >  Ar 


2 


n  \  n  n 

i|ui  donne  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  hicn  connue 

T.  cot  ira:  = H    >  *  (  -, -; ) 

X        ^    \k  -f-  T         k  —x) 

1 

pour  toutes  les  valeurs  commensurablcs  de  x  non  entières  :  car 
—  est  un  nombre  rationnel  quelconque.  Appliquons  à  un  second 
exemple  :  soit 

L(3t-f-i)!         jL  ol\         i.v>.  (a  —  I)!  lia  —  Jjî  J 
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1^,  ^iéme  polynôme  de  Bernoulli.  Kaabc  (*)  a  monlré  les  formules 
suivantes  : 

B«(x)=a!y       (T). 

En  posant 


et 


calculons   le    terme    constant    du    carré    du    développement    de 
— j  Bap(a:),  et  Tapplication  de  notre  règle  nous  donne 


on  a  donc 


''•  -  (4/.  +  a)!  ' 


^^!=(i:)'.(t«-(')l''^' 


d'où 

_  (■>./?H-i)(a/?  +  a)...(4y>  +  9.)   /"' 
i.a...-i/>  J, 


B,^,.=  ^W-^'n-P-^-'-yK^P^-^J  f  [Hr,{r)\*dT. 


On  trouverait  de  même,  en  effectuant  le  carré  de  Ba/^-i  (-^r),  la  for- 
mule suivante  : 

'^  I  ..i.  ..(•>./;  —  l)    Jjj    ^        '  ^  1.2...  2/?  '^ 

Ces  formules,  qui  se  trouvent  d'ailleurs  dans  le  Mémoire  déjà  cité 
do  Raabe,  établies  par  une  voie  un  peu  différente,  permettent  de 
calculer  1^2^  et  Byp+i  connaissant  seulement  B|,  Bo,  ...,  B^. 


(')  Raabe,  Journal  de  Creiie,  t.  42,  p.  34S. 
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J.  PTASZYCKL  —  Sur  l'intégration  sous  forme  finie  des  différentielles 
ELLIPTIQUES.  §49  p.  in-8°.  Saint-Pétcrsbourg,  1888.  (Russe.) 

1.  Ce  travail  est  consacré  au  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  intégrale  elliptique,  on  demande  de  V ex- 
primer à  Vaide  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques, 
en  nombre  Jini^  ou  de  s^ assurer  qu'aune  pareille  réduction  est 
impossible. 

On  prend  pour  point  de  départ  le  ihéorème  connu  d'Abel  con- 
cernant rintégration  finie.  Soient  P,  Q  des  polynômes  entiers,  et 

d'après  ce  théorème,  si  l'intégrale 


<«) 


rv  dx 
J  Qv^R 


est  exprimable  sous  forme  finie,  sa  valeur  peut  èlre  représentée 
par  la  formule 

Xo  yTT      v^^,      X-+-Yv/R 
(a)  v^vH^->Clog ^, 

Xo,  Yo,  X,  Y  désignant  des  polynômes  entiers,  C  une  constante. 
Le  livre  est    divisé  en  cinq  (chapitres  dont  chacun  est  suivi 
d'exemples. 

2.   Chapitre  7.  —  Le  commencement  est  consacré  à  la  démon- 
stration des  propriétés  suivantes  de  la  formule  (2)  : 

V        

L   I^  dérivée  du  terme  algébrique  ~  y/K  se  réduit  a  une  fonc- 

lion  — ^:  si  le  polynôme  M  ne  contient  ni    fadeurs   niultii)les, 
Mv/R 

ni  facteurs  appartenant  à  II,  le  degré  de  celle  fonclion  ne  sera  pas 
inférieur  à  1. 

IL  Soit 

X  -^-  Y  /R 


Ci)  lo 


(r   .. 


X- Yv/li 
/iutt.  des  Sciences  mathe'm.,  t  hérie,  i.  MIL  (Avril  188;).) 


m  phemièhe  pautie. 

un  Icrmc  logarithmique  composé  des  fondions 
(  i  )  X  -r^  Y  /R,         X  —  Y  y/R, 

(ionl  le  produit  est 

X«—  Y«R  =  (X  —  û,)'»«i(x  — ûj  )"»....  (j'  —  û/)"»/D, 
où  les  racines  du  polynôme  D  annulent  R;  0/  n^annule  pas  R.  En 

posant  (  ^  j  =  I ,  on  désigne  par  m^j  m'^  les  degrés  des  fonc- 
tions (4).  On  suppose  que  X,  Y  sont  premiers  entre  eux,  de  sorte 
que,  en  choisissant  convenablement  \1^*^«=  (v^)x=:a  »  '^s  fonc- 
tions (4)  contiendront  respectivement  tous  les  facteurs  des  ex- 
pressions 

1  1 

,,,.,.  11.'  X-^Y/K  X-Y/R 
(c  esl-à-dire  que  les  tractions  -y  pi — 

(  X  —  0,  >'»«..  .(X  —  0/)«i  D*  D* 

resteront  finies  pour  les  racines  des  dénominateurs  respectifs). 
Cela  étant,  la  dérivée  du  terme  ^3)  sera 


.  ,         <»  \  Ka»  v^Roj  y/Kâ,  1    I 

^  *  'x-0,  'x  — aj  'jr  —  a,]^' 

où  51  est  une  constante. 

III.   l^n  peut,  si  Ton  veut,  supposer  D  =  const.,  car  on  peut 
remplacer  le  terme  \^vi^  par 

MoW'^-^^^V^» ^iZlll^. 

*         \X     ^*K  '        *     "X,-Y,^R 


H.   Un  oousidéruni  rinléjrrale  •  ^^,  on  démontre,  à  Taide  des  for- 
nudes  de  rtnluctiou  pour   les  intéirrales    /  — ^«    j  ~ _, 

qu'on  a 

/^SH       ^.  /k^%R 

on  i^^  ue  contient  ni  fjictcars  uuiUiples.ni  facteurs  appartenant  àR; 
le  de^re  do  ^*  no  dopa>s<*  pas  zerv».  Celle  rt  Juolion  peut  olro 
elVerhiee  .\  rvùvio  dos  >oulcs  o^vrdUoas  arithmétiques. 
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Des  propositions  dun"  2  on  conclut  que  celle  réduction  résout 
immédiatement  le  problème  relatif  à  l'intégrale  (i)  dans  ces  cas  : 

I**  P,  =  o,  alors  l'intégrale  est  algébrique;  2"  le  degré  de  ^  sur- 

passe  —  I,  alors  l'intégrale  est  impossible  sous  forme  finie;  3"  ~ 

se  réduit  à  une  constante  qui  n'est  pas  égale  à  zéro,  alors  l'intégrale 
est  impossible  sous  forme  finie. 

Dans  ce  qui  suit,  on  s'occupera  de  l'intégrale 


<5) 


r  Pi  dx 


qui  ne  présente  pas  les  cas  mentionnés  ci-dessus.  Si  cette  inlé- 
fçrale  s'exprime  sous  forme  finie,  sa  valeur  sera 


1 


P,      X  -t-  Y  /K 


\  -  Y  y/n 

-4.   La  quantité  (5)  est  toujours  égale  à  ^y  /     ^    ->  où  les  y 

désignent  des  constantes  qui   ne    peuvent  satisfaire  à  1  équation 
SyN  =  o,  les  N  étant  des  nombres  rationnels,  et 


iCt)  I    ;=  =    1    I  ninJ-  H-  A  — 


-  nii h  mj = — h. .  .f-  m/ I—-  » 


les  m  étant  des  entiers  rationnels  cl  positifs;  les  constantes    V 
sont  indéterminées  (la  somme  SyA  est  connue). 

C'est  seulement  pour  une  seule  valeur  de  /V  (pie  l'intégrale  (()) 
|)eul  s'exprimer  sous  forme  finie  {voir  n"  3,  Hb'  cas).  Si,  pour  un 
certain  A,  l'intégrale  s'exprime  sous  forme  finie,  sa  valeur  sera 
donnée  par  la  formule 

I ,      X  -^-  Y  v/K 

V  \  __  Y  y/K 

V  désignant  un  nombre  entier  posilif;  on  déterminera  sur-le-champ 
la  valeur  de  A  dès  qu'on  connaîtra  la  dernière  formule. 

o.    On  peut  réduire  Tintégralc  ('>)  à  l'inlégralc  plus  simple  et 
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(le  même  forme  (6).  On  détermine  les  polynômes  Xq,  Yq  satisfai- 
sant aux  conditions:  i*»  les  degrés  des  polynômes  sont  égaux  à 

f,j^  -h  /;?  I  -h . . .  H-  m/-H  -H  T^  niQ-h  mi-i-.,.-h  m/— 3-4-7) 

T,  étant  o  ou   i  -,  2°  le  degré  de  Xo  —  Yo  y/R  est  égal  à 

mi-4-  nif-h.  ..-H  m/-4-i  -»-  t)  —  mp^ 

— — f 

3<»  la  fonction  Xo  4- Yoy/iï  contient  tous  les  facteurs  de  Texpres- 

sion   {x  —  a^)"'^{x^a-2y"^..,{a:  —  niy'i(x  —  go)\go  étant  ra- 
cine de  R.  On  aura 

et  la  quantité 

lonr    L.^ 

"Xo-Yo/K 

sera  égale  (n"  2,  II)  :  i°  à  la  valeur  de  l'intégrale  (6)  pour  un  cer- 
tain A,  si  ^^  est  racine  de  R;  a"  à  l'intégrale  (6)  plus  l'intégrale 
r±iT_±J^:)dx ^  où  A'  dépend  de  A,  si  rf=r  o^  3«  à  l'intégrale (6) 

plus    l'intégrale    /  (-;— h  A'j-^,  où  a=  ^->  dans   tous  les 

autres  cas.  En  posant  -  =  aX|  -t-  ^,  aet  ^  étant  quelconques, 

Dans  ce  qui  suit,  on  ne  s'occupera  que  des  intégrales  de  la  forme 

C'est  M.  ïchebychelTqui  a  démontré,  le  premier,  que  la  réduc- 
tion de  l'intégrale  (6)  à  une  fonction  finie  se  ramène  à  celle  des 
intégrales  de  forme  (7).  {Journal  de  Liomille,  t.  XVIII,  XXI.) 

6.  On  est  ainsi  amené  à  la  question  de  la  réduction  de  Tinté- 
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grale  (7)  par  la  formule  {voir  n"*  4;  2,  II  et  III) 

(8)  I  —-^- dx  = -^  \o^ ^, 

OÙ  X*  —  Y*  R  =  const.  et  où  ).  est  un  nombre  entier  positif. 

Cette  question  est  équivalente  à  celle  de  la  résolution  de  Téqua- 
t,ion 

19)  X«— Y«R  =  const. 


polynômes  entiers;  car  la  solution  X,  Y  (on  la  supposera  tou- 

Gors,  ce  qui  est  possible,  telle  que  le  degré  de  X  -i-  Yy/R  soit  un 
tier  positif  X)  de  cette  équation  satisfera  (n"  2,  II),   pour  un 

<=;ertain  A,  à  Téquation  (8). 

Dans  le  Chapitre  II  on  exposera  la  méthode  d'Abel  pour  la 

:K*ésolution  de  l'équation  (9). 

7.  On  peut  présenter  d'une  autre  manière  la  question  relative 
^  l'intégrale  (7).  En  posant  - — —  =  as  +  p,  gQ,  g  étant  des  ra 
^îines  de  R,  on  mettra  l'intégrale  (7)  sous  la  forme 


<'o)  J=/(ri:^+B)'-^' 


'.-)l 


où  s  est  un  polynôme  du  troisième  degré  ;  B  dépend  de  A.  Si  l'in- 
tégrale (10)  s'exprime  sous  forme  finie,  sa  valeur  sera  donnée 
^n"  4)  par  la  formule 

-  Xo*^ ^» 

possédant  les  propriétés  analogues  à  celles  du  n"  2.  On  peut  donc 
dire  que  la  question  de  la  réduction  de  l'intégrale  (10)  à  une  fonc- 
tion finie  est  équivalente  à  la  résolution  du  problème  :   Trouver 

un  nombre  entier  positif  ^  et  des  polynômes  //,  v  tels  que  u-\rV  y/S 
contienne  tous  les  facteurs  de  [z  —  by,  et  qu'on  ait 

mS— r*S  ={z^  by(dz-hc), 

oit  dz  -\-  e  représente  une  constante  ou  un  facteur  de  S. 
iVe>i  dans  le  Chapitre  IIl  qu'on  s'occupera  de  ce  problème. 
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8.   Chapitre  IL  —  En  écrivant  l'équation  (9)  sous  la  forme 

:: JK  =     .  ^^^"^    -7=rT>  on  voit  que  les  polynômes  X,  Y,  salis- 

faisant  à  cette  équation,  peuvent  être  regardés  comme  les  termes 
d'une  réduite  dans  le  développement  de  y/'R  en  fraction  continue. 
Ce  développemcnl  est 


'•u 


|A0 


\^\ 


|JL|  étant  du  premier  ou  du  second  degré.  En  vertu  d'une  propriété 

p. 
de  Texpression    P?  —  Q/R?  ^^  fT  ^^^  '^  (i-hi)*^"**   réduite,  on 

obtient  ce  théorème  d'Abel  :  Pour  que  Véquation  (9)  admette 
des  solutions  entières,  il  faut  et  il  suffit  que  j  pour  un  certain  i, 
|jLi  soit  du  second  degré  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  dé- 

çeloppement  de  y/R  soit  périodique  ;  cette  condition  remplie, 
on  a\  =  P|,  Y  =  Q/.  Si  P/,  Q/  représentent  la  solution  corres- 
pondant au  plus  petit  nombre  X  dans  la  formule  (8),  toutes  les 
autres  solutions  peuvent  être  trouvées  en  vertu  de  la  relation 

X4-Yv/R=(P/-i-Q/v/R). 

Le  théorème  d'Abel  permet  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  (7), 
toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  finie;  on  a  ainsi  la 
condition,  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  cette  réduction  soil 
possible. 

9.   On  obtient  diverses  propositions  relatives  à  la  formule  (8) 

en  s'appuyant  toujours  sur  le  développement  de  y/R.  Voici  la  plus 
importante,  due  à  M.  Tchebycheff  :  Si  la  plus  petite  valeur  de  A 
dans  la  formule  (8)  est  paire,  le  polynôme  R  étant 

ce  polynôme  se  décompose  en  deux  facteurs 

x^-\-  px  =  x{x  —  ^'),         x^-^  rx  -h  s  =  ix  —  ^)(j*  —  g'), 
ttîls  (|uc  les  coefficients  /?,  /•,  s  et  le  nombre 

\U[  s  -   pr  -^  p-)  =  \^^'(  ;^"  —  ^){ ,::"  -     .1"'  ) 
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s'expriment  rationnellement  en  /,  m,  n.  Si,  de  plus,  les  nombres 
g^  ©'j  ^^  sont  réels  et  de  même  signe,  g"  sera  le  plus  grand  en 
valeur  absolue. 

10.    Chapitre  III  (  '  ).  —  Avant  de  passer  à  la  solution  du  pro- 
blème du  n"  7,  on  fait  ces  remarques  préliminaires  : 

1°  Le  nombre  v  n'est  pas  inférieur  à  2  ;  2"*  les  polynômes  w,  c, 


(*)  Je  crois  ulile  de  rappeler  les  résultais  principaux  relatifs  à  Fintégrale  (7), 
dus  à  MM.  Tchebycheff  et  Zolotareff. 

Le  travail  de  M.  Tchebycheff  {Journal  de  LiouvHle,  186^)  contient  :  i»  le  pro- 
cédé pour  la  détermination  de  l'intégrale  (7),  les  coefficients  de  R  étant  ration- 
nels, toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  finie;  2*>  la  condition  pour  la 
possibilité  de  cette  réduction;  3*^  le  complément  à  celte  condition  qui  permet  de 
résoudre  toujours  la  question  relative  à  l'intégrale. 

M.  Tchebycheff  a  donné  ses  propositions  sans  démonstration.  C'est  Zolotareff 
qui  les  a  démontrées  le  premier  {Journal  de  Liouville,   187^). 

Dans  son  Ouvrage  Sur  les  nombres  entiers  complexes  (Saint-Pétersbourg, 
187^,  russe),  Zolotareff  a  considéré  le  cas  où  les  coefficients  de  H  sont  des  nom- 
bres réels  quelconques  (sauf  pourtant  quelques  nombres  exceptionnels).  Il  a  dé- 
montré que  le  procédé  et  la  condition  de  M.  Tchebycheff  mentionnés  plus  haut 
restent  vrais  môme  pour  ce  cas,  et  a  formulé  le  complément  à  la  condition  qui 
permet  de  résoudre  la  question  relative  à  l'intégrale  (7),  dans  ce  cas  général.  Ce 
complément,  par  sa  forme,  est  différent  de  celui  de  M.  Tchebycheff. 

Le  procédé  de  M.  Tchebycheff,  mentionné  ci-dessus,  consiste  en  transformations 
successives  de  l'intégrale  (7)  au  moyen  de  la  formule 


f        dx-  =  -i  log -. -r:  -+-  W  77= —  "•^.+1» 


où  R .  =  x/  -+-  l.xj  -^  m^xj  -+-  n^x-       et 


^i^^  = 


^/'-î/m.-4-i«, 


v^'^.--^?-;:-^.- 


/  !sm,-lf 


2     •  8 

Dans  le  Chapitre  III  du  présent  Livre,  on  expose  un  nouveau  procédé  pour  la 
détermination  de  l'intégrale  (7),  toutes  les  fois  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction 
finie;  ce  procédé  est  plus  simple  que  celui  de  M.  Tchebycheff.  On  déduit  dudit 
procédé  la  condition  pour  la  possibilité  de  cette  réduction;  on  peut  donner  à 
cette  condition  la  même  forme  qu'à  celle  de  M.  Tchebycheff,  de  sorte  qu'on  peut 
lui  appliquer  les  compléments  de  MM.  Tchebycheff  et  Zolotareff.  On  trouvera  ces 
compléments  dans  le  Chapitre  V. 

Le  complément  dit  n*  25  est  donné  par  Zolotareff  pour  le  cas  où  les  coeffi- 
cients de  R  sont  des  nombres  algébriques  étudiés  dans  son  Ouvrage;  mais  ce  com- 
plément subsiste  pour  les  nombres  algébriques  quelconques.  On  peut  même  re- 
marquer que  Tappliration  do  ce  rompicment  ncxigc  pas  la  décomposition  des 
nombres  entiers  algébriques  en  facteurs  premiers  (existants  ou  idéaux). 


7i  PREMIÈRE   PARTIE. 

satisfaisant  à  l'énoncé,  coïncident,  pour  i  =  v,  avec  la  solution 
du  problème  suivant:    Trouver   les  polynômes  U,' V   tels  que 

U-I-Vy/S  contienne  tous  les  facteurs  de  {z  —  fr)',  et  que 
U2_  V^S  =  (5  —  bY{dz  -^e),le  degré  de{dz-\-  e)  étant  égal 
à  I  ou  à  o. 

Ce  problème  a  toujours,  pour  i^a,  une  solution,  et  une  seule 
(dans  un  sens  facile  à  concevoir). 

H.  On  se  propose  de  trouver  la  solution  du  problème  du  n**  7 
si  elle  est  possible,  ainsi  que  la  condition  pour  qu'elle  soit  pos- 
sible. On  peut  procéder  de  la  manière  suivante. 

On  cherche  si  l'on  ne  peut  satisfaire  au  problème  en  prenant 
pour  V  la  plus  petite  valeur  possible,  c'est-à-dire  (n**  10,  1°)  v  =  a. 
Dans  ce  but  (n°  10,  2°),  on  détermine  le  polynôme  U  du  premier 

degré,  lel  que  U -f- y/S  contienne  les  deux  facteurs  de  {z  —  6)*. 
On  aura 

où  il  est  évident  que  rf  n'est  pas  nul  ;  et,  en  vertu  de  la  proposition 
analogue  à  la  proposition  II  du  n**  2,  on  conclut  qu'en  désignant 
par  J  l'intégrale  (10)  on  peut  poser 

x}  =  log ^  -f-J,, 

u-v/s 


j,=y'(^v^-^B,)ii;,    ô,= 


B|  dépend  de  B.  Si  bi  est  racine  de  S,  J,  disparaît  pour  B,  =  o; 
c'est-à-dire  que,  pour  une  valeur  convenable  de  B,  l'intégrale  (10) 
s'exprimera  sous  forme  finie. 

Supposons  que  ce  cas  n'ait  pas  lieu.  Alors,  par  notre  procédé, 
nous  sommes  ramenés  à  l'intégrale  J,  de  la  même  forme  (10) 
(jue  J.  En  appliquant  notre  procédé  à  cette  nouvelle  intégrale,  on 
la  ramène  à  Jj.  En  |)oursuivant  celte  marche,  on  formera  la  suite 

dont  les  Icrnu's  soni  de  la  lorinc 


•'-/(S-")! 
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el  se  dëlcrmiDent  successivcmenl  à  l'aide  de  la  formule 

Vt  —  y/^ 

ou  U/  désigne  le  polynôme  du  premier  degré  trouvé  par  la  condi- 
tion que  U|-j-  v^  contienne  les  deux  facteurs  de  [z  —  f^/)^. 

On  a  maintenant  cette  proposition  évidente;  L'intégrale  (10) 
s'exprime  sous  forme  finie  si,  pour  un  certain  entier  o-,  on  a 
soit  i"J<,=  o,  pour  B<,=  o;  soit  a°  Jç=J,^|,  pour  B<j  =  B,^|. 
Pour  déterminer  l'intégrale,  dans  ces  cas,  on  prend  o-  équations 
qu'on  obtient  en  posant  dans  (12)  /  =  o,  i,  2,  ...,  c  —  1;  ces 
équations  jointes  à  l'équation  J<j=o,  dans  le  premier  cas,  et  à 
l'équation  1^  =  1^^,,  dans  le  second  cas,  donneront  respective- 
ment, dans  les  cas  indiqués, 

,        i  .      u-i-  vy/S           .                 I            ,      u-hv\/S 
J  =  —  loîî »         J  =  — ; ; lo'; ; 

m 

il,  c  représentent  des  polynômes  entiers;  on  peut  supposer  qu'ils 
satisfont  au  problème  du  n"  7  respectivement  pour 

12.  La  proposition  du  numéro  précédent  a  sa  réciproque  :  Si 
l*întégrale  (10)  s'exprime  sous  forme  finie,  la  série  (i  i)  présentera 
l'un  des  deux  cas  indiqués.  Pour  s'en  convaincre,  on  examine  à  part 
les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  J  s'exprime  sous 
forme  finie;  le  plus  petit  nombre  v  satisfaisant  au  problème  n"  7 
peut  être  égal  soit  à  a*',  soit  à  2*m,  m  étant  impair  et  supé- 
rieur à  I.  Dans  le  premier  cas,  on  a  (n"  7)  J  =  --  log  — — ^; 
d'autre  part,  en  s'appuyant  sur  les  équations  (12),  on  trouvera 
J  =  —  — ^-~=.  -r  J<j;  les  polynômes  u,  v  satisfont  au  problème 

du  n"  10,  pour  f  =  v,  et  l'on  reconnaît  aisément  que  les  polynômes 
i/i,  Vi  peuvent  être  regardés  aussi  comme  satisfaisant  au  même 
problème,  pour  le  même  /*;  on  peut  donc  supposer  qu'on  a  u  =  Ux^ 
i-  =  r,;  par  conséquent  on  a  J,y=  o,  pour  B^=:  o.  Dans  le  second 
ras,  en  désignant  par  7  le  plus  petit  entier  tel  que  2*^  ^   '  —  i  soit 
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divisible  par  /7î,  on  démontre,  en  procédant  à  peu  près  comme 
dans  le  cas  précédent,  qu'on  a  J<y==  Jj^.i,  pour  li<y=  B^r+i- 

13.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant:  Pour  que  V intégrale  1^ 
soit  exprimable  sous  forme  Ji  nie  y  il  faut  et  il  suffit  que  la  série 
(il)  soit  pour  une  certaine  valeur  de  B  ou  finie  :  J|,  Jj,  ..., 
J<y=  o,  ou  périodique  :  J| ,  Ja,   . . . ,  is^\ ,   . . . ,  J(7_i  >  J(t=  Jj+i  > 

J<j^i  =  J,^2  7 C'e^  conditions  étant  remplies j  la  valeur  de 

V intégrale  se  détermine  immédiatement  (n"  H). 

14.  Les  propositions  de  ce  Chapitre  peuvent  être  énoncées  au- 
trement. L'intégrale  J  de  la  forme  (lo)  est  une  transformée  de 
l'intégrale  (7);  supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  R  soit 
divisible  par  x.  Cela  étant,  on  se  propose  d'énoncer  les  proposi- 
tions, en  considérant  J  sous  la  forme  (7),  et  représentant  de  même 

J4,J2,  ...  sous  la  forme  J/=  1    '  .      ^  rfj:/,  R/ étant  divisible  par  x/. 

J       V^i 

On  voit  sur-le-champ  qu'on  peut  prendre  .r,-.  1  = — —>  et 

que  les  coefficients  a/,  [3/  ne  seront  pas  complètement  déterminés 
par  les  conditions  posées.  Le  plus  simple  sera  de  les  préciser  par 
la  condition 

.  .. .  (Ix       djr\        dxi 

(i3) 


v/R      /h,      /R2 
15.   Cela  fait,  on  obtient  aisément  ce  théorème  :   En  partant 


de  r  in  té  g  raie 


*x  -h  A 


J=    l  ^-^jip-djr,  IK  =  x'*-\- Ix^-k- mx^^  nxy 


on  forme  la  série 

J 1  »    Jjj    ....   J^-t-i  1    ...1   J(y— 1>  J»j?    •••? 

J/  =  /         dxi,         \\i  =  x}  -+-  lix]  -f-  niixj  H-  riiXi ; 

J      vR/ 

li's  termes  dr  la  srrir,  les  vdriables  ./*,,  .^'.^.  . .  .,  les  coej/icienls 
de  H,,  Ho les  constantes  A,,  Ao,     ...  sont  liés  par  les 
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4' q  nations 

Il  /— 

i 

^  ^  (8/1/-H/Î  — 4//m/)x, 

(  2  /|-  —  8  mi)Xi  —  8  Al/ 

(IJ  —  ^nuY- 


lt-k-\  =  —  h — 


2  //  —  8  //  //i/H-  16/1/ 


3/8  „. „.  .    »  , _.       « 


/?!,+,  =  —  2 m/ -h  -/;,  n/^-i  =  —  Ai/-h  -  //m/—  3/?, 

4  2  o 

(iG)  A/^i  =  2A/ -' 

2 

Powr  yw^  l'intégrale  J  s'exprime  sous  forme  finie,  il  faut  et 
il  suffit  que,  pour  un  certain  entier  o-,  on  ait,  soit 

la-i  —  4  ^(T-1 'WcT-i -+-  8  Tiff- 1  =  o, 
soit 

Ces  condilioDs  remplies,  la  valeur  de  Tinlégrale  se  détermine  à 
Faîde  de  a- -f- 1  équations  dont  les  o-  premières  s'obtiendront  en 
faisant  dans  (i4)  t=o,  i,  2,  . . . ,  o- — i;  la  (o"-4- 1)*'^'"*'  équation 
sera  J^=o,  pour  le  premier  cas,  et  J<,=  Jj^,,  pour  le  second 
cas.  On  peut  trouver  A  à  Taide  de  o-  -f-  1  équations  dont  les  o-  pre- 
mières s'obtiendront  en  faisant  dans  (iG)/=o,  i,  ...,o"  —  i;la 
(t4-  i)'«^™«  équation  sera  A<y^o,  pour  le  premier  cas,  et  A<y  =  A5^<, 
pour  le  second  cas. 

16.  On  remarquera  encore  que  les  radicaux  vRj,  y/l^a»  •••  sont 
lies  par  les  équations  (i3).  En  ayant  égard  à  ces  équations,  on 
trouvera,  à  l'aide  de  la  formule  (i5),  l'expression  suivante  des 
racines  des  polynômes 

ï\i=x}  ■+■  iixf  -h  mixf-hniXi=Xi(xi—  gi){xi—  g\){x  — f-]): 

/?/+!  = 


(»/)  {  ê^'i^-i 


(8Ai/-4-/?-4/i^/)y?-; 
(2/?  — 8m/).zr;— 8/?,  ' 

(2/,-  —  ^niijir,—  8/?,- 
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on  Irouvera  ensuile 

'^{gi^g'i—gï) 


gi+i  = 


17.  Voici  une  dernière  remarque  relative  à  la  méthode  du  d**  15  : 
on  sera  dans  le  premier  cas  du  théorème  ou  dans  le  second  cas, 
suivant  que  la  plus  petite  valeur  de  X,  satisfaisant  à  Téquation  (8), 
sera  2^  ou  2^ m  (m  est  impair  et  >  i). 

18.  Chapitre  IV,  —  Dans  les  Chapitres  11  et  TII  on  a  exposé 
des  méthodes  pour  la  détermination  de  Tintégrale  (7),  si  elle  se 
réduit  à  une  fonction  finie  ;  de  là  on  conclut  des  conditions,  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  que  cette  réduction  soit  possible.  Mais 
la  forme  de  ces  conditions  ne  permet  pas  de  regarder  la  question  du 
n°  1  relative  à  Tintégrale  (7)  comme  entièrement  résolue;  ces  con- 
ditions exigent  encore  certains  compléments.  C'est  le  Chapitre  V 
qui  sera  consacre  au  complément  à  la  condition,  résultant  de  la 
méthode  du  Chapitre  111,  pour  le  cas  où  les  coefficients  de  R 
sont  des  nombres  réels  quelconques.  On  y  donne  encore  le  com- 
plément à  la  condition,  résultant  de  la  méthode  du  Chapitre  II, 
en  se  bornant  toutefois  aux  cas  les  plus  simples  de  R. 

Dans  le  présent  Chapitre  on  s'occupe  de  deux  transformations, 
qu'on  appliquera  à  l'intégrale  (7)  avant  de  procéder  suivant  les 
méthodes  connues.  Ces  transformations  sont  dues  à  M.  Tchebv- 
cheff. 

19.  La  première  transformation  a  pour  but  de  remplacer  dans 
rintégrale  (7)  le  polynôme  \\=  x"^ -{- Ix^ -{- mx- -{- nx -\- p  par 
R,  =  j::J  -|-  l^x]-^  m^x]  H-  /i,  .r<,  de  sorte  que  /|,  m<,  n^  s'expri- 
ment rationnellement  en  /,  m^  /?,  p. 

Si  R  a  une  racine  qui  s'exprime  rationnellement  en  /,  ni^  f^^Pi 
et  seulement  dans  ce  cas,  lu  transformation  demandée  peut  être 
efiectuée  en  introduisant  une  variable  ^1  liée  kx  par  une  équation 
du  premier  degré  par  rapport  à  .r  et  j*,.  Si  K  n'a  pas  de  pareille 
racine,  on  cherche  s'il  nVsl  pas  possible  d'eirectuer  notre  trans- 
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formation  à  Taide  de  la  variable  x^  liée  à  .r  par  une  équation  du 

second  degré  en  x  ei  Xt  : 

f 
(ajr^-^-'ibx-^-  c)x}  -h  7.(a' x^  -h  ib'x  -f-  c)xx  -f-  {a"x^  -h  '26'V-h  c')  =  o. 

En  posant 

p  r=  ( a'.r« -f- 2 ô'x  -hc')' —  (aar' -+-a6x    -^  c){a'' x^ -^ 'ib" x -\- c  ), 

on  a 

J       /p  J   rt:r} -h  2a  x,-h«       ,/   \       ax\-,-'j.axi-r-a  /^p^ 

Pour  que  p  coïncide  avec  R,  que  pi  soit  de  la  forme  R|,  et  que 
la  troisième  intégrale  fournisse  l'intégrale  de  forme  (7),  les  neuf 
coefRcienls  de  la  substitution  doivent  satisfaire  à  sept  certaines 
équations  qui  conduisent  à  prendre  a=o,  b=^±\\  le  plus  simple 
ensuite  sera  de  prendre  a"=o;  alors  on  a  fc"=  o,  et,  pour  tous 
les  autres  coefficients  de  la  substitution,  ainsi  que  pour  les 
coefficients  de  p,  =  R|,  on  trouvera  des  valeurs  s'exprimant  ra- 
tionnellement en  /,  /?i,  w,  p. 

La  substitution  ne  peu  t  être  appliquée  si  Ton  a  8  /i  +  /' — ^lni'=zo] 
mais  alors  l'intégrale  s'exprime  par  la  formule  (8)  en  prenant 
Â  =  2. 

20.  La  seconde  transformation  a  pour  but  de  remplacer  l'inté- 
grale (7), dans  le  cas  où  les  coefficients  de  R  =  x*-f-/j:''-i-A??x--f-/iJ7 
sont  des  nombres  algébriques  réels,  par  une  autre  de  même  forme  ; 
si  cette  nouvelle  intégrale  s'exprime  parla  formule  (8),  la  plus 
petite  valeur  de  \  sera  impaire;  les  racines  du  nouveau  polynôme 
sous  le  signe  de  radical  seront  exprimées  rationnellement  en 
/,  m,  «. 

21.  Supposons  que  R  satisfasse  à  la  condition  du  n"9.  Nous  al- 
lons d'abord  indiquer  une  substitution  qui  permet  de  remplacer 
H  par  un  polynôme  R«,  de  même  forme,  dont  les  racines  s'expri- 
ment rationnellement  par  les  nombres/^,  /*,  5,  v^-^(^  —  P''~^P^)^ 
en  sorle  que,  dans  le  cas  supposé,  ces  racines  s'expriment  ration- 


-8  PREMIÈRE  PARTIE, 

nellemenl  par  /,  //?,  /?.  Voici  celle  suLstiLulion  : 

(  />  —  r  )*  (  ^*  -f-  w  ^  ) 
{r  —  p)x  -\-  S      ' 
elle  donne 

r=L±j^  ds = i  log  £■ + v^^-  !"■+(/>  -:zs  ^  i  r£i±A'  rf^, 

J     /K  a        x,-v/x,[x,-f-(/>-r;«J        »J      /K, 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  dans  l'intégrale 

A, 


rT,-{-A 

J   v/r: 


dxi 


les  racines  du  polynôme  — ^  sont  non  seulement  réelles,  mais  aussi 

de  même  signe  (si  cela  n'avait  pas  lieu,  on  changerait  Rf,  par  la 
substitution  x<  =  a  -h  a:',  en  un  polynôme  qui  posséderait  la  pro- 
priété énoncée). 

Remarque.  —  ATaide  des  substitutions  de  ce  numéro,  le  poly- 
nôme  K=^x^ -\-  Ix^  -\-  mx^-^-  nx^  /,   m,  n  étant  des   nombres 

réels  quelconques,  peut  être  remplacé  dans  l'intégrale  (7)  par  R', 

R'      .  , 

tel  que  toutes  les  racines  de  —;  soient  réelles  et  de  même  signe. 

22.   Supposons  que  le  polvnônie 

OÙ  ^,,  g\,  g\  sont  rangés  par  ordre  de  valeur  absolue  crois- 
sante, satisfasse  aussi  à  la  condition  du  n"  9.  En  appliquant  alors 
plusieurs  fois  la  substitution  du  second  degré  indiquée  dans  le 
n"  21,  on  réduira  successivement  R|  à 

R/=  .r/(.r/— /r/)(.r/— A'/)(x/— A"';),         (1  =  0.,  3,    . .  .  )- 
OÙ  Ton  a 

On  continuera  la  réduction  jusqu'à  ce  qu'on  j)arvicnne  à  une 
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inlégrale   /    ^      '  ^  rfxy,  présenlanl  riin  de  ces  deux  cas  : 

I"  Ou  bien gy-i- g'y,  —  g".,  est  nul;  alors  on  ne  peut  pas  continuer 
la  réduction,  mais  dans  ce  cas  l'intégrale  dernière  s'exprime  par 
la  formule  (8),  pour  )v  =  2  ; 

2**  Ou  bien  ^gygy  {gl  —  ffv){ffw  —  /Tv )  ^^  s'exprime  pas  ration- 
nellement par  les  coefficients  de  R;  alors  l'intégrale  dernière 
présentera  la  transformation  cherchée. 

Si  le  premier  cas  n'a  pas  lieu,  on  se  trouvera  nécessairement 
dans  le  second.  Pour  s'en  convaincre,  on  examine  les  nombres 
positifs 

on  voit  d'abord  qu'on  a  Xr/+i  =  'LlJiLy  et  l'on  démontre  ensuite, 

i-t-  A7 

suivant  Zolotareff,  qu'un  certain  k\  ne  s'exprimera  pas  rationnel- 
lement par  les  coefficients  de  R. 

Remarque.  —  Soient  /    ^ ,_  '  dxi,    1    *"^!        ^'*'-  dxu^  les  in- 

lëgrales  considérées  dans  ce  numéro;  si  la  première  intégrale  s'ex- 
prime par  la  formule  (8)  et  si  le  plus  petit  nombre  X/  est  pair, 
le  plus  petit  nombre  \i^i  correspondant  à  la  seconde  intégrale 

sera  égal  à  —  • 

23.  Chapitre  V,  —  Ce  Chapitre  est  consacré  principalement 
au  complément  de  la  condition  contenue  dans  le  ihcorùmc  du 
n"  lo.  On  distingue  deux  cas,  suivant  que  les  coefficients  du  poly- 
nôme R  =  j:*-|-  lx^-{-  mx^-{-  nx  -\- p  sont  des  nombres  réels  al- 
gébriques ou  transcendants. 

Premier  cas,  —  On  suppose  qu'on  a  effectué,  s'il  était  néces- 
saire, les  transformations  du  Chapitre  IV.  On  a  donc 

R  =  x^-^  Ix^-i-  mx^-h  nx, 

/,  /w,  n  étant  des  nombres  entiers  algébriques,  et  la  condition  Au 
n**  15  s'énonce  [voir  n°  17)  ainsi  :  pour  que  l'intégrale  (7)  soit 
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exprimable  sous  forme  finie,  il  faut  et  il  suffit  qu'ion  ait  pour  un 
certain  eiilier  t,  7^=  /|,  /?i<y=  /?i|,  /î^=  /i,. 

Cela  posé,  on  démontre  ce  théorème  :  Si  l'intégrale  J  s'exprime 
sous  forme  finie,  les  nombres  de  ious  les  systèmes  //,  nii,  /i/  se- 
ront des  entiers  algébriques.  Ceci  donne  le  mojen  de  reconnaître, 
dans  beaucoup  de  cas,  Timpossibililé  de  Tintégrale  sous  forme  finie. 

2i.  C'est  xM.  Tchebvcheff  qui  a  énoncé  ce  théorème,  dans  le 
cas  des  coefficients  /,  /;î,  n  rationnels,  et  qui  en  a  déduit,  dans  ce 
cas,  le  complément  suffisant  à  la  condition  du  n°  23. 

On  voit  d'abord,  à  Taide  des  formules  (17),  qu'on  a 

nif  —  3  //  /i/  =  m'  —  3  M, 
nf  ( 4 /|-  /îi  —  //  tnj  —  iS/iniint -^  4m? -h  27 w/  ) 
=  w*(4/'/i  —  /*//i«— 18/m/i  -f-4m»-+-a7/iî); 

en  vertu  de  ces  équations,  le  théorème  cité  donne  le  complément 
suivant.  Les  coefficients  /,  /?i,  n  étant  des  nombres  entiers  ra- 
tionnels, en  calculant  les  systèmes  /,-,  /w/,  /i/,  on  parviendra  tou- 
jours, après  uu  nombre  fini  d'opérations,  à  un  système  /<y,  m^,  n^ 
qui  présentera  Tun  des  deux  cas:  1°  les  nombres  du  système  sont 
respectivement  égaux  à  ceux  du  système  /,,  m,,  /?,;  a"  les  nom- 
bres du  système  ne  sont  pas  entiers.  On  sait  que,  dans  le  premier 
cas,  rintégralc  s'exprime  sous  forme  finie;  dans  le  deuxième  cas 
elle  n'est  pas  possible  en  termes  finis. 

23.  Revenons  au  cas  général.  Aux  suppositions  faites  au  com- 
mencement du  n"  23  on  ajoute  celle-ci  :  les  racines  g,  g\  g'^  du 
polynôme  ^  =  J^i-r  —  g)  {w  —  g'){x  —  g^)  sont  réelles,  de  même 
signe,  et  rangées  par  ordre  de  valeur  absolue  croissante  (voir 
n«2I,  ne  m,). 

Soient 


gi,  g],  g]  étant  calculés  d'après  les  formules  (18);  posons 

-  .'  o   _    .'  ,    _    '''  Q  fi 

i»ii  a,  b.  /  sont  des  iu)inbre<  entiers  algébriques:  ai,  b/,  f^  sont 
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des  entiers  calculés  d'après  les  formules 

ai^i  =  (aibi-i-  ai  fi—  bifi)^, 
bi^x  =  (ciibi-h  biJi  —  aifiY, 
fi+x  =  {aifi'+-  bifi—  aibiY, 

Nous  regarderons  ces  nombres  comme  des  nombres  algébriques 
dépendant  d'une  racine  de  l'équation  irréductible,  à  coefficients 
entiers  rationnels, 

(19)  i'^-i- Al f «-*-!- As p'»-*  +  ..  .=  o. 

Cela  posé,  on  démontre  le  théorème  de  Zolotareff  qui  fournit 
le  complément  suffisant  à  la  condition  du  n'^  23.  En  calculant  les 
systèmes  «/,  fr/, //,  on  parvient  toujours,  après  un  nombre  fini 
d'opérations,  à  un  sj^stème  a<y,  6<y,  /<j  qui  présentera  l'un  des  deux 
cas  :  i"  les  nombres  du  système  donnent  a^,  p<,  respectivement 
égaux  à  a,,  ^t;  2"  un  des  nombres  du  système  contient  des  fac- 
teurs premiers  qui  ne  divisent  pas  à  la  fois  deux  des  nombres  a  a, 
2  by  2/.  Dans  le  premier  cas,  on  aura  lfj=  /<,  mft=^  m^^  nfj=  /i|, 
et  l'intégrale  s'exprime  sous  forme  finie;  dans  le  second  cas,  l'in- 
tégrale est  impossible  sous  forme  finie. 

26.  Remarque,  —  Pour  reconnaître  le  second  cas  du  complé- 
ment, il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la  décomposition  des 
nombres  algébriques  en  facteurs  premiers,  car  on  a  la  proposition 
suivante  :  Soient  N,  M  deux  nombres  entiers  dépendant  d'une  ra- 
cine de  l'équation  (19)  et  v  l'exposant  le  plus  haut  qu'on  trouve  en 
décomposant  la  norme  du  nombre  N  en  facteurs  premiers  ration- 
nels; pour  que  Ions  les  facteurs   premiers  de  N  soient  contenus 

:\iv 
dans  M,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  algébrique  -^  soit  entier. 

27.  Second  cas.  —  On  suppose  R  =  j:'(a:  —  g){j^  —  ^)('^' — o")» 
ffj  ^'  ff''  étant  réels,  de  même  signe,  et  rangés  par  ordre  de  va- 
leur absolue  croissante  (voir  n°  21,  Rem.), 

Posons  A^  —  —,  ^ ..~  ^ ,  h  =  '^  ~^ '    Pour   que    rintéc:rale    soit 

possible  sous  forme  finie,  les  nombres  Â*,  b  doivent  être  liés  par 

une  équation   algébrique.   Soit  M  Je  degré  de  l'équation  irréduc- 
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lible  4" —  A|  9j^^^  — ...=:  o,  où  les  A/  sont  des  nombres  composés 
rationnellement  avec  k-. 

Cela  étant,  on  a  le  complément  suivant  à  la  condition  du  n""  15  : 
Si  rintégrale  s*e\prime  <ous  forme  finie,  le  nombre  ?  ne  surpasse 
pas  M.  Ce  complément  appartient  à  ZoIotarefT. 

28.  Remarque.  —  En  supposant  les  coefficients  de  R  imagi- 
naires, on  peut  démontrer  les  propositions  analogues  à  celles  qui 
font  Tobjet  du  Chapitre  présent.  Ces  propositions  donnent,  pour 
des  cas  assez  étendus,  les  compléments  suffisants  à  la  condition 
du  n» 15. 


IIEINRICHS  (  E.  ).  —  Ueber  den  Bundel  der  jemgen  kubischen  Rvumcur- 

VEN,    WELCHE   EIN  GEGEBENES  TeTRAEDER   IN   DBRSKLBEN  ArT   ZIM    GEMEI.N- 

S.41IEN  ScHMiEGiNGSTETRiEDER  HABEN.  InBugural-DissertatioD  ;  48  p.  in-S"*. 
Wermelskirchen,  1887. 

M.  K.  Sturm,  dans  un  intéressant  Mémoire  inséré  dans  le 
XXVI'  Volume  des  Mathcmatische  Annalen  (*  )  avait  considéré 
la  figure  formée  par  le  système  de  cubiques  gauches  passant  par 
1rs  sommets  A,  C  d'un  tétraèdre  ABCD,  admettant  en  ces  points 
los  arêtes  opposées  AB,  CD  comme  tangentes  cl  les  plans  BCD, 
ABI)  roinme  plans  d'osculalion.  L'objet  principal  de  M.  R.  Sturm 
était  d'étudier  les  collinéations  cl  les  corrélations  par  lesquelles 
une  cubique  gauche  se  reproduit  elle-même.  L*un  de  ses  disciples, 
M.  Krnsl  lleinrichs,  vient  de  faire,  de  Télude  de  celle  figure,  le 
sujet  de  sa  dissertation  inaugurale.  Une  courbe  de  ce  système  est 
«létermiuée  d'une  laçon  univo({uc,  soil  par  un  point,  soil  par  un 
plan  oseulalour,  et,  si  Ton  se  donne,  par  exemple,  un  point,  on 
jH'ul  construire  géométriquement  la  tangente  et  le  plan  osculaleur  à 
la  courbe  (lui  passe  parle  point.  Les  tangentes  aux  diverses  courbes 
du  syslènie  forment  un  conqjlexe  Ictraéclral.  A  chaque  droite  de 
rc  roMiplexe  correspondent  un  point,    le  point  de  contact,  et  \\n 


{*  )  IJrhrr  ("oUinvationen  und  Correlationen,  weic/ie  Flachcn  2.  Grades  oder 
inhÎHi  lu-  /{(tutururK'Cfi  in  sic/i  sdbst  transfornurcn. 
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plan,  le  plan  d'osculatîon  ;  l'étude  de  cette  correspondance  fournit 
plusieurs  propositions  intéressantes,  ainsi  que  celle  du  Nullsystem 
d'ordre  supérieur  déterminé  par  la  correspondance  entre  chaque 
point  de  l'espace  et  le  plan  osculateur  à  la  cubique  du  système  qui 
passe  par  ce  point.  Enfin,  après  s'être  occupé  de  la  surface  dé- 
crite par  une  cubique  du  système,  quand  le  point  par  où  elle  doit 
passer  se  déplace  sur  une  droite,  l'auteur  termine  son  travail  en 
donnant  quelques  propriétés  du  système  de  trois  points  suivant 
lesquels  un  plan  est  rencontré  par  une  cubique  du  système. 

J.  ï. 


Tu.  d'OPPOLZEII.  —  Traité  dk  la  détermination  des  orrites  des  comètes 
BT  DES  PLANÈTES.  Édition  française,  publiée  d'après  la  deuxième  édition 
allemande  par  E,  Paxquier,  professeur  d'Astronomie  à  l'Universilé  de  Lou- 
vain,  Premier  volume.  Paris,  Gauthier-Villars,  1886,  xxvi-491  pages  in-4* 
et  ccix  pages  de  Tables. 

Voici,  d'après  la  Préface  du  traducteur,  en  quoi  la  traduction 
française  diffère  de  l'édition  allemande  :  i"  pour  la  mesure  du  temps 
et  pour  celle  des  longitudes,  le  traducteur  a  admis  le  temps  civil 
et  l'heure  universelle,  conformément  aux  décisions  du  Congrès 
de  Washington,  mais  en  indiquant,  dans  une  Note,  les  moyens  de 
traduire  les  données  dans  l'ancien  système;  2"  le  présent  Volume 
forme  un  tout  complet;  il  n'y  a  pas  de  renvois  au  tome  II,  le  tra- 
ducteur ayant  emprunté  à  celui-ci  les  Tables  VIrf  et  XIV  et  la 
manière  de  former  une  position  normale;  3°  à  la  suite  d'une  revi- 
sion minutieuse,  faite  par  M.  von  Oppolzer,  Schram  et  Pasquier, 
le  texte  et  les  Tables  ont  subi  diverses  corrections  et  additions.  Les 
Tables  corrigées  sontXrf.  col.  B|,  et  X^i  ;  comme  correction  du  texte, 
il  faut  signaler  les  nouveaux  critériums  relatifs  au  signe  de  l'angle 
27,  qui  intervient  dans  la  détermination  des  orbites  paraboliques; 
parmi  les  additions,  on  remarquera  l'article  x  du  Chapitre  V  de  la 
première  Partie  et  l'exemple  de  la  comète  Cruls  de  1 882,  relatif  aux 
solutions  multiples. 

La  traduction  a  été  faite  avec  la  collaboration  de  MM.  von  Oppol- 
zer, R.  Schram  et  C.  Dusausoy. 
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SUR  L1MTÉ6RALE    f*  e''  dx  ; 
Par  un  ANONYME. 


Soit 


On  a 


dv. 


d'où 


i/'(x)/(x)=  f  ixe-''*^^^'''^dv 

•■0 


1  TTT:^  ''"• 


/(x)  s'annulanl  avec  x^  on  Irouvc  C  =  -^  et,  par  suite, 


/î(ar)  =  -—   /      dv 


L'inlégralc  qui  fij^ure  dans  le  second  membre  est  inférieure  à 


X    •  +  »•'"  4        • 
Donc  on  peut  écrire 


0 


4 

et,  supposant  x>  o. 


p{x)  =  ^ ( I  —  e<?-^-^),       o  <  e  <  I 


On  déduit  de  là 

"^0 
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GROSS  (W.)-  —  Ueber  die  Combinanten  binarer  Formensysteme  welche 
EBENEN  RATIONALEN  CuRTEN  ZUGEORDNET  8IND.  Inaugural-Dissertdtion,  5i  p. 
in-8^.  Stuttgart,  1887. 

Les  combinants  associés  à  une  courbe  rationnelle  plane,  dé- 
terminée par  les  équations 

sont  des  fonctions  des  coefficients  a/y,  des  variables  binaires  A, 
).i>  ou  de  plusieurs  séries  de  telles  variables,  des  variables  ter-- 
naires  x^,  X2,  ^3,  ou  de  plusieurs  séries  de  telles  variables,  qui, 
lorsqu'on  soumet  les  variables  binaires  à  une  même  transforma- 
tion linéaire,  et  les  variables  ternaires  x^j  x^^  Xz,  ...,  ainsi  que 
les  coefficients  «ly,  «27?  ^nj  C/=  ï?  ^t  •••?  ^)î  ^  ""^  même  trans- 
formation linéaire,  se  reproduisent  à  un  facteur  près,  qui  ne  dé- 
pend que  des  coefficients  des  deux  substitutions.  L'intérêt  géomé^ 
trique  de  ces  fonctions  est  bien  évident. 

La  dissertation  inaugurale  de  M.  Gross,  qui  leur  est  consacrée, 
comprend  trois  Chapitres  dont  le  premier  se  rapporte  aux  courbes 
rationnelles  générales. 

L'auteur  nous  prévient  que  les  généralités  par  lesquelles  il  dé- 
bute sont  empruntées  en  partie  aux  Leçons  de  M.  Brill  pendant  le 
semestre  d'hiver  1 885- 1886.  Il  établit  d'abord  un  théorème  dû  à 
M.  Gordan,  et  relatif  au  cas  où  le  combinant  ne  contient  pas  de 
variables  ternaires  :  tous  les  combinants  de  cette  nature  sont  des 
covariants  de  la  forme 

Aa)  fiw  fiM 

0=    /2(X)  M^)  Mç) 

/3(X)    /adx)    Mv) 

où/ij/2j/3  sont  les  trois  polynômes  auxquels  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  doivent  être  proportionnelles  et  où  \  [jl, 
V  désignent  trois  séries  de  variables.  La  forme  G  peut  être  ainsi 
regardée  comme  une  fonction  génératrice  de  ces  combinants.  On 
trouve  aussi,  par  un  procédé  analogue,  des  fonctions  génératrices 
dans  le  cas  général.  L'auteur  montre  ensuite  comment  on  peut 
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remplacer  ces  fonctions  génératrices  par  des  combinants  élémen- 
taires, dont  les  autres  combinants  sont  des  invariants  ou  cova- 
riants  binaires  simultanés.  Diverses  méthodes  permettent  d'ob- 
tenir ces  combinants  élémentaires. 

Dans  le  second  Chapitre  M.  Gross  applique  cette  théorie  aux 
courbes  rationnelles  du  troisième  ordre,  en  interprétant  géométri- 
quement tous  les  résultats  qui,  pour  la  plupart,  se  rapportent 
d'ailleurs  à  des  propriétés  connues. 

Quand  on  passe  aux  courbes  du  quatrième  ordre,  dont  il  est 
question  dans  le  dernier  Chapitre,  on  rencontre  des  difficultés 
assez  considérables  pourl'interprétation  géométrique  des  invariants 
et  covariants  obtenus  par  les  procédés  de  TAlgèbre.  Les  combinants 
élémentaires,  toutefois,  s'interprètent  sans  peine.  On  parvient,  en 
outre,  à  quelques  résultats  intéressants,  parmi  lesquels  l'auteur 
signale  le  suivant  :  il  existe  un  faisceau  de  coniques  qui  touchent 
la  conique  des  points  d'inflexion,  la  conique  des  huit  points  de 
contact  des  quatre  tangentes  doubles,  et  la  conique  tangente  aux 
six  coniques  d'inflexion.  J.  T. 


AHRENDT  (A.).  —  Untersuchungen  uber  die  ParallelflaI^hen  der  Fla- 
CHEN  ZWEITEN  Grades.  Inaugural-Dissortalion.  ln-8°,  75  p.  Rostock,  1888. 

Divers  auteurs  se  sont  occupés  des  courbes  parallèles  aux  co- 
niques et  des  surfaces  parallèles  aux  quadriques.  M.  Asmus 
Ahrendt,  dans  l'exposé  historique  qui  forme  le  début  de  sa  disser- 
tation inaugurale  signale  les  recherches  de  Cauchy  (*),  Cata- 
lan (2),  Salmon  ('),  Gayley(^),  Fiedler(5),  Roberts(o),  Craig('), 
Neumann  (*),  Schulze  (®). 


(*)  Comptes  rendusj  l.  Xlll. 
(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  t.  III. 
(»)  Treatise  on  the  higher  plane  curveSy  Treatise  on  conic  sections, 
{*)  Annali  di  Matematica,  t.  III.  Quarterly  Journal^  t.  XI. 
(»)  GrunerVs  Archiv,  t.  XXXIX. 

(•)  Quarterly  Journal^   t.   XII.   Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society,  t.  IV. 
(')  C relie,  93  et  94. 

(•)  Untersuchungen  iiber  die  Paralleljlàche  des  Ellipsoïds.  Halle,  1878. 
(•)  Ueher  die  Paralleljlàche  des  elliptischen  Paraboloids.  Halle,  1886. 
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L'auteur  expose  les  résultats  essentiels  dus  à  ses  devanciers  et 
V  ajoute  l'étude  des  lignes  de  courbure  et  la  recherche  des  droites 
situées  sur  les  surfaces  considérées;  enfin  Tétude  des  singularités 
est  faite  d'une  façon  nouvelle. 

La  première  Partie  est  relative  aux  lignes  de  courbure,  et  en 
particulier  à  leurs  éléments  numériques  (ordre,  classe,  rang,  etc.). 
L'auteur  étudie  successivement  le  cas  d'une  quadrique  à  centre 
unique  et  celui  d'un  paraboloïde. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  recherche  des  droites  situées 
sur  la  surface  parallèle  si  la  quadrique  est  à  centre  :  il  y  a  seize 
droites  à  distance  finie,  qui  correspondent  aux  huit  génératrices 
de  la  quadrique  qui  passent  par  3es  ombilics;  les  droites  avaient 
déjà  été  signalées  par  Roberts  comme  lignes  doubles  de  la  sur- 
face. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie,  M.  Ahrendt  s'occupe  des  lignes 
doubles.  Si  la  surface  est  parallèle  à  une  quadrique  à  centre,  on 
trouve  en  dehors  des  seize  droites  trois  coniques  dans  les  plans 
principaux,  et  les  intersections  du  plan  de  l'infini  par  la  qua- 
drique et  par  une  sphère.  J.  T. 


P.  MANSION.  —  Elbmente  dbr  Théorie  der  Déterminantes  mit  vielen 
UBBUNGS\t'Fr.ABEN.  ZweilB  vermehrlc  Auflaj^e.  Leipzijç,  Teubner,  1886; 
xxiv-66  in-8*. 

Pour  les  pages  1-49?  cet  Opuscule  n'est  qu'une  Titelausgabe; 
mais  l'introduction  (p.  iiv-xxiv)  et  l'appendice  (p.  5o-56)  sont 
nouveaux.  L'introduction  offre  au  commencement  une  exposition 
très  élémentaire  des  propriétés  fondamentales  des  déterminants  à 
deux  ou  trois  lignes.  L'appendice  contient;  i^ladiscussion,  dansles 
cas  d'exception,  des  équations  linéaires;  a"  la  démonstration  de 
la  propriété  fondamentale  des  déterminants  nuls;  3"  un  exposé 
rigoureux  de  la  méthode  dialjtique  d'élimination.  Même  la  pro- 
position fondamentale  directe  de  cette  méthode  est  établie  sans 
recourir  au  théorème  :  Toute  équation  algébrique  a  une  racine. 


*9* 
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E.  CATALAN.  —  Mélanges  mathématiques.  Mémoires  de  la  Société  royale 

de  Liège,  (2),  XII  etXïII;  1 885- 1886  (»). 

Dans  ces  deux  Volumes  très  intéressants,  l'Auteur  a  réuni 
d'innombrables  Notes  publiées  par  lui  de  i838  à  1886,  dans  divers 
Recueils  mathématiques  de  France,  de  Belgique  et  d'Italie,  plus 
un  certain  nombre  d'articles  inédits.  Celles  qui  ont  été  imprimées 
à  partir  de  1868  ont  été  signalées  dans  le  Bulletin  de  Darboux  et 
dans  le  Jahrbuch  iiber  die  Forschritte  der  Matheniatik  au  fur  et 
à  mesure  de  leur  publication  ;  la  plupart  des  autres  sont  indiquées 
à  leur  place  logique,  dans  le  Discours  sur  les  tra^^aux  mathéma- 
tiques de  M.  E  u  gène-Charles  Catalan^  par  M.  P.  Mansion,  publié 
en  tète  du  Volume  I. 

Ces  deux  Volumes  contiennent,  entre  autres  choses,  en  Arith- 
métique supérieure,  plusieurs  Notes  sur  la  partition  des  nombres, 
plusieurs  aussi  sur  les  nombres  de  BernouUi,  d'innombrables 
recherches  sur  les  séries  et  des  intégrales  définies  particulières,  beau- 
coup de  théorèmes  généraux  ou  spéciaux  sur  la  théorie  des  sur- 
laces  (surfaces  développables,  élassoïdes,  surfaces  orthogonales, 
coordonnées  curvilignes). 

Il  y  en  a  aussi  un  certain  nombre  plus  élémentaires,  sur  l'Algèbre, 
la  Géométrie,  la  Géométrie  analytique  plane,  la  Trigonométrie 
sphérique;  quelques-unes  ont  rapport  au  Calcul  des  probabilités. 
Mais  il  est  impossible  de  classer,  en  peu  de  lignes,  sous  des  titres 
précis,  les  '?.  1 5  Notes,  grandes  ou  petites,  que  l'Auteur  a  réunies  en 
800  pages  écrites  avec  la  clarté  et  la  concision  qui  caractérisent 
tous  ses  Ouvrages. 


(')  Un  troisième  Volume  a  paru  en  1888.  Nous  en  rendrons  compte   ultérieu- 
rement. 
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SUR  LES  EXPRESSIONS  DES  ANGLES  D'EULER,  DE  LEURS  FONCTIONS 
TRI60N0MÉTRIQUES  ET  DES  NEUF  COEFFICIENTS  D'UNE  SUBSTITUTION 
ORTHOGONALE  AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  THÊTA  D'UN  SEUL  ARGU- 
MENT; 

Par  m.  Ferdinand  CASPARY. 

Les  neuf  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  ont  été  ex- 
primés pour  la  première  fois  par  Euler  à  l'aide  des  fonctions  tri- 
gonométriques. 

Ces  fonctions,  les  angles  qui  y  entrent,  ainsi  que  les  coefficients 
d'une  substitution  orthogonale  peuvent  être  représentés,  d'une 
manière  extrêmement  simple,  par  les  fonctions  thêta  d'un  seul 
argument. 

Dans  le  Mémoire  présent,  je  me  propose  d'établir  ces  expres- 
sions générales  et  d'en  déduire  les  formules  particulières  qui  four- 
nissent la  résolution  de  quelques  problèmes  de  rotation.  On  verra 
que  les  unes  et  les  autres  ne  sont  que  des  identités  y  légèrement 
transformées. 

Quant  aux  résultats  de  mes  recherches,  j'en  ai  déjà  communiqué 
quelques-uns  dans  deux  Notes,  insérées  aux  Comptes  rendus  (*  ). 

Les  expressions  générales  que  je  vais  établir  se  déduisent,  sans 
exception,  au  moyen  d'un  simple  système  de  quatre  équations  qui 
représentent  les  transformations  du  second  degré,  relatives  aux 
fonctions  thêta  d'un  seul  argument.  Pour  ne  supposer  rien,  dans 
ce  Mémoire,  de  la  théorie  de  ces  transcendantes,  je  démontrerai, 
d'une  façon  tout  à  fait  élémentaire,  même  ces  quatre  équations 
bien  connues. 

Iv  Formules  préliminaires.  —  Soient  aAx(A',  A  =  i,  2)  quatre 
quantités  quelconques.  En  désignant  par  amn{my  /i  =  1 ,  2,  3)  les 
neuf  coefficients  d'une  substitution  orthogonale,  liés  entre  eux  par 
les  relations 

\  (t  /^  m;     /,  m  =  ï,  2,  3), 

Cl/iaml-^  CtltOmî-^  Cl/3afn3~  O,    ) 

les  coefficients  amn  peuvent  être  représentés  identiquement  de  la 


(')   Voir  l.  CVII,  p.  819,  901,  937. 
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manière  suivante  : 

i«A»ati=      «I|al|-^a^la[tt; 


(I) 


«JUatt  =  —  «Il  *ii-+'  «it  «it* 
«JUa)i  =  —  «iiflCts — Sit^i' 

D'après  les  formules  d^Euler,  on  a,  d'autre  pari, 

ait  =  cosO  sincp  sîn«|/  +  cos^  cosij', 
an  =  cosO  sincp  cos«|/  —  coscp  sinij') 
asi  =  —  sinOsin^; 

ait  =  C08  0  C08  ^  sin  4^  —  sin  o  cos  4^, 
(El)  (  ast  =  cosOcos^  cos«|/ +  sin^  sin^^, 

ast  =  — sinOcoscp; 

ai8=  sinO  sin<|;, 
as3=  sînO  cos^j 
a^i  =  cos  6. 

En  égalant  les  expressions  des  coeiBcients  amny  établies  dans  < 
deux  systèmes  d'équations,  on  trouve  immédiatement 

cosu  = >  sinU  = > 

cos<p  =       ^  sin©  =       — - —  * 

atVanai,a„a„  '  ^/ôii 


w 


aiVaiia„a„a2t  a/aiia„a„a,, 

6  =  -i  loff  °'"^'»"^^^»^^"^  ^/g|i«n«ii«n 
'■**        311131,1-+- «ija,,  — 2  v/aiiaiîa„aî, 

o  =  — .  log , 

21  3^11  «îl 

<}#=:    —.log 

•^*  «11  «U 
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2.  Formules  auxiliaires,  relatives  aux  fonctions  thêta 
[Transformations  du  second  degré).  —  Jacobi  (*)  a  défini  le.< 
quatre  fonctions  thêta  par  les  séries 

=  I  —  %q  cosaw  -4-27*  cos4m'  —  iq^  cosGtf^  -f-. . ., 

V- 
=  'i^(%\nw  —  y*  sinSw  -^  7*  sinStv  — . .  ,K 


(!)      ( 


&.(«',?)=  2?''*""''^'*''"' 


)(v/ 


=  ^/^(cosw  -h  y*  cos3(v  -T-  9*  cosStv  -+-. . .), 

1  =  n-ay  cosaw  -4-2^*  cos4m'  -h  a^'cosôtv  -f-. . ., 

(|x  =  o,=bi,=h2,  ...,dzoo). 

Si  Ton  multiplie  les  deux  fonctions  2^3  (w,  5^)  et  2^8  (x,  </)  dont 
s  arguments  w  et  a:  sont  différents  et  dont  les  modules  q  sont 
aux,  on  a 

^l{^,q)%{x.  q)^^qV''e^V'^i^q^'e^^'i, 
(|x,  V  =0,  d=i,  ±2,  ...,d:3c). 

En  posant 

tte  formule  devient,  à  cause  des  identités 

suivante  : 


On  voit  aisément  que  ces  sommes  représentent  des  fonctions 
^  Wéia  dont  les  modules  sont  égaux  à  q^  et  dont  les  arguments  sont 
^^*  +  :r  et  iv  —  X. 


(')  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  5oi. 
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Comme  la  somme  et  la  dilTércnce  de  deux  nombres  sont 
^omod.  2,  les  nombres  is  et  arf  sont,  l'un  et  l'autre,  ou  pairs 
ou  impairs. 

Par  conséquent,  dans  le  second  membre  delà  dernière  formule, 
les  nombres  is  et  arf  prendront  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  — 00  à  -f-oo,  et  chaque  valeur  une  seule  fois,  si  Ton  fait 
parcourir  les  nombres  2  5  et  arf  d'abord  tous  les  nombres  pairs  et 
*  ensuite  tous  les  nombres  impairs.  Ainsi  la  dernière  formule  prend 
la  forme 

Si  l'on  change  w  et  x  en  iv  H — Tw  et  x  -^ — tc,  les  fonctions 

^zi^Vyq)*       ^ziJ-yq),       3^3(«*'-f- J^,  7*)'  ^i(«'-+-^»y*). 

se  changent  en 

Donc  on  a 

3r((^',  y)27(a7,  y)  =^-h  ^S^iw  -h  x,  q^)?j3{iv  —  Xy  q^  ) 

—  ^i{w  -+-  Xy  <7*)  3r5((v  —  Xy  q^). 

De  plus,  si  Ton  change  tv  et  x  en  ^v  H — «  logy  et  x  H — ilogq, 
les  fonctions 

'^(Wyq),  ^:i{u>-hXyq^)y 

Sr(a7,  <7),  ^i(w-hXyq^) 

se  changent  en 

_  I  _  Il 

—  iq    ^e«''2r,(ir,  <7),         q    «c<»'+-^'' 3r,(«»  h- ar,  72  ), 

1  _  1 

^iq     '^€^'^i(x,q).  q     «gltv+.r)/ ^j(„.  _4_  ^^  <yï). 

Donc  on  lire  de  la  formule  précédente 

2r,(<v,  q)?Ji{Xyq)  =-H  373  (iV  -\-x,q^)?Jz(w  —  Xy  q^) 

-Tj^iw-^  T,  q^}^3(iV  —  Xy  q^). 
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Enfin,  en  changeant  iv  elx  en  (v  H — t:  et  j:  -+-  -i:,  les  fonctions 


se  changent  en 

^ti»',q)y       -^t{^,q),         S,((v-f-a-,  y*),         —  3r,(tv-i-jr,  7»), 

et  par  conséquent  on  déduit  de  la  dernière  formule 

^i»"!  q)%(^,  q)  =-h^iiw  -h  3:,  q^)%(iv  —  X,  q*) 

En  réunissant  les  quatre  formules  que  je  viens  de  démontrer, 
on  a 


3^t(«', 


(H) 


3rt(w  -4-x.  7')3ri(w 

q)^i(^,  q)  ='^%(w  -^  ^1  q*)  ^i{w  — 

-^-2r,(^P-f-J7,7^)Sr3(^v- 


X 
X 


X 
X 

X 
X 

X 


^»9'*)^î(«'  — 


q^) 


q 
q 

q 
q 


) 

h 
) 


q^) 

q^h 


Ces  formules,  bien  connues  sous  le  nom  de  transformations  du 
second  degré,  sont  d'une  importance  remarquable  pour  la  théorie 
des  fonctions  thêta  et  fournissent,  en  particulier,  tous  les  résultats 
suivants. 

3.  Formules  dé/initiées  à  deux  arguments  quelconques,  — 
Soient  Aj  et  A2  deux  fonctions  quelconques.  Si  Ton  pose 


(3) 


a,!  =  A,  3rj((v-+-:r,  q*),         oLii=  Aj^y^fii' —  jt,  y*  >, 


les  formules  (II)  prennent  la  forme 


(i) 


3^1 1  3tsi  -r-  ^Xî'^li 


Al  Aï  27(  tvj^yt  JT  j, 

\i  Ai  272^»*^  )  37j(  j:  ), 
\i  Vî  3j,^  «•  )  27-, f  r  ). 
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où  j'ai  supprimé,  dans  la  notation  des  fonctions  thêta,  le  module 
y,  abréviation  que  j'emploierai  dès  à  présent. 
On  déduit  des  formules  (II)  de  plus 


(5) 


Aî2r,(o)2r,(iv-+-a:), 

A}3r,(o)2r,((v  — a:), 

A,  A,[2r,(ii.)3r,(:r) -+-&(«' /3r(jr)], 

AiA,[â,(«.)3r,(x)-2r{if.)3r(:r)], 

AiA,3r,(o)/S,(iv-4-ar)3r,(tv  — ar), 

2/an  «„«,,«„=  A,  A, /3r|(«.)3r|(a:)-3r«(iv)3rt(ar), 


2  «11  ai, 

2«ll«îl" 
231,0,2 

2/aiiai,a,ia„ 


Enfin  on  tire  des  formules  (II) 


«îi 


««,= 


t.  —  «?-  = 


(6) 


•!1 


t    — 


'ti 


tt 


Aî2r,(o)&,(«' 
Aj3r(o)3r(w 

Al3r3(o)&,(i»' 
A|3r(o)3r(iv 


ar), 
a:), 

a:). 


Par  la  substitution  des  valeurs  (4)  et  (5)  en  les  expressions  (2), 
on  a  les  formules  définitives 


(III) 


cos8= — 


coscp  = 


cos<j'= — 


Sr,(cv)Sr,(a:) 

3r,(iv)Si(ar)' 

Sr((^)3r(j) 

i  3r,  (o)  v/3r,(tv-t-ar)2r,(w  — a:) 
AfSr,(iy.4-a7)  — AîSr,(n;  — a;)^ 

2tAiA,v3r,(w-t-a:)3rî((v  —  a:) 


sin6  = 


sin(p  = 


i^,(o)v/3r,(iVH-a7)Sr,(iy 
2ri(if.)&,{ar) 
2r,(iv)3r,(ar) 


siii<j'  =  — 


Af  Sr,(iy-^a7)-l-A{^,(iy  — 
2A1  A,  V&,(M'-4-a:)  &,(«p  — 


6  = 


©  = 


1  ,     S,((v)3r,(a:)-4-3r,(o)/3r,(«;H-x)2r,(cv-a:) 

IQf' 

^*     ''3r,((v)3r,(ar)  -  3r,(o)v^3r,(«; -+- ar)â^  —  x) 
I  ,  &j(w)3r3(a7)  — 3r(iv)3r(ar) 


^ 


-log:  — 


•21 


3r3(«')3^8(a:)-+-3r(w;)S(a:)' 

A|2r,(cv-ar) 

Af  3r,(iv  -har) 


Dans  ces  formules  l'expression 


2r,(o)/^,((i^-f-a:)3r,(w  — .r) 


MÉLANGES.  91 

peut  être  remplacée  par  l'expression  équivalente 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  (4),  (5),  (6)  en  les  expressions  (i), 
on  obtient  les  formules  suivantes,  que  j'ai  données  dans  les  Comptes 
rendus,  t.  CVII,  p.  861  : 


(IV) 


2iJUasi 
liAtttxx 


^o  =  A,A,  2r,(iv)3r,(ar), 

3r,(o)[A?  %(iv-+-  X)  -+-  A} 3r,(«; 
&,(o)[Aî2rs(iv-f-^)-Aî2r3(iv 
AiA,&3(«')&,(a:); 


3r(o)[A}3r(«;  n-^r) 
A,A,2r(iv)2r(a:); 


Aî2r(t».-a:)], 


1 


2i&l0ai3 

<«^a3|  : 


2r,(o)[Af  2r,(iv-»-ar)  4- Apj(tv  — a?)], 
3r,(o)[AÎ&,((v-f-ar)-A|2r,(iv-a:)l, 
AiAt2r,(iv)&,(a:).     . 


t.  Deuxième  système  de  formules  d*Euler.  Leurs  expres- 
sions au  moyen  des  fonctions  thêta,  —  Comme  les  expressions 
(E|)  ne  sont  pas  symétriques,  Euler  (*)  les  a  remplacées  par  un 
deuxième  système  d'expressions  sur  lequel  Jacobi  a  dirigé,  à 
plusieurs  reprises  (^),  l'attention  des  géomètres. 

Voici  ce  système  : 

/  ail  =  sint{/i  sinOi,         ai3=  siiii};t  sinO^,         a^  —  sin^^  sin6, 
(Ej)    \  a2i=  cosil'i  sinOi,         au=  cos^J/j  sinB,,        023  =  cosij/ sinO, 
\  a3i=cos6i;  a3j=cosOj;  a33=rosO. 

En  comparant  ces  valeurs  des  coefficients  amn  avec  celles  du 


(•)  Novi  Commentarii  Academiœ  Petropolitanœ,  t.  \\,  p.  196. 
(»)  Journal  de  Crelle,  t.  ?,  p.  188.  Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  /{SS;  l.  III, 
p.  i}7. 


(7) 


(V) 
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/ 


s^'slèmc  (i),  on  obtient 


cos  9«  =  — 


cos<{/i  = 


«liait —  ÛtijO,! 


1 1 


?._-««    — 


1 1 


21 


•Î2 


2«V(aî,-+-aî,)(a|,4-a|,) 


COS<{/]  =  — 


1 1 


•lî 


îl 


•tî 


2V(2Îi--aî,)(a}t  — a|,)' 


sinOi  = 
sinBj  = 

sin<j/j  =  — 


> 

*l|3tî2 —  *1I*1I 


*ii*îî — *ii*îi 


1 1 


•M 


21 


'21 


«ît—  «Î2-^-«l^  — «22       . 


e,  qp-.lo 


»   ,^„«ii«2i-+-ai2a22—  /(aîi-^aÎ2)(«li-^-3[2  2) 


Oj  =  — .  1(1 


^-^        ana„-+-ai,a„-f- v/(aîi-^aÎ2)(a2i-^aÎ2) 
*   i...,^ii^ii  —  «12  «22 -H  /(af,  —  aîîXaf,  —  a|,) 


a*  «11«21—  «12«22— V'(«îi  — «Î2)(«î|  —  «îl) 


I           '    t            ^ii 
yi  =  — .  log 1- 

^  *  o  f         °  «2 


25 


2£ 
I 


1  1 

2     

21 


12 


\    *«=îi'°«-ïit3iS- 


A  Taide  des  valeurs  (4),  (5),  (6)   ces   formules  prennent  la 
forme  : 


cos6|  = 


cos6«  =  — 


cos  4/1  = 


cos<j;j= — 


•X  iXi  Xi  v'^3{iv-hx)  STs  (w  —  x) 
Af  3r((y  -t-  37)  —  A|  5r(  ty  —  jr)  ^ 

9.i\ikiV'^{w  -i-  x)^(w  —  X) 


^x) 


sinO|  = 


sin02= 


sin'j/i  = 


—  ^) 


â,(iv)2r(:r) 
Aî3rs(tv-+-j^)-4-A|âr,(«.— jT) 


sin<|/j= — 


aAj  Aiv3rj(w^ 
Aî2r(«^-4-ar)- 


Al^Civ  — 


2  A,  A, v/^{  w -t- J7)  3r(  fv -- X) 


ei  = 


^r  > 


-1  |Q,.Sr3((y)Sr3(ar)-2r3(o)v/^3((y-4-3:)5r3(i^  — ^) 
^*'     ''2r3(iv)3r3(ar)-4-3r3(o)v/^(n.-4-a7)'â3(«'-;r) 


0,  =  -.  log 


•^^1  = 


A|3r3(w  —  x) 


— .  loff  — 

2t     ^       A}2r3(iv 


^,=  _Iog- 


■:r) 
A|2r(tv  — jr) 
A]^(w-\-x)' 


J 
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o.  Formules  définitives  à  quatre  arguments  quelconques. 
—  Les  expressions  établies  dans  les  paragraphes  précédents  dé- 
pendent de  deux  argunoents  quelconques  kv  et  x.  Afin  d'en  dé- 
duire les  formules  qui  dépendent  de  grwa/re  arguments  quelconques, 
je  remplace,  dans  les  expressions  (1),  successivement  les  quantités 
^k\^  ^^  =  ^\\^22 — ai2a2i,  amn  par  les  quantités  ^k\y  ^i>t  bmn  et 
Y*X?  3,  Cntn'  Alors  les  quantités  bmn  et  Cmn  seront  elles-mêmes  les 
coefficients  de  deux  nouvelles  substitutions  orthogonales. 

Si  Ton  établit  entre  les  quantités  a^x»  I^ax,  ^ax  Jes  relations 

on  a  d^abord 

et  de  plus  on  trouve  immédiatement  que  les  coefficients  Cmn  sont 
liés  avec  les  coefficients  ùmn  et  b„in  par  les  équations  identiques 

(10)  C;w/t=  «ml 6,41 -f- a;„j 6,12-+- a,„3 6^3,         (m,  n  =  i,  2,  3). 

Afin  de  transformer  ces  formules  au  moven  des  fonctions  thêta, 
je  pose 

B|,  B2  étant  deux  fonctions  etj^',  z  deux  arguments  quelconques. 
Ceci  établi,  à  cause  de  la  deuxième  formule  (II),  les  relations  (8) 
prennent  la  forme 

(VI;  YAX==  AABxâ,(MitH-i^x)^i(w*— ^)'        (^*,  X  =  i,  2), 

où  j'ai  posé 

(Vil)       IV -h  a- =  2 Ml,         w  — 37  =  2^1,         y-x-z  =  '}.Vxy        y  —  Z  = 'i\>^. 

Comme  on  a  de  plus 

.1,  =  AiAj&i(iv)2r,(:r), 
Dl>  =  B,B,âr,fjK)3^ir^), 

la  formule  (9)  devient 

(VIII)    S  =  A,  Aï Bt  B,  27,  (Ml  H-  Ui)  2r,  (w,  -  u^)  3r,  {ç^  ^  v^)  2r,  (t;,  -  v,). 

Si  Ton  remplace  dans  les  formules  (1),  (s>,),  (7)  les  quantités 
3tA).>  -^  par  les  quantités  y^X^  G,  définies  par  les  équations  VI,  VII, 
VIII,  les  neuf  coefficients  d^une  substitution  ortliogon(tle,  les 
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-angles  d^ Euler  et  leurs  fonctions  trigonométriques  sont  ex- 
primés, à  Vaide  de  quatre  arguments  quelconques,  unique- 
ment par  la  fonction  thêta  impaire. 

Ces  expressions  sont  des  identités  absolues  et,  par  conséquent, 
elles  ne  donnent  pas  des  relations  pour  les  fonctions  thôta  im- 
paires qui  y  entrent.  La  seule  relation  qui  existe  découle  de 
l'équation  (y) 

et  devient,  à  cause  des  équations  VI  et  VIII,  la  suivante  : 

3ri(M,-+-  /<,)3ri(Mi--M,)3r,(r,-r-  i;,)3r,(i',  — pj) 

due  à  M.  Weierstrass  ( *  ). 

Les  expressions  Cmn  qui  dépendent  de  quatre  arguments  quel- 
conques tt,,  «2?  ^\t  ^2  représentent  les  neuf  coefficients  d'une 
substitution  orthogonale.  Cette  substitution  se  compose  de  deux 
autres  de  façon  que  l'on  ait  les  relations  (lo).  Les  coefficients  am/iv 
bmn  des  substitutions  orthogonales  composantes  sont  donnés  par 
les  expressions  IV,  si  Ton  y  attribue  aux  arguments  iv,  x  respec- 
tivement les  valeurs  W|  -f-  î/2»  "i  —  ''2  et  V|  H-  i'2»  ^'1  —  ^2  (^)- 

6.  Transformations  des  expressions  (i)  et  (H),  —  Les  expres- 
sions (i)  et  (8)  dont  j'ai  déduit  les  résultats  obtenus  peuvent  être 
transformées  en  des  formules  bien  connues  qui  appartiennent, 
d'un  côté  à  la  Géométrie  cinématique  en  espace  et,  de  l'autre  côté, 
à  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Si  Ton  pose 

«11=     /X    sin -w  (cos^ -i- «  cos/r  ), 

C4 


(I'>) 


«lî  —  i  v^^lo  (  sin  -  tu    cos/  -+-  icos  -  oj  ), 
\        •?•  ->.     I 

aji  =  l  i/cl.  (  sin  -  w    cos  /  —  i  cos  -  w  ) , 
«22  --     V^-^^    sin  -  (u  (  cos^  —  i  cos  h  ), 


(')  SUziingsberichlc  der  Berliner  Académie;  1882,  p.  5o5. 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  CVII,  p.  862 
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où 

cos'  g  -H  cos*  h  -f-  COS*  /  =  I , 

les  expressions  (i)  se  transforment  en  celles  que  l'on  doit  à 
Euler  (*).  En  introduisant  les  quantités  \  [jl,  v,  définies  par  les 
équations 

\  =  tang  -wcos^, 
(i3)  \  |x  =  tang- (ocos/i, 

I  , 

V  =  tang-cucos/, 

on  a 

tang*  -  (u  =  X* -t- (1*  H- v', 

Jm 

COS-*-tiJ=I    H- X* -+-  tl*-f-V*. 
2  ' 

Par  conséquent,  les  substitutions  (12)  prennent  la  forme  (') 

«11=    51(Xh-jii), 
a„=  t5l(v  H-0, 
a,,  =  £5l(v  —  i), 

où  J3t=  «  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  for- 

/tH-  X*-h  }X»-+-  V* 

mules  (i),  on  obtient  les  expressions  des  neuf  coefficients  d'une 
substitution  orthogonale,  dues  à  M.  Olinde  Rodrigues  ('). 

Si  l'on  exprime  par  des  formules,  analogues  à  (i  4)?  '^s  quantités 
?AX  ;  y*X  (^ï  A  ^  1 ,  2)  au  moyen  des  quantités  )/,  jjl',  v';  -'^,  OFl,  .)b, 
définies  par  des  équations,  analogues  à  (i3),  les  expressions 

(8)  YAX=  «Al?).!—  aA:2?Xl»  (^S^  =1,2) 

se  transforment  en  les  formules  que  M.  Rodrigues  a  données  {^loc. 
cit.,  p.  4o8).  Les  formules  dues  à  Euler  et  à  M.  Rodrigues  appar- 
tiennent à  la  Géométrie  cinématique  en  espace  et  déterminent  le 
mouvement  d'un  corps  solide  au  moyen  des  quantités^,  A,  /  etw. 
Les  quantités  g^  A,  /  désignent  les  angles  que  l'axe  instantané 


(•)  Novi  Commentarii  Academiœ  Petropolitanœy  t.  XX,  p.  220. 

(»)   Voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur/aces,  p.  .V|. 

(•)  Journal  de  Liouville^  V*  série,  l.  V,  p.  \^^'^. 
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forme  avec  trois  axes  reclangulaircs,  fixes  en  espace;  la  quanlîlé 
(o  désigne  l'angle  de  rotation  autour  de  Taxe  instantané. 

La  distance  de  deux  points  quelconques,  liés  invariablement 
avec  un  corps  mobile,  mais  solide,  ne  change  pas,  quelle  que  soit 
la  position  du  corps.  Par  conséquent,  la  forme  quadratique  qui 
représente  la  distance  se  transforme,  pour  deux  positions  quel- 
conques du  corps,  en  elle-même.  Or  la  forme  quadratique  dont  il 
s*agit  est  égale  à  la  somme  de  trois  carrés.  Pour  ce  cas  les  for- 
mules (  *  )  que  M.  Hermite  a  établies  dans  son  célèbre  Mémoire 
Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  se  transforment  en  celles 
de  M.  Rodrigues, 

Si  Ton  veut  choisir  ces  formules  connues  de  M.  Rodrigues  ou 
de  M.  Hermite  comme  point  de  départ,  on  en  tire,  au  mojen  de  la 
substitution 


(i5) 


\  = 

«H  H-  a,î 

> 
3^21  —  *n 

t     •^— 

«Il          3£ii 

X   —— 

/(Œji  — a„ 

) 

VI    ■ — - 

3^21-+-  «12 

i(a„— a„) 


jointe  à  la  substitution  (i4)»  les  expressions  (i)  et  (8). 

Les  expressions  (i)  ont  été  données,  sous  cette  forme  remar- 
quable, par  Jacobi  (^).  L'illustre  géomètre  les  a  trouvées,  avec 
des  valeurs  particulières  des  quantités  a^x,  au  moyen  des  fonctions 
thêta  d'un  seul  argument.  Sachantpardes  recherches  antérieures  (^) 
que  ces  expressions  représentent  identiquement  les  neuf  coeffi- 
cients d'une  substitution  orthogonale,  quelles  que  soient  les  quatre 
quantités  qui  y  entrent,  j'ai  obtenu  aisément  les  résultats  précé- 
dents. 


(')  Voir  Journal  de  CrellCj  t.  -47,  p.  3i5  el  32o. 

(')  Œuvres  complètesy  l.  II,  p.  5o5. 

(*)  Voir  Journal  de  M,  Kroneckery  t.  9i,  p.  76.  Dans  ce  Mémoire,  relatif  aux 
fonctions  tluMa  de  deux  arguments,  j'ai  exprimé  identiquement  les  seize  coeffi- 
cients gi^iij  k  --  1,  i,  3,  f\)  d'une  substitution  orthogonale  au  moyen  de  deux  sys- 
tèmes de  quatre  quantités  quelconques  a^,  pj.  En  posant,  dans  ces  expressions 
générales,  ot,  ~  JJ,  =  —  i  ;  a,  —  ^^  ==  v;;  a,  —  3,  —  {i;  a^  irt  3^  .-  >,,  les  six  coefficients 
^m»  c^  ^»n('^*» ''=='♦  2'^)  s'évanouissent  et  les  neuf  quotients  g^^''^**  deviennent, 
au  moyen  de  la  substitution  (i5),les  neuf  coefficients  «,„„  qui  forment  les  expres- 
sions (t). 
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7.  Formules  particulières,  relatives  à  quelques  probtSmes  de 
la  rotation  (  *  ).  —  Les  expressions  générales  des  angles  X'EiUer, 
de  leurs  fonctions  trigonométrîques  el  des  neuf  coefficients -cKuVie 
substitution  orthogonale  que  j'ai  établies,  sous  deux  formes  diffé- 
rentes, dans  les  §§  3,  4,  5  de  ce  Mémoire,  peuvent  être  employées 
pour  en  déduire  immédiatement  les  formules  particulières  qili 
fournissent  la  résolution  de  quelques  problèmes  de  la  rotation. 
Afin  d'obtenir  ces  formules  importantes  exactement  sous  la  forme 
établie  par  les  géomètres  qui  les  ont  découvertes,  j'introduis  au 
lieu  des  fonctions  S,  STi,  2r2)  ^z  "es  fonctions  correspondantes  0, 
H,  H|,  0|  et  je  pose 

■ 

il'  = , ,  (  la  -H  K  ),  .r  =  -^  (  M  —  i K'  ). 

'1 K  2  K 

Alors  on  a 

w  -Jr-  X  =.  -^  {u  —  l'a  —  K  —  /K'),  «V  —  ,r  = p.  (w  -h  «Vi  -h  K  —  iK'). 

De  plus,  on  trouve 

f  ^  (w)=       e,(ia),  3r  {x)  =  -i/(ii)ll  (//), 

2ri(ivi  =  - H, (la),  ^i(t)  =  -  {/{u)e  (u), 

2r,(cv)=-.JÏ  («a),  2r,(x)=       /(u)ei{u), 

%(w)^      e    iia),  ^3{^)=       /(w)H,(M), 

2r  ((V  dzx)  =  /(wni  ia)H,(M=pia), 
^i(wàiT)  =—  /{uqzia)  e,(Mz^I^a), 
^^(w  ±:x)  =zj;z  i/i  u  jp  ia)  S  {  uzf  ia  ), 
2r3( il'  d=  j" )  =  —  //( u  =p  m )  Il  (u  zp  ia). 

t 

Dans  ces  formules  la  fonction /(//)  a  la  valeur 

K'-h  tin 

et,  par  conséquent,  on  a 

/(  M  H-  m  )/(  tt  —  /Vf  )  =f'H  u  ). 

a.  Formules  de  Jacobi  et  de  M,  llermite,  relatives  au  pro- 


(i6) 


(17) 


(')  On  pourra  consulter,  à  ce  sujet,  l'excellent  Ouvrage  de  iM.  Halphen  :  Traite 
tles  fonctions  ettiptiques  et  de  leurs  applications.  IT  Partie,  Chap.  I-III.  Paris. 
Oaulhier-Villars;  1888^ 

BuU.  des  Sciences  matheni.,  2'  série,  I.  MIL  (Mai  1881^.1  ,, 


•  • 


•    •    • 
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blèm4t  He^la  rotation  d'un  corps  solide,  agi  tr  par  aucune  force 
accéîênatrice,  A  Taide  des  formules  (iG)  et  (17)  on  déduit  des 
expressions  (Ili),  (IV),  (V)  les  formules  suivantes  : 

H(ia.)e,(w) 


cosô  = 


iHi{ia)e(u) 


/•.    ••  I  Si(ia)U(u) 


(18) 


COSl|/  =  — 


sinO  = 


sino  = 


aein  —  ia)  -4-  U   '  e(M  -4-  ia) 

9.  v/0( M  —  ia  )«(«/-♦-  ia) 

Hi(o)  v/B(  u—  ia)S(u  -+-  ia) 
\\i{ia)é(u) 

e(ea)H,(//) 


Hi  (  o)  v/B(  le  —  l'a ,)  0  (  a  -f-  ia  ) 
\  '?.iy^{u  —  ia^8(  w -+- iflf) 

^        t"  ae  6(M  —  la)  ^ 

I   .         '  I  ..        >  I  lUa-4-  irt)        ,    ,, 

^^  \  ^        i  îii  11  (M  —  ta)  ^' 

tlj  -h  -  log  —  U  =  — .  log  —  YTl •— V    =  —  ^i\ 

A  =  Hj(ta)e(ïO, 

aAa,,  =      Bj  (o)[i2H  (//  —  irt)-4-i2-»H  (m -f- />?)], 

2A«„=      e    (o)[i2lIi(i^— ta) -f- 12-' H, (?«-+- la)], 

2tAai3=      Hi(o)[i2e   (a-ta)-i2-»e  (//-+-!«)]; 


(20) 


2tAa,i=      e,  (o)[i2H  (a  — /a)  — 12-  »H  (w-mVï)], 

aiAa,2=      e    (o)[i2H,(a— m)— l2-«H,(a-f-/a)], 

2Aaj3=— ni(o)[12e   {u^  ia)-i-il-^e   (u-^ia)]; 

A  «31  =  --  e   (/a)Hi(M), 

Aa3î=      e,(ia)H  (w), 

iAa33=       \i(ia)Si{u). 

La  quantité  11  qui  entre  dans  ces  formules  est  une  fonction  quel- 
conque ;  exprimée  par  les  fonctions  quelconques  A|,  A2,  elle  a  la 
valeur 


i 
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Les  focmules  (i8),  (19),  (20)  qui  foiirnlssenl  la  résolution  du 
problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide,  lorsqu^il  n^est  sollicité 
par  aucune  force  accélératrice,  sont  dues  a  Jacobicl  à  M.  Ilermite. 
En  effet,  si  l'on  pose  successivement  Çi  =  —  1  et  Û  =  —  ^'"'",  on 
a  les  formules  que  Jacobi  ti  données  dans  son  célèbre  Mémoire  : 
Sur  la  rotation  d*  un  corps  {Œui^res  complètes  y  p.  3i5,  3 16, 
329,  293;  3ii,  335,  466).  En  posant 

les  expressions  (20)  deviennent  celles  de  M.  Hermitc  ('). 

p.  Formules  de  Jacobin  de  MM,  Lottner  et  IlesSy  relatives 
au  problème  de  la  rotation  dUin  corps  pesant  de  révolution, 
suspendu  par  un  point  de  son  axe,  —  Soient 

\v  -= *—  (  ia  -f-  lA  -4-  K  ),  V  = (  ia  —  e A  -f-  K ), 

^=       4(«-.iK').  ;:=      Jl(„_-iK'). 

2  K  2  K 

Alors  on  a 

«•  -r-  X  =  1Ux=        — rr  (m  —  Ut  —  U)  —  K  —  /K'). 
W  —  T  —  Il  lU  — ^  (  M  -H  l'a  -H  /^  -!-  K  —  lYJ  ), 

2K  ^' 

V  -4-  5  —  •;> i;.  =       — ^  (  M  —  ia  -i-  ih  —  K  —  1  K'), 

V  —  -3  =  2 Pj  = (u  -i-  ia  —  ih  -+-  K  —  /K' ), 

2K 

et,  par  conséquent, 

mm  ^ 

Ui-^  Vi=       -^{u  —  ia  —  K  —  iK' ),  Ui  —  Vi  =  —  ^  //>, 

Wi  -f-  t'j  = ^  (  iff  H-  K  ),  '/i  —  ^2  =       -^  (  a  —  16  —  I  K'  ). 

M-  -h  i»!  = ^  (  m  -î-  K).  iti  —  i't  = ^.:  (  u  H-  iT»  —  iK'  ), 

//•  -i-  i-'j  = 't  (u-\-ia-\-K  —  iK').  m*  —  Cg  — 1^  if). 

*        '  2K  'iK 


(')  Voir  Hkrmitk,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  p.  ->-;, 
|>.  3|.  Pari*»,  Oauthicr-Villars:  iHSf). 


—  i/(u  —  ib)e 
-H(i^); 
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A  cause  de  ces  expressions  on  trouve 

^1  («1  -+-  vi)=—/(u  —  ia)  e,  {u  —  ia),  2r,  (mj  --  i^,)  = 

STi  (m,  -4-  vt)  =—  H 1  (l'a;,  STj  (mj  —  l'j)  = 

^i("i-Ht'i)  =  —  H, (ta),  2r|(aj  — i'ï)  = 

2r, (a,  -+- i^,)  =  — /(!/  -+-  /a)  «i  (tu-  ia)\  2r,  (mj  —  i^j)  = 

27|  (  tv )  =  —  Hi (  la  -i-  «^ ), 

En  vertu  de  ces  formules  les  expressions  (VI)  et  (VIll 
nent  la  forme 

/  Y„=       A,B,/(a  — 4a)ll  {ib)^,{u  — ia). 

I  Yu=     eA,B,/(w  — «^)H,(«a)e  {u  —  ib). 

(21)         '  Y„=— tA,B,/(M -hi7»)H,(irt)e  (M-f-iA). 

Tiî  =       AjBj/(M -h  ea)ll  (  i7)  )6i  (//-+- la), 

G  =  — A,A,B,B,/«(M)H,(ia-hiyOH,(«Vï- t6)eî(z. 

Si  Ton  détermine  les  fonctions  quelconques  A|,  .  .  .,  B-j 
équations 

A,B,/(//-«7>)  =  p, 
AjBi/(  n  -h  /7>)  =  p. 

c  étant  une  nouvelle  fonction  quelconque,  on  trouve, 
pliant  les  deux  dernières  équations, 

et,  par  conséquent,  on  obtient  aussi,  à  cause  iU\  la  pr 

tiou, 

A*  B^  f(  u  -^  i(i  )    -  0. 


Donc  les  cxpressio 


(Ji 


Tn 


Yl2 
7  2  2 


'? 


/  0 


is  (ai)  prennent  la  (nrnie  plu 

I(  il)  )    H,  (n  —  in  )  —        /sl\ 
l,(  />/)  e(//  —  /A  )    -       /po  , 
1 1  (  /Vm  H  (  //    --  il)  )    --  —  /p  {), 
l(  //>  )    H,  (  //  ^  i/f  )  —       /p  r'. 

I  j  (  i(f  ~    il)  \  11,1  /V/  —  //>  )  H-  (  // 
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En  perlant  ces  valeurs  dans  les  expressions 


io5 


2Ccn  = 


Tii 


11  ^   •  tl  ^^    éîï 


2t3ci,  =      7Î, 


J  11^    »4I 


(il 


(IV) 


•>.ac„=  — YÎi-^TÎi-^ïii  -TIi' 
3c,,  =  —  ViiYsi  -r-  YiîY« ; 

i3ci,  =      YiiYu-hYiiYM, 

^cjj  =  —  Yii  Yn -^  7«iTt«» 
Scj,  =  —  Yn  Yiî  —  YuTîi» 

qui  provicnnen   des  expressions  (I),  si  l'on  y  remplace  a^x,  ^^-j  « 
par  v^X'  ^î  ^/M«>  Oïl  a  exactement  les  expressions  des  neuf  coeffî- 
eîcnls  que  Jacobi  (')  a  données  pour  le  problème  de  la  rotation 
^{''un  corps  pesant  de  révolution,  suspendu  par  un  point  de  son 
îtxe. 

De  plus,  on  tire  des  équations  (2)  les  formules 


ma 


*    -Jt'à) 


«10:7  = 


'    «'«'?'    = 


e^'-V  =  — 


2'VyiiYhVîiï«î 


VllV*! 


7nY» 
Vu  7*1 


7»!  7*^ 
7ii7iî 


7iî7«i 


Au  moyen  des  valeurs  (J),  on  en  déduit 


n3  = 


•X I  H I  (  ia  »  Il  (  /7;  )  y/^i  «  u  —  ia  »  H|  (  //  —  /</  »  H (  //  —  ih  t  Ht  u  --  ih  ) 


Il I  (  «V/  -^  ///  »  Il 1 4  ///  —  ///  »  H* (  w  > 


\    H|  (  //  —  «V/  »  H<  M  —  ih  \ 

,.                 /Hi  (  //  —  ia  \^i  u  —  ilj  \ 
»i«»  =  —  I  /  -  i .  — .      . 

Comme  on  a,  d*après  les  définitions  des  fonctions  ll|  «*t  H|. 

||,(  ia  )  =  lit  K  —  ia  ». 

H]  «  //  —  /V/  I  =  H'  //  —  K  --  ia  I. 

H,  >  //  —  i/t  t  =  H<  ti  —  K    --  ia  -, 

II,»///  —  iù  t  —  1 1  <  K  —  /V/  —  //y  '. 

Ilj  I  /V/        /A  ■  —  Il  •  K  —  /'/        i/j  '. 


"i»r  nrliU-  faiih*  «ir  »i"n'-:  **\\   \   'l"it   |ii<    ---  ^»  <»    ;<ii  Ii«-(i  t\*     -    (}  i\  . 

I  •  •  %  • 
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c^„  sous  une  forme,  légèrement  dinerenle  de  celle  due  à  Jacobi. 
Pour  obtenir  les  expressions  de  M.  Lottner,  je  pose 

t'a  =  —  l'ai  —  K, 
ib  —  —  iat  —  K  ; 

par  conséquent,  on  a 

ia  -T-  ib  =  —  (  *«|  -f-  irtj  -h  2  K ), 
ia  —  ib  =  —  {iui  —  iai), 

et  Ton  déduit  des  formules  (22),  en  employant  les  notations  de 
M.  Lottner^ 

7ii=—    s  H(K-+- «rtj)e(a-M*a|  )  =  —   p  II{K -+- ert|)B', 
71  s  =  —  ip  H  (  iai  )  e(  M  -h  ««1  H-  K  )  =  —  ip  H ( iai  )  B', 
(L)       711=      /o  II(iVi,)e(a— m,— K)  =      /pH(iai)A', 

71,  =  —    pH(K-hmj)B(7^~  iVi,  )  =  —    pH(K-i- iaj).V; 

C  =  --p*  H(«ai-h«a,-hK)H(«a,  — /</,  — K)e*(«)  =—  p*De^(u). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  (IX),  on 
obtient  exactement  les  expressions  des  neuf  coefficients,  dues  à 
M.  Lottner.  De  plus  on  déduit  des  formules  (2),  si  Ton  y  rem- 
place les  quantités  a^x  par  y^x»  établies  dans  les  expressions  (L), 
les  expressions  suivantes 

H«(iVi,)VB'^H«(''«î-4-K)A'B' 


'  r>i» 


VB'-^A'B 

COS9      = --77711 : .? 

^  2v/A\VH'ir 

Bir-i-A'\' 

^v^A'VB  B" 

.     ,  A-'B'  -  v  ir 

sin'w    =       -      , •» 

liy^VVlVW 


^'ui'V  ~ 


B  B"  -    V   V 
>/v'\  A"  B'B  ' 


■  I  ' 


A  A' 


V^  B'  B"  ' 
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Jcs  formules  précédentes  prenneni  la  forme 


.    ^  __       '2  II  (  K  —  iV/  )  Il  f  ih  )  \/hi  II  -     K  —  i/i  )kfi  u  —  K  -r-  <Vi  )  0<  w  —  ii^  )^\  u  —  iô  ) 

I  II  «  K  —  in  -^  /^;  Il  (  K  —  in  —  iù  »  0-u«  » 


f  . /H(  //  —  k  —  m  >  e(  /i  -  ih  ) 

"       V    Hr  w  -T-  K  —  ia  )h[  u-v  ib  >  ' 


K  -^  ia  )  H(  a  —  /^  ) 
K  —  ia)  0<  a  —  ib  \ 


Ce  sont  exactement  les  formules,  établies  par  Jacobi  (loc.  cit,, 
p.  5o2  el  5o3). 

Knfin  on  a,  (Fa près  les  formules  (lo), 

Cmn  —  ^^mif^nl-^  Cl,ntb„t-ha,n%b„i,  (ni,n  =  1,2,3), 

OÙ  les  coefficients  amn  ^t  bmn  sont  donnés  par  les  expressions  (20), 
si  Ton  y  remplace  ia  successivement  par  ia  +  ib  el  ia  —  ib. 

Ces  relations,  établies  par  Jacobi  au  moj'en  d'un  calcul  ingé- 
nieux, mais  un  peu  compliqué  (voir  loc.  cit.,  p.  5o5-5ici),  four- 
nissent le  théorème  célèbre,  dû  à  l'illustre  géomètre,  d'après  lequel 
le  mouvement  de  rotation  du  corps  pesant  de  révolution  peut  être 
ramené  à  une  combinaison  des  mouvements  de  rotation  de  deux 
solides  différents  sur  lesquels  n'agit  aucune  force  accélératrice  ('). 
(le  théorème  est  devenu  le  point  de  départ  des  excellentes  re- 
cherches dues  à  M.  Halphen  et  à  M.  Darboux.  M.  Halphen  (*)  a 
donné  au  théorème  de  Jacobi  une  forme  nouvelle  et  énoncé,  sans 
démonstration,  une  série  de  résultats  importants.  M.  Darboux  (') 
lésa  démontrés  et  établi  d'une  manière  aussi  élégante  que  simple, 
les  relations  qui  existent  entre  les  constantes;  d'ailleurs,  il  a 
déduit  de  ses  considérations  ingénieuses  des  théorèmes  cinéma- 
tiques  qui  sont,  pour  la  théorie  et  pour  les  applications,  du 
plus  haut  intérêt. 

Dans  son  Mémoire  important,  inséré  au  tome  50  du  Journalde 
Crelh,  M.  Lotlner  a  établi  les  expressions  des  neuf  coefficients 


(')  \'<)ir  aussi  la  Noir  de  M.  Lollrierj  au  lonic  II  des  (J/ùnres  complètes  de 
Jacobi,  p.  5i(». 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  C,  p.  ioIm. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  C,  p.  l'^hS; 
l.  CI,  p.  Il,  n3,  199.  Journal  de  Liouville,  /j"  série,  l.  I,  p.  '|()3.  roi/' aussi  Des- 
fkyrous-Darboux,  Cours  de  Mécanique,  l.  II,  .Notes  WIII  cl  \l\. 


MÉLANGES.  107 

Cm»  SOUS  une  forme,  légèrement  diflerente  de  celle  due  à  Jacobl. 
Pour  obtenir  les  expressions  de  M.  Lottner,  je  pose 

t'a  =  —  iai  —  K, 
ib  =  —  eaj  —  K  ; 

par  conséquent,  on  a 

ia  -r-  ib  =  —  (  iai  -f-  la j  -h  2  K  ), 
ia  —  ib  =  —  (iVii  —  icLi), 

et  l'on  déduit  des  formules  (22),  en  employant  les  notations  de 
M.  Lottnerj 

Yii=—   s  H(K-f-iai)e(M-+-4a,  )  =  —   p  H(K -+- iVijjB', 
Yiî  =  —  ip  H  (  iai  )  6  (  a  -i-  /« j  -h  K  )  =  —  i p  H  (  ia^  )  B", 
<L)       Vil  =      /p  ll(iai)e(a— «V/j  — K)  =      /pH(ia|)A', 

7iî  =  —   p  II  (  K  -+-  /«ï  )  e(  M  —  4V/1  )  =  —   p  II  (  K  4-  taj )  A' ; 

a  =  --pm(iV/|-+-ia,-hK)ii(«Vii  — /ci,  — K)e*(M)  =  — p«De«(M). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  (IX),  on 
obtient  exactement  les  expressions  des  neuf  coefficients,  dues  à 
M.  Lottner.  De  plus  on  déduit  des  formules  (ii),  si  Ton  y  rem- 
place les  quantités  a^x  par  y/tx»  établies  dans  les  expressions  (L), 
les  expressions  suivantes 

^            H«(/V7,)VH'-^H«(/«,-i-  K)A'H' 
cos2r=      ^-^--. , 

A'B'-4-  V'B» 

coso    = ■  —  , 

2v/A'A'B'B 

BB^-t-AA' 

cos^  = —  ; 

^/A'A^BB" 


»" 


.     ,            VB— Air 
Mn'5    =       —  , , 

•iiVV'VB'B' 
.    ,.  BB--A   V 


>/v/A.VTî'B  ' 


y  B'B* 
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Ce  sont,  pour  yAVA"B'B"  =  —  y/N,  les  formules  de  M.  Lollner 
(voir  loc,  cit,,  p.  1 1(),  120  et  122). 

En  remplaçant,  dans  les  équations  (L).  les  arguments  u^  r/|,  a., 
respectivement  par  a  -h  K,  a,  6  et  en  employant  la  notation  de 
M.  Hess,  on  obtient 

Tii=—    pW\{ib)^x(u^  ui)=—    pHi(i6)Ai, 
Yu  =  —  / p  H  ( m)  6  ( M  -4-  ih  )z=i  —  i^\\  (  ia ) B, , 
(II)  '   Yji  =       «^pH  {ia)B  (u  —  ib)  =z       ipH  (la)Bi, 

Yi,  =  —    pHi{t7>»)e,(M  — m)  =  —    pHi(«6)A,, 

3  =  p M f  1  (  i a  -+-  «6  )  H ,  ( <V/  —  16  )  e  î  (  M  )  =  p «  A  e  î  (  a  ) . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  (IX)  et  dans 
les  formules 

^  ^  Yii-^-T»  ^ 

YUZLÏ»    , 
(,,)  ;  '(ïn-Yi.) 

,,  _,  _Ï«L±_Ï11_, 

'ÏYîi  — Tu)' 

eus  -  to  =    ■! ~ —  9 

déduites  des  équations  (i5)  et  (i3),  on  a  les  formules  de 
M.  Hess  ('). 

Les  expressions  (IX),  ('A'^)  et  (^3)  mettent  en  évidence  que  les 
formules  précédentes  deviennent  des  identités  absolues,  si  Ton  y 
attribue  au  dénominateur  C  sa  valeur  v,  ,y.,.>  —  Yi2Y>>  î^n  l'eu  de 
lui  donner  les  valeurs  équivalentes,  établies  par  les  équations  (J), 
(L),(II). 

On  conclut  de  là  (pie,  par  cette  simple  substitution,  les  ex- 
pressions de  Jacobiy  de  M.  Lottner  et  de  M.  Hess  se  trans- 
forment en  des  identités  absolues. 

Cette  remarque  simplifie  beaucoup  la  solution  du  problème  de 
la  rotation  d  un  corps  pesant,  suspendu  par  un  point  de*  son  axe. 

Afin  d'obtenir  la  solution  complète  de  ce  problème,  oïi  a  encore» 
besoin  des  expressions  des  composantes  de  la  viless(î  de  rotation 
autour  des   axes   mobiles   et   fixes,    dont   l'éludr'  de  iNl.  Lottner  a 

Cl  Noir  Mnlk.  Ann.,  l.  \\l\,  |>.   ')(i^.  ');(». 


MÉLANGES.  109 

déjà  abordé  à  la  fin  de  son   Mémoire.   Sans  entrer  iei  dans  les 
détails,  je  me  borne  à  indiquer  les  formules  générales  et  iden- 
tiques dont  on  peut  tirer  ces  expressions. 
Soient 

P/i  =  —  (eu  dCxi  -+■  Ctk  dCii  H-  Cik  dC:if  ), 

Va  =        Ci:i  de  IX  -h  Ckt  de  if  H-  e/i-i  de^, 

011  les  indices  A,  A',  /=  i,  2,  3  appartiennent  à  la  même  classe  que 
les  indices  i,  2,  3;  désignons  de  plus  par/?;i,  ^A^ty?*,  v^  les  quan- 
tités qui  proviennent  des  expressions  de  P^  et  V^  si  Ton  y  remplace 
CiHH  par  a„in  ^^  bmn*  Ceci  établi,  on  a 

Pa  =  Cl/,  Vi  -f-  c,/iV,  -H  C3/,  V3, 
V/,  =  CAi  P|  -h  e/tf  Pj  -^  c/,3  P3 . 

et  des  relations  analogues  pour  /?a,  (^>i  ;  )d^,  (^^.  Au  moyen  de  ces 
relations,  on  tire  des  identités  (10)  les  formules 

Pa  =  ^AlICi  -h  Ù/iiTi  -h  b/tzT.z,    \ 

V/*  =  aAi'îCi -+-«AîTîi-»-«A3'ïî3,  \  (A,/ =  1,2,  3). 

-^t  —  pi—  pf  '  ) 

Comme  les  expressions />>i,  cy^;  /)^,  (^^  ainsi  que  les  coefficienU 
^/w/#i  im/i  sont  connus  ('),  les  dernières  formules  donnent  les 
valeurs  de  Vh  et  V^  et,  par  elles,  les  composantes  cherchées. 

y.  Pendule  conique.  —  Les  expressions  des  coefficients  C13, 
^'23?  <"33  méritent  un  intérêt  particulier.  Si  on  les  forme  au  moyen 
<les  valeurs  (21),  on  obtient  aisément  les  formules  de  M.  Dumas 
relatives  au  pendule  conique. 

En  effet,  si  Ton  pose 

\\]{ia)\\l{ib)     _ 
-  nV(  in~^iù)\\x(ia  -  ii>)' 

on  lire,  au  moyen  des  vahnirs  (-il),  des  expressions  (IX),  les  for- 


(')  Voir  Complet  rendus  des  séances  de  l'Acndemie  des  Sciences,  t.  CVII, 


T 
T 


•'î^*^ 


■twt 


l! 
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M.  Hennîte  a  déduite  de  ses  profondes  recherches,  relalives  à 
Téquatlon  différentielle  de  Lamé  (*). 

En  terminant  ce  Mémoire,  je  remarque  que  les  résultats  ob- 
tenus peuvent  être  généralisés  aux  fonctions  thêta  de  plusieurs 
arguments. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  J.  TANNERT  PAR  M.  G. TEIXEIRA. 

Si  y(^,  /)  et  f\^x^  t)  sont  des  fonctions  continues  aux  environs 
de  t  pour  toutes  les  valeurs  de  ;r  de  x=.a  jusqu^à  x=.b^  et  si 
dans  le  même  intervalle  la  fonction  f  (x)  est  continue  ou  discon- 
tinue pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  limité,  on  a 

-'" j^^ =  f  o{x)fi(x,t)dx, 

*  n 

même  quand  a  et  b  sont  infinis,  si  les  intégrales 

f  \o{x)\dx,      f  o(x)/Ux.  t)dx 


/#  "  /« 


sont  finies  et  déterminées  aux  environs  de  l. 

Ce  théorème,  que  je  me  propose  de  démontrer,  donne  le  théo- 
rème qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  d'Analyse  en  posant 

et  peut  être  démontré  d'une  manière  semblable. 

En  donnant  à  ^  un  accroissement  infiniment  petit  A,  on  a 

=  lim -, - 

dt  /,.-o  n 


=  lim    f  o(x)f't{T,  t-^(ih)dx. 


Mais,  à  cause  de   la  conlinuilé  de  /({-r,  i),  on   peut,   quelque 


(  ')  J'oir  Hrrmite,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  eUiptitfues,  p.  112. 
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petite  que  soit  la  constante  positive  a,  dëtcrmîner  A  de  telle  sorte 
qu'on  ait  dans  l'intervalle  de  x  ^=  a  d  x  =  b 

|/;(x,  /-f-0/O-/;(:r,  /)|  =  i£|<a, 


et,  par  conséquent, 


i  £9 


(x)  dx 


< 


f  \z\\o{x)\dx<a  f  \o{x)\dx, 


c'est-à-dine 


lim    /     z^(x)  dx  =z 


Nous  avons  donc 


d  f  o{x)/{x,t)d.j 


'Il 


dt 


'     o(x)f'i{x,t)dX'^\\m    I    zo{x)dx=        oix)/;(x,  t)  dx. 

On  peut  appliquer  ce  théorème  à  un  grand  nombre  d'intégrales; 
aux  intégrales,  par  exemple,  de  la  forme  suivante 

•  '0       ^  \  —  x^  ^'0  •''o       V  ^ 


Porto,  le  12  octobre  1888. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

LIE  (Sopiius),  Professor  derGeoraotrie  an  der  Universital  Leipzig.  —  Theorib 
DER  Trvnsformationsgruppen.  L  Abschnitt.  Unter  Mitwirkung  von 
D'  Friedrich  Engel  bearboitet  (x  u.  632  S.).  Gr.  in-8°. 

M.  Sophus  Lie  se  propose  de  donner  sous  ce  titre  une  exposi- 
tion systématique  des  recherches  qu'il  a  publiées,  depuis  une 
vingtaine  d'années,  sur  les  groupes  de  transformations.  Le  premier 
Volume  de  cet  Ouvrage  (le  seul  qui  ait  paru  jusqu'à  présent)  est 
consacré  aux  propriétés  générales  des  groupes  continus  et  finis. 
Nous  allons  essayer  de  donner  un  aperçu  des  nombreuses  théo- 
ries qu'il  renferme.  Afin  de  mettre  en  évidence  les  quelques  no- 
tions communes  à  la  théorie  des  groupes  de  transformations  et  à 
la  théorie  des  substitutions,  et  de  réunir  plusieurs  notions  qui 
présentent  entre  elles  certaines  analogies,  nous  nous  permettrons 
de  modifier  en  quelques  points  Tordre  logique  suivi  par  l'illustre 
savant.  Nous  serions  heureux  si  celte  trop  courte  analyse,  où  nous 
avons  dû  omettre  beaucoup  de  résultats  intéressants,  pouvait  en- 
gager le  lecteur  à  étudier  dans  l'Ouvrage  lui-même  les  théories  si 
originales  et  si  fécondes  en  applications  que  la  Science  doit  au 
grand  géomètre  norvégien.  Elles  y  sont  développées  avec  la  plus 
grande  clarté  et  avec  toute  la  rigueur  que  l'on  est  habitué  à  ren- 
contrer dans  les  recherches  modernes  (*). 

L  Dans  l'introduction,  l'auteur  rappelle  ce  que  l'on  entend  par 
une  transformation  et  par  un  groupe  de  transformations.  Il  divise 
les  groupes  de  transformations  en  groupes  discontinus  et  groupes 
continus;  ces  derniers  peuvent  être  finis  ou  infinis. L'Ouvrage  est 
consacré  aux  groupes  de  transformations  continus  et  finis. 
Un  tel  groupe  est  défini  par  un  seul  système  de  n  équations 


k. 


(')  Toules  les  théories,  tous  les  résultats  contenus  dans  le  Livre  sont  dus  A 
M.  Sophus  Lie;  il  faut  en  excepter  seulement  la  théorie  élémentaire  des  systèmes 
complets, exposée  au  Chap.  V,  et  une  partie  des  résultats  contenus  dans  le  Chap.  X. 
l ourla  part  qui  revient  à  M.  Engel  dans  la  rédaction  de  l'Ouvrage,  nous  ren- 
voyons à  la  préface  du  Livre. 

'/.  des  Sciences  inalhém.  n*  série,  t.  XIIL  (Juin  1889.)  '         10 
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où  f\^f^n  ...,  fn  sont  des  fonctions  analytiques  des  variables 
jTj,  .  . . ,  JT/,  et  des  paramètres  «i,  . .  .,  <7^.  Ces  fonctions  doivent 
être  telles  que  deux  transformations  du  groupe 

X i  =y/(  J*i,  •  •  •  ^  J"/i  \  €l|,  .  .  .  ^  <!/.  ) 

cnTectuées  successivement,  donnent  une  transformation  du  groupe 

Les  propriétés  fondamentales  des  groupes  de  transformations 
sont  exposées  dans  les  quatre  premiers  Chapitres  et  dans  le  Cha- 
pitre IX.  La  démonstration  rigoureuse  de  ces  propriétés  exige 
que  Ton  fasse  certaines  hypothèses  sur  les  fonctions/",,  . .  •  ,/ii; 
aussi  Tauteur  a-t-il  soin,  dans  le  premier  Chapitre,  de  préciser  la 
définition  des  groupes  considérés.  Les  variables  ^,,  . . . ,  x,,  et  les 
paramètres  a,,  ...,  «r  ne  doivent  varier  que  dans  des  domaines 
convenablement  choisis.  De  plus,  les  paramètres  a,,  ...,  a^  sont 
supposés  essentiels,  c'est-à-dire  que  leur  nombre  ne  peut  être  dimi- 
nué par  le  choix  de  nouveaux  paramètres.  Pour  que  les  paramètres 
rz,,  ...,  ar  soient  essentiels,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions 
/if  '"y/n  ne  vérifient  simultanément  aucune  équation  aux  déri- 
vées partielles  de  la  forme 


Jmà  '^  Oaiç 


àf 

=  (>. 


Ceci  posé,  la  définition  du  groupe  revient  à  dire  que  les  fonc- 
tions/,, *.'^fn  doivent  satisfaire  aux  n  équations  fonctionnelles 

/i[fl(^i^h  '--y/ni^f  «);  bi br]  =fi(Xi,  ...yXn'y  Cj,  ....  C^), 

où  c,,  ...,  Cr  sont  des  fonctions  de  a,,  . . .,  a,-  et  i,,  ...,  br- 
M.  Lie  démontre  que  ces  fonctions  sont  des  fonctions  analytiques 
de  leurs  arguments  et  que  leurs  déterminants  fonctionnels  pris 
par  rapport  à  a,,  . . .,  «r  et  à  6,,  . .  j  br  ne  s'annulent  pas  identi- 
quement. 

L'auteur  fait  ensuite  une  digression  sur  les  groupes  de  transfor- 
mations Cremona  ;  il  montre  que  les  transformations  de  ces  groupes 
sont  toujours  deux  à  deux  inverses  l'une  de  raulre,  d'où  il  résulte 
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que  ces  groupes  contiennent  la  transformation  identique.  Mais 
rien  ne  prouve  qu'il  en  soit  ainsi  pour  tous  les  groupes^  et,  en 
efTet,  on  trouve  plus  loin  (  *)  un  exemple  très  simple  d'un  groupe 
ne  contenant  pas  la  transformation  identique.  Aussi  M.  Lie  ne 
fait-il,  dans  ce  qui  suit,  aucune  hypothèse  à  ce  sujet. 

Le  Chapitre  se  termine  par  une  représentation  des  groupes  de 
transformations  à  n  variables  empruntée  à  la  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. Chaque  groupe  de  transformations  définit,  comme  dit  l'au- 
teur, un  groupe  de  permutations  des  points  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions. Il  suffit  pour  cela  de  considérer  a:,,  ...,  Xn  comme  les 
coordonnées  d'un  point.  M.  Sophus  Lie  fait  dans  la  suite  l'usage 
le  plus  remarquable  de  cette  représentation.  Elle  conduit  immé- 
diatement à  une  notion  fondamentale  dans  la  théorie  des  groupes 
de  transformations.  Il  est  clair,  en  effet,  que  le  groupe  des  per- 
mutations considéré  n'est  pas  modifié  si  l'on  fait  un  changement 
de  paramètres,  ou  même  un  changement  de  variables,  ce  qui 
revient  à  changer  le  système  de  coordonnées.  On  ne  doit  donc 
pas  considérer  comme  essentiellement  distincts  deux  groupes  de 
transformations  tels  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  par  un 
changement  convenable  de  paramètres  et  de  variables.  M.  Lie  dit 
dans  ce  cas  que  les  deux  groupes  sont  semblables. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  la  démonstration  d'un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  qui  joue  dans  la  théorie  des 
groupes  un  rôle  fondamental.  Voici  la  marche  générale  du  raison- 
nement. 

Partons  des  équations  fonctionnelles 


ou 
ot 


Of  i    —    //  \  .7*1  «    .  .  .  ,  .7*/!  5    rt  I  «    .  .  .  ,  <T;.  ^  yl  —  I«2i    ..../Zj 

a-  =  ?a(«i,  .. .,  rt;.;  ^,,  . . .,  ^,.)         (A  =  I,  ?.,...,  r), 


Çi,  cjj,  ...,  ^;.  étant,  comme  nous  l'avons  vu,  des  fonctions  ana- 
lytiques. Nous  écrirons,  pour  abréger,  y/  au  lieu  de 


^ 


(*)  Chap.  I\,  p.  iG3.  Ccl  exemple  est  Hù  à  M.  Knfjol. 


--  -  ••'.nro  sous  la 


;l 


:.i. -.1111  vil»'  «i  '•  - 
1^.  .m  I  «•■■' 
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et  qu'il  est  impossible  de  déterminer  r  constantes  ei,  e^,  ...,  ^« 
qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  telles  que  les  n  expressions 

^l$l/(^')-H...-+-^rîr/(a:*')  (t  =  1,2,  ...,/l) 

soient  identiquement  nulles. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  spécialement  les  groupes 
à  un  paramètre  et  introduit  la  notion  si  importante  de  transfor- 
mation infinitésimale. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  paramètre,  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  Chapitre  précédent  sont  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires 

dx 

-^^  =  ^  (a)  5/(^1,  ,..,Xn)        (t  =  i,a,  ...,/i). 

Ces  équations  définissent  complètement  le  groupe  si  l'on  con- 
naît la  transformation  particulière  qui  correspond  à  une  valeur  a© 
du  paramètre  ;  en  les  intégrant,  on  a  les  équations  finies  du  groupe. 
On  simplifie  ces  équations  en  faisant  le  changement  de  para- 
mètre 

t  =  I    i\f{a)da. 


Elles  deviennent 


-7-  —  ç/(^i  )  •  •  •  1  ^n)- 


Admettons  maintenant  que  le  groupe  contienne  la  transforma- 
lion  identique  :  on  peut  supposer  qu'elle  correspond  à  la  valeur 
/  =  0  du  nouveau  paramètre  ;  la  forme  des  intégrales  montre  alors 
que  les  transformations  du  groupe  sont  deux  à  deux  inverses  l'une 
de  l'autre,  que  deux  transformations  quelconques  sont  échan- 
geables et  enfin  que  le  groupe  est  semblable  à  un  groupe  de  trans- 
lations 

M.  Lie  introduit  ensuite  la  notation 

n 
\/—    >    ;/(.'i ^n)  -r-  .A-^l -^n)' 
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Les  équations  finies  du  groupe  peuvent  alors  s'écrire  sous  la 
forme  remarquable 

x;  =  X,  -4-  i  ;,  +  Il  ^ ?'  +  7T1  ^^''  "^  rOTl  ^^^''  ^-  "  " " 

M.  Sophus  Lie  appelle  transformation  infinitésimale  du  groupe 
la  transformation  qui  correspond  à  une  valeur  infiniment  petite 
ol  du  paramètre  f  ;  on  peut  l'écrire,  en  négligeant  tous  les  termes 
en  0/  de  degré  supérieur  au  premier, 

X'f  —  Xi  ^\i{Xx,   ....  Tn  )ttt  (  t  =  1 ,  2,   .  .  . ,  n  ). 

Quand  on  connaît  la  transformation  infinitésimale  du  groupe, 
le  groupe  est  complètement  déterminé.  De  plus,  on  peut  dire  que 
chacune  des  transformations  du  groupe  s'obtient  en  répétant  un 
nombre  infini  de  fois  la  transformation  infinitésimale.  M.  Lie  dit 
encore  que  le  groupe  est  engendré  par  sa  transformation  infinité- 
simale. Le  savant  norvégien  représente  celte  transformation  infi- 
nitésimale par  le  symbole 


n 


of 


V---^5/(-^i ^^^  Oxi 


i  -  I 


Xyest  aussi  le  symbole  du  groupe  à  un  paramètre,  contenant  la 
transformation  identique,  que  cette  transformation  infinitésimale 
engendre;  de  sorte  que  Ton  peut  parler  de  la  transformation  infi- 
nitésimale X/et  du  groupe  à  un  paramètre  Xy. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  les  nombreux  avantages  que  présente 
celle  heureuse  notation.  Elle  permet  d'écrire  sous  une  forme  con- 
densée et  frappante  toutes  les  relations  qui  se  présentent  dans  la 
théorie  des  grou|)es  de  transformations.  De  plus,  elle  se  prèle 
très  bien    aux  changements  de  variables,   comme  le    montre    le 

théorème  suivant  : 

/• 

Si  le  symbole  \/*=^\  ;/ — -  prend  y  par  le  changement   de 
x)ar  tables 
la  forme 

V   /•       V  V  ^f         V       /  ^^f  \    r 

\./-^^\.r/--     -\^r^iiy\ .)■„  )  -•-  r^  ^/, 
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les  équations  du  groupe  engendré  par  H./^  à  savoir 

t  fi 

x'i  =  JTi-h  -  5/  H 7  X  ;/  -f- . . .  (  /  =  r ,  a,  . . . ,  /i  ), 

prennent  par  le  changement  de  variables  la  forme 

t  /* 

Le  nouveau  groupe  est  donc  engendré  par  la  Iransfonnation 
infinitésimale  Yf. 

Nous  arrivons  maintenant  à  une  belle  représentation  cinéma- 
tique et  géométrique  des  transformations  infinitésimales  et  des 
groupes  à  un  paramètre.  Si  Ton  considère  X|,  ...,  x„  comme  les 
coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions, 
et  le  paramètre  comme  représentant  le  temps,  les  équations 

dx' 

définissent  un  mouvement  stationnaire  d'un  fluide  compressible. 
Une  transformation  du  groupe  indique  le  déplacement  subi  par 
les  particules  du  fluide  au  bout  du  temps  /,  et  la  transformation 
infinitésimale  n'est  autre  chose  que  le  mouvement  infiniment 
petit,  toujours  le  môme,  qui  se  produit  à  chaque  instant.  Toutes 
les  particules  du  fluide  qui  passent  successivement  par  un  même 
point  de  l'espace  décrivent  la  même  courbe.  Par  chaque  point  de 
l'espace  passe  une  de  ces  courbes,  que  M.  Lie  appelle  les  trajec- 
toires de  la  transformation  infinilésimale  X /*. 

On  peut  encore  considérer  la  transformation  infinitésimale 

comme  faisant  correspondre  à  chaque  point  (x,,  ...,  .r«)de  Tcs- 
pace  une  direction  définie  par  les  coefficients  de  direction  Ç,,  . .., 
ç,.  et  sur  cette  direction  un  segment,  celui  qui  a  pour  origine  le 
point  (Xi,  ...,x,i)  et  pour  extrémité  le  point  (x, ,....  x),).  Les 
trajectoires  sont  tangentes  en  chaque  point  à  la  direction  corres- 
pondante. 

Sur  les  groupes  à  un  paramètre  qui  pourraient  ne  pas  contenir 


l'IO 
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la  transformalion  identique,  M.   Sophus  Lie  donne  le  théorème 
suivant  : 

A  tout  groupe  à  un  paramètre  correspond  une  transforma- 
tion  infinitésimale  déterminée  X/;  et  toute  transformation 
du  groupe  peut  être  obtenue  en  effectuant  successivement  : 
I**  une  transformation  quelconque  du  groupe,  toujours  la 
même;  2"  une  transformation  convenablement  choisie  du 
groupe  à  un  paramètre  engendré  par  la  transformation  infi- 
nitésimale X/. 

L'auteur  donne  ensuite  une  définition  importante  :  r  transfor- 
mations infinitésimales 


n 


Xx-/=^$A/(^I,ar„  ..     y^n)  -^-  (  A"  =  1 ,  2,  .  .  . ,  r) 


/  =  ! 


sopt  dites  indépendantes  s'il  est  impossible  de  trou verr constantes 
ei,  ...,  Cr  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  telles  que  Ton  ait 
ridentité 

Suivent  plusieurs  conséquences  de  cette  définition  qui  trouvent 
leur  application  plus  tard  et  dont  Tune  des  principales  est  la  sui- 
vante :  si  les  /*  transformations  infinitésimales  X^/*  sont  indépen- 
dantes, le  faisceau  de  tous  les  groupes  à  un  paramètre 

forme  une  famille  de  transformations 


/•     /' 


{l  =  I,   -2, 


n), 


Xi  _  -  j^i  -t-    7  /  A-  ;/,•/  -t-    7^  ^  ——  \k  ^ji  -r- .  .  . 

A  =  1  A    zr   1    /  -  1 

pour  laquelle  A,?  •  •  •?  ^r  sont  des  paramètres  essentiels. 

Le  Chapitre  IV  contient  l'étude  des  groupes  à  plusieurs  para- 
mètres. Reprenons  les  équations  aux  dérivées  partielles  obtenues 
au  Chapitre  II 


y-» 


\    (  i  ~    I,    ' //  ) 
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elles  peuvent  s'écrire 


U.(^,,...,^«)=2^«A7(a,.  ...,«,.)  ^.  j  (A  =  ,,:,,  ...,r) 


dx'i  i  (£  —  I,  -2,  . . .,  n) 

7  =  1 

M.  Lie  y  introduit  de  nouveaux  paramètres,  en  posant 


dt 

7-1 


-  —  >  Xyay^(ai,  ...  a,.). 


ce  qui  définit  éZi,  a,,  . . .,  Ur  comme  fonctions  de  /et  de  a,, 

Kr  ou  plutôt  comme  fondions  des  seuls  produits  \\t^  ...,  Ar^»  On 
obtient  alors  les  équations 


—  ^^^J^Jii^'ï^  '"^^'n)  (*  —  I»  '^t ^); 


dx'f 
~dt 


d'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

A  tout  groupe  à  r  paramètres  correspondent  r  transforma- 
tions infinitésimales  indépendantes  X,/,  ...,  X,./,  et  toute 
transformation  du  groupe  peut  être  obtenue  en  effectuant  suc- 
cessivement :  i"  une  transformation  quelconque  du  groupe, 
toujours  la  même;  2'^  une  transformation  convenablement 
choisie  d'un  groupe  à  un  paramètre  engendré  par  une  trans- 
formation infinitésimale  de  la  forme 

A]  Xjy  -4-  A^\2y  -4-  .  .  .  -^  A,.  \/-y . 

Si  le  groupe  considéré  contient  la  transformation  identique,  les 
résultats  précédents  se  simplifient  et  Ton  a  ce  beau  théorème  : 

Si  un  groupe  à  r  paramètres 

contient  la  transformation  identique ,  ^ensemble  de  ses  trans- 
formations se  confond  avec  V ensemble  des  transformations 
d'un  faisceau  de  oc'""*  groupes  à  un  paramètre  contenant  la 
transformation  identique, 

PMTjMMHÉyMAArapes  à  un  paramètre,  il  suffit  de  former  les 
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équations  au\  dérivées  partielles 

--^.ifM-t -,)î/,(x.....,x,)     |(^^,,,,  .;/,; 

que  vérîfienl  les  fonctions  x)=/i(x,  a).  Si  Ton  pose  alors 

^t/=  ^  Ui^JTi x„)  f-         (A-  =  i,'2 ,r), 

l'expression 

r 

k=i 

où  À, "kr  sont  des  paramètres  arbitraires,  représente  les  trans- 
formations inGnitésimales  de  tous  ces  groupes.  Les  équations  du 
«rroupe  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

r  r  r 

-r.  =  -r*  —  ^  A4  ;x/  -^  \,    Y^ -vx  ;>/  -^ . . .  (  «  =  1 ,  2,  . . . ,  n  ). 

A  -  I  4^=1  /  =  ! 

Le$  tmnsformations  de  ce  groupe  sont  deux  à  deux,  inverses 
Tune  de  Taulre.  Entin  le  groupe  ne  contient  pas  d'autres  groupes 
à  un  paramètre  que  ceux  qui  ont  pour  transformations  infini lési- 

r 

malos  les  transformations  infinitésimales  du  faisceau  N  A^tX^t/. 

l/uutour  donne  ensuite  un  procédé  plus  rapide  pour  trouver  les 
transformations  inlînitésimales  d'un  groupe  contenant  la  Iransfor- 
niatiou  idontivpie  et  applique  ce  procédé  au  groupe  de  toutes  les 
trunsù>rmativ>n>  prv>jectives  à  une  variable. 

i'/o^t  au  l.liapilre  IX  que  M.  Sophus  Lie,  revenant  sur  les  pro- 
prioti"»  ^onoralts  des  ijroupes,  établit  le  théorème  fondamental 
\|ui  donne  la  ev>ndilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  /•  trans- 
t\»rmaliouN  iutiuîlésimalos  données  appartiennent  à  un  même 
i;r\»upe  à  /  paramètres. 

I.u  prvmièro  partie  de  celle  belle  proposition  s'obtient  en  écri- 
\anl  les  eoiulilivMi<  d  intéirrubilité  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles établie^  au  C.liapilre  II.  L'auteur  v  arrive  de  la  manière  la 
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plus  élégante  en  transformant  ces  équations  de  manière  à  pouvoir 
appliquer  les  propriétés  des  systèmes  complets,  ce  qui  donne  en 
même  temps  d^autres  résultats  qui  sont  utiles  dans  la  suite. 
Les  r  transformations  inGnitésimales  indépendantes 

n 

^*/  =  ^5a-^(^1'-*"^«)t~         (A-  =  I,  2,  ...,r), 

mm  OXi 

1  =  1 

qui  correspondent  à  un  groupe  à  r  paramètres,  sont  liées  par  des 
relations  de  la  forme 


*=l 


{A'jj  =  1,2,...,  r), 

où  les  quantités  c/^js  sont  des  constantes. 

Appliquée  à  un  groupe  contenant  la  transformation  identique, 
elle  peut  s^énoncer  ainsi  : 

Si  un  groupe  à  r  paramètres  contient  les  r  transformations 
infinitésimales  indépendantes  Xi/,  . . .,  X^/,  ces  transforma- 
tions infinitésimales  sont  liées  deux  à  deux  par  des  relations 
de  la  forme 

r 
(X^Xy)  =^C^y,X,/  (k,j  =  I,  2,   .  .  .,  r). 

J  =  l 

M.  Lie  établit  ensuite  la  réciproque  : 

Si  r  transformations  infinitésimales  indépendanteslLif^ ..., 
^rf  sont  liées  deux  à  deux  par  des  relations  de  la  forme 

r 

(\k\j)  =^^Ckjs^sf         (A»y  =  î,2, ...,  r), 


.«  =  1 


le  faisceau  des  groupes  à  un  paramètre 

>iX,/-+-    X,Xj/-4-.    .    .-i-    X,.X;./ 

forme  un  groupe  continu  à  r  paramètres  y  qui  contient  la 
transformation  identique  et  dont  les  transformai  ions  sont  deux 
à  deux  inverses  V  une  dr  r  autre. 
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On  peut  dire  dès  lors  que  les  /*  transformations  infinitésimales 
X|/,  . . . ,  X^y  dé  finissent  un  groupe  à  /•  paramètres  et  appeler  ce 
groupe  le  groupe  Xi/,  . . .,  X^/;  et  tous  les  groupes  contenant 
la  transformation  identique  peuvent  être  considérés  comme  définis 
de  celle  manière. 

Quant  aux  groupes  qui  ne  contiennent  pas  la  transformation 
identique,  ils  ne  présentent  qu'un  intérêt  purement  théorique. 

M.  Soplius  Lie  démontre,  en  effet,  qu'un  tel  groupe  peut  toujours 
s'obtenir  en  faisant  dans  un  certain  groupe  à  transformation  iden- 
tique un  changement  de  paramètres  convenable.  Aussi  M.  Lie  ne 
considère-t-il  plus,  dans  la  suile  de  TOuvrage,  que  des  groupes 
contenant  la  transformation  identique. 

Comme  on  Ta  vu,  les  transformations  infinitésimales  qui  défi- 
nissent un  groupe  de  transformations  sont  liées  par  les  relations 

s  -  1 

Les  constantes  c/aj  qui  figurent  dans  ces  relations  satisfont  aux 
équation^  suivantes  : 


V 


.«  -  1 


(  Ciks  C  sjl  -+-  ('kjs  Csit  -+-  Cjig  Cskl  )  —  O 

(/,  Â,y,  /  ^  I,  ^. r). 


Les  premières  résultent  de  la  définition  mcnic  du  crochet 
(X|X/t);  les  secondes  s'obtiennent  au  moven  de  l'identité  connue 
de  Jacobi. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Lie  s'occupe  de  Tintégralion  des 
systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  l'intégrale  géné- 
rale ne  dépend  que  de  constantes  arbitraires.  A  cette  classe  j)arti- 
culière  d'équations  aux  dérivées  partielles  appartiennent  les  équa- 
tions que  M.  Lie  appelle  les  équations  de  définition  d'un  groupe, 
et  qui  jouent  un  rôle  fondanienlal  dans  les  belles  méthodes  d'in- 
tégration dues  au  grand  géomètre.  Soient 


n 


àf 
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r  transformations  infinitésimales  indépendantes  d'un  groupe  à  r 
paramètres.  Considérons  la  transformation  générale 

r 

où  liz=^lf,iek^ 

L'élimination  des  constantes  arbitraires  ^i,  €2,  .  .  . ,  <?r  conduit 
à  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  qui  est 
le  système  des  équations  de  définition  du  groupe.  Ces  équations 
étant  données,  le  groupe  est  entièrement  déterminé.  D'ailleurs, 
dans  beaucoup  d'applications,  on  ne  connaît  un  groupe  que  par 
ses  équations  de  définition.  Il  est  donc  important  de  savoir  en 
déduire  les  propriétés  principales  du  groupe.  M.  Lie  introduit  à 
cet  effet  la  notion  de  transformation  infinitésimale  d'ordre  k. 

Une  transformation  infinitésimale  X/*  est  dite  d'ordre  A*  au 
point  (a:J,...,x^)  si  le  développement  en  série  de  Xy*par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  :r,  —  xj,  ...,  x,i — :r®  commence  par 
des  termes  de  degré  k. 

A  chaque  groupe  de  transformations  correspond  un  nombre  5, 
lel  qu'en  chaque  point  le  groupe  contient  des  transformations  in- 
fmitésimales  d'ordre  o,  d'ordre  i,  ...,  d'ordre  s  —  i  et  aucune 
d'ordre  s.  De  plus,  on  peut  en  chaque  point  choisir  les  transfor- 
mations infinitésimales  Xi/*,  ...,  X^-/*,  qui  définissent  le  groupe, 
de  manière  que   toute  combinaison  linéaire  des  transformations 

d'ordre  A'  de  la  suite  X|/, Xr/ soit  elle-même  d'ordre  A*.  Le 

nombre  de  ces  transformations  d'ordre  k  est  indépendant  du  point 
choisi.  Sip  est  ce  nombre,  on  dit  que  le  groupe  contient  précisé- 
ment/? transformations  infinitésimales  d'ordre  k, 

M.  Lie  montre  comment,  à  l'inspeclion  des  équations  de  défini- 
tion d'un  groupe,  on  peut  dire  combien  il  contient  de  transforma- 
lions  infinitésimales  de  chaque  ordre. 

On  peut  considérer  des  groupes  continus  dont  les  transforma- 
tions finies  sont  données,  non  plus  par  un  système  unique  d'équa- 
tions, mais  par  l'ensemble  de  plusieurs  systèmes  d'équations.  Tel 
est,  par  exemple,  le  groupe    formé  j)ar  l'ensemble  des  transfor- 
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mations  de  coordonnées  rectangulaires  dans  le  pJan.  M.  Lie  étudie 
ces  groupes  au  Chapitre  XVIII  et  arrive  aux  résultats  suivants  : 

• 

Si  les  transformations  d'un  groupe  à  r  paramètres,  défini 
par  m  systèmes  d'équations,  sont  deux  à  deux  inverses  Vune 
de  l'autre  :  \^  ce  groupe  contient  un  sous-groupe  Q  à  r  para- 
mètres engendré  par  r  transformations  infinitésimales,  et  il 
n^en  contient  qu^un  seul;  2°  le  groupe  G  est  invariant  dans  le 
groupe  considéré  ;  3°  si  Von  représente  par  S  la  transforma- 
tion générale  du  sous-groupe  G,  le  groupe  proposé  est  formé 
de  V ensemble  des  m  familles  de  transformations 

o,       ii^>       •••»       'm— W» 

T| ,  Ta,  . .  • ,  T;„_i  étant  m  —  1  transformations  déterminées  du 
groupe. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  vraie  et  donne  le 
moyen  de  former  autant  de  groupes  que  Ton  veut  de  l'espèce  con- 
sidérée. 

IL  Les  fonctions  qui  admettent  toutes  les  transformations  d'un 
groupe  jouent  dans  la  théorie  des  groupes  un  rôle  fort  important. 

M.  Lie  les  appelle  les  invariants  du  groupe  (*).  Il  démontre 
que  les  seuls  invariants  d'un  groupe  à  un  paramètre  X/ sont  les 
intégrales  de  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  Xy=  o. 
Un  groupe  à  n  variables  et  r  paramètres  X|/,  . ..,  X^/  n'a  d'in- 
variants que  si  les  r  équations  X.if=  o,  . . ,,  \rf=  o  peuvent  se 
réduire  à  moins  de  n  équations  indépendantes^  ces  invariants  sont 
alors  les  intégrales  du  système  complet  défini  par  ces  /•  équations. 

M.  Sophus  Lie  considère  aussi  des  systèmes  d'équations  inva- 
riants. Dire  qu'un  système  d'équations 

admet  la  transformation 

c'est  dire  que  ce  système  est  équivalent  au  suivant  : 


(')  Chap.  VI  et  aussi  Cliap.  Mil,  p.  2i5. 
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Au  point  de  vue  géomélrique,  cela  signifie  que  chaque  point  de 
la  multiplicité  définie  par  le  système  d'équations  se  change  par  la 
transformation  en  un  point  de  cette  même  multiplicité;  ce  que 
l'auteur  exprime  en  disant  que  la  multiplicité  admet  la  transforma- 
lion,  ou  encore  qu'elle  reste  invariante  par  la  transformation. 

liCS  considérations  qui  précèdent  permettent  d'interpréter  d'une 
manière  nouvelle  les  intégrales  d'un  système  complet  : 

Xi/=o,        ...,        Xq/=o. 

D'abord  ce  sont  des  invariants  pour  tous  les  groupes  à  un  para- 
mètre engendrés  par  des  transformations  infinitésimales  de  la 
forme 

Soient  de  plus  ^1,  ...,'l„_çn  —  y  intégrales  indépendantes  du 
système  complet.  Les  équations 

définissent,  pour  chaque  système  de  valeurs  des  constantes  C,  une 
multiplicité  à  q  dimensions.  M.  Lie  appelle  toutes  ces  multiplicités 
les  multiplicités  caractéristiques  du  système  complet.  Par  chaque 
point  de  l'espace  passe  une  multiplicité  caractéristique  et  une 
seule,  ce  que  l'auteur  exprime  en  disant  que  le  système  complet 
définit  une  décomposition  de  l'espace  en  multiplicités  caractéris- 
tiques. Chacune  de  ces  multiplicités  reste  invariante  par  les  trans- 
formations de  tous  les  groupes  à  un  paramètre 

en  chacun  de  ses  points  elle  est  tangente  à  chacune  des  directions 
que  les  transformations  infinitésimales  yj  X< /-]-... -|- 'y^^X^/ font 
correspondre  à  ce  point.  Enfin  chaque  multiplicité  caractéristique 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  les  trajectoires  de 
chacune  de  ces  transformations  infinitésimales. 

Dans  le  Chapitre  suivant  (*),  l'auteur  s'occupe  de  la  détermina- 
lion  de  tous  les  systèmes  d'équations  qui  admettent  des  transfor- 
mations infinitésimales  données.  M.  Lie  dit  qu'un  système  d*é- 


(')  Chap.  VII,  p.  107. 
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admet  la  transfonriation  infinitésimale  \/  si  chacune  des  expres- 
nioriH  XQa  s'annule  en  vertu  <les  équations  du  système.  C'est  d'ail- 
l(!urft  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système 
admette*  chacune  des  transformations  du  groupe  à  un  paramètre 
Xy.  Au  point  de  vue  géométrique,  elle  signifie  qu'en  chacun  de 
ses  points  la  multiplicité  définie  par  le  système  d'équations  est 
tangente  à  la  direction  que  la  transformation  infinitésimale  fait 
corresponrlrc  à  ce  point. 

M.  Lie  arrive  à  une  règle  générale  permettant  de  former  tous  les 
systèuHîs  (ré(|uations  qui  admettent  un  nombre  quelconque  de 
transformations  infinitésimales  données. 

Les  résultats  se  simplifient  dans  le  cas  où  ces  transformations 
définissent  un  groupe  (^). 

Soient  Xiy,  ...,  Xr/ ces  transformations 

n 

1=1 

Si,  parmi  les  équations 

il  y  en  n  moins  de  n  indépendantes,  elles  définissent  un  système 
complet,  l^n  écrivant  des  relations  quelconques  entre  les  intégrales 
de  et;  syslème  complet,  on  obtient  un  système  d'équations  qui 
admet  toutes  les  transformations  du  groupe.  On  obtient  encore 
dos  systèmes  d\^(puUions  invariants  en  égalant  à  zéro  tous  les  dé- 
terminants d*un  même  ordre  formés  avec  les  éléments  du  tableau 
des  eoeflicients  de  X,/*,  ...,  Xry( pourvu  toutefois  que  ces  équa- 
tions soient  compatibles).  Mais,  pour  avoir  tous  les  systèmes 
d^équations  invariants,  il  faut  en  général  intégrer  encore  d'autres 
systèmes  complets  que  M.  Lie  apprend  à  former. 

Les  n'^sullats  contenus  dans  ce  Chapitre  sont  fondamentaux. 
Beaucoup  île  problèmes  peuvent  en  eflVl  se  ramènera  la  recherche 
dos  systèmes  ^rèquations  admettant  des  Iransformalions  infinité- 


v' >  Ch«p.  \l\ ,  jv  >i.\ 
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simales  données.  On  a  donc  là  au  fond  une  niélhode  puissante 
pour  résoudre  un  grand  nombre  de  questions  difficiles.  C'est  ainsi 
c[ue  M.  Lie  traite  le  problème  de  Tintégralion  d'un  système  d'é- 
quations aux  dérivées  partielles  dont  Tinlégraie  générale  ne  dépend 
que  de  constantes  arbitraires.  Les  Chapitres  XIX  et  XX  contien- 
nent aussi  de  belles  applications  de  cette  méthode. 

Un  des  Chapitres  les  plus  importants  au  point  de  vue  des  ap- 
plications est  le  Chapitre  VIII,  car  il  contient  le  point  de  départ 
cies  belles  recherches  de  M.  Sophus  Lie  sur  l'intégration  des 
«systèmes  complets.  M.  Lie  dit  que  le  sytème  complet 

n 

^^/=^5*' (^>'  '--^^f^^  f)r-  —  ^  (A-  =  1,2,  ...,  çr) 

1=1 

«^dmet  la  transformation 

^i  l'on  a  q  identités  de  la  forme 


^A/=^'^kj{^\^  ...  J^a)^iji(^\ ^«^^  (  A-=I,2,  ...,(7). 


àf 
/  =  1  1  =  1 

L'auteur  cherche   alors    la  condition    nécessaire    et  suffisante 

^:>our  qu'un  système  complet  admette  toutes  les  transformations 

^J'un  groupe  à  un  paramètre  \f.  Si  Ton  désigne  par  cpi,  .. .,  ^n.-q 

^*n  système  d'intégrales  du  système  complet,  cette  condition  est 

^~J  ue  l'on  ait  Al  —  q  relations  de  la  forme 

YoA  =  tiiici^x.  ...,  on-q)        (A-  =  I,  •>.,  ...,  /i  — <7). 

Cette  condition  se  transforme  en  une  autre  plus  avantageuse  où 
'entrent  pas  les  intégrales  (*)  :  Il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait /y 
Diations  de  la  forme 

n 
(XaY)=^7A7(x,,  . .  .,xn)\jf       (/•  =  1,2,  .  ..,7). 


(')  LiK,  Gesellscha/t  d.  tr.  zu  Cliristidnid ,  nov.  iS-'|. 

Bull,  des  Sciences  mathdm.,  a'  scrio,  i.  XIII.  (.luin  1881).)  11 
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M.  Lie  donne  ensuite  plusieurs  conséquences  de  cet  important 
résultat. 

Voici  maintenant  l'interprétation  géométrique  de  la  notion 
précédente  : 

Si  le  système  complet  admet  toutes  les  transformations  d'un 
groqpe,  ces  transformations  ne  font  qu'échanger  entre  elles  les 
multiplicités  caractéristiques  du  système  complet.  Ces  multiplicités 
définissent  donc  une  décomposition  de  Tespace  invariante  par 
les  transformations  du  groupe. 

Ceci  conduit  à  une  notion  nouvelle,  celle  des  familles  de  multi- 
plicités invariantes  (*). 

Une  famille  de  multiplicités  définie  par  les  équations 

où  /i,  . . .,  Im  sont  des  paramètres  arbitraires,  admet  une  transfor- 
mation 

si  le  système  d'équations  se  change  par  cette  Iranformation  en  un 
nouveau  système  représentant  la  même  famille  de  multiplicités. 
Alors  les  multiplicités  de  la  famille  sont  simplement  échangées 
entre  elles  par  la  transfonnalion. 

Si  Ton  considère  maintenant  une  famille  de  multiplicités 
admettant  toutes  les  transformations  d'un  groupe,  il  y  a  lieu  d'é- 
tudier la  loi  suivant  laquelle  se  fait  l'échange  de  ces  multiplicités. 
Cette  loi  est  donnée  par  un  certain  groupe  de  transformations 
entre  les  paramètres  /, ,  . . .,  l,n  dont  M.  Lie  expose  les  propriétés 
au  Chapitre  XXllL 

Nous  insisterons  davantage  sur  le  Chapitre  (2)  que  Tauleur  con- 
sacre aux  invariants  différentiels.  On  sait  que  M.  Sophus  Lie  a 
donné  une  théorie  générale  des  invariants  différentiels.  Cette  belle 
théorie  [)ermet  de  trouver  les  invariants  difrrrenlicls  d'un  groupe 
quelconque.  Elle  est  fondée  sur  les  principes  suivants  : 


(')  Chap.  WIII,  p.  458. 
(')  Chap.  X\V,  p.  5ji 
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Soit  donnée  la  transformation  à  trois  variables  x^  y,  z 

Supposons  que  y  et  z  soient  fonctions  de  x,  alors  j-'i  et  Zt 
peuvent  être  considérés  comme  fonctions  de  Xi,  Soient^  et  z'ics 
dérivées  de^  et  z  par  rapport  à  x  et  y\  et  z\  les  dérivées  de^i  et 
z^  par  rapport  à  Xi.  Il  est  aisé  d'évaluer  les  deux  dernières  au 
moyen  des  deux  premières  et  de  x^  r,  z. 

i-i)  y'x  =yi(x,y,z,y\z'),        z\  =^{x,y,  z,y\  z'). 

Si,  dans  les  relations  (i)  et  (2),  on  considère  x^  y^  ^j  y'f  ^' 
comme  des  variables  indépendantes,  on  obtient  une  transforma- 
tion à  cinq  variables  qui  correspond  d'une  manière  bien  déter- 
minée à  la  transformation (i).  M.  Lie  l'appelle  une  transformation 
prolongée  {erweiterte  Transformation).  La  signification  géomé- 
trique de  cette  nouvelle  transformation  est  évidente  :  cette  trans- 
formation prolongée  indique  la  loi  suivant  laquelle  la  transforma- 
tion donnée  échange  entre  eux  les  éléments  linéaires  de  l'espace. 

On  peut  prolonger  la  transformation  (1)  d'une  autre  manière. 
Supposons  que  z  soit  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y  ayant  pour  dérivées  partielles/?  et  q.  Alors  Zt  pourra 
être  considérée  comme  fonction  de  Xt  et  j^|.  Soient /?|  et  çr,  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  Zi 

(3)  Pi  =  M(x,y,z,p,g),        <7i  =  N{x,y,  z, p,  q). 

Si,  dans  les  relations  (i)  et  (3),  on  considère  x,  y,  z,  /?,  r/ 
comme  variables  indépendantes,  on  obtient  une  transformation  à 
cinq  variables  qui  est  dite  également  une  transformation  prolon- 
gée. Cette  transformation  indique  la  loi  suivant  laquelle  la  trans- 
formation donnée  échange  les  éléments  plans  de  Tespacc. 

Ces  transformations  prolongées  jouent  un  rôle  très  important 
dans  les  recherches  de  M.  Lie.  A  l'égard  de  ces  transformations, 
M.  Lie  démontre  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Si  les  transformations  à  r  paramètres 

l  Xi=f{T,y,z,ai,,..,ar), 
(I)  <  J'i  =  ff{x,y,z.ax.  ...,a,.), 

(  zx  =  fi{x.y,  z,ax.  .. .,  a,.). 
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forment  un  (groupe y  il  en  est  de  même  des  transformations 
prolongées. 

M.  Lie  montre  qu'il  est  facile  de  déterminer  les  transformations 
infinitésimales  des  groupes  prolongés  connaissant  les  r  transfor- 
mations infinitésimales 

qui  définissent  le  groupe  (I). 

Le  premier  groupe  prolongé  est  défini  par  les  r  transformations 
infinitésimales 

où 

d  0  ,  à  ,  ô 

= \-  y'  —   -\-  Z    —  • 

dx        Ox  dy  ôz 

Le  deuxième  groupe  prolongé  est  défini  par  les  r  transforma- 
lions  infinitésimales 

X',  =  X,  +  ,:,  \f^  +  x,  ^, 

OÙ 

d^-        „  dU            dr,^.  dH^/-            rf^i,            dr,^. 

'^'^-d^^P'di~~'^~d^'  '^'^^dy-P-^fy  ~^  ^ 
el 

d  _  à_            ô^  d  _   à_           d_ 

dx        Ox       "  i)z  dy        à  y        ^  Oz 

M.  Lie  étend  les  considérations  précédentes  aux  dérivées 
d'ordre  supérieur  au  premier  et  aux  groupes  à /^  variables.  On  peut, 
dans  ce  cas,  considérer  un  nombre  quelconque  de  ces  variables 
comme  fonctions  des  autres  et  prolonger  les  transformations  du 
groupe  de  bien  des  manières. 

Cela  posé,  les  invariants  différentiels  d'un  groupe  sont  précisé- 
ment les  invariants  de  tous  les  groupes  que  l'on  en  déduit  en  pro- 
longeant ses  transformations  de  toutes  les  manières  possibles.  Les 
ïliéorèmes  démontrés  dans  le  Chapitre  XIII  permettent  donc  do 
les  trouver  :  il  suffit  pour  cela  d'intégrer  des  systèmes  comj)lels. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  variables  soient  jc.y.  z  cl  (pie 
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le  groupe  soit  défini  par  les  /•  transformations  infinitésimales 

Si  l'on  veut  avoir  les  invariants  difl^érentiels  du  deuxième  ordre 
du  groupe,  :;  étant  considéré  comme  fonction  de  x  et  de  ^',  on 
opère  ainsi.  On  prolonge  le  groupe  proposé  de  manière  que  les 
variables  nouvelles  soient  .r,j^,  z,  />,  y,  r,  5,  t»  Soient 

les  transformations  infinitésimales  ainsi  obtenues.  Les  invariants 
diflerentiels  cherchés  sont  les  intégrales  du  système  complet 

^//=  o        (fc  —  I,  '2,  . ..,  r). 

On  voit  donc  qu'à  chaque  groupe  (fini  et  continu)  de  trans- 
formations correspond  une  infinité  d'invariants  différentiels. 

De  même,  en  cherchant  les  systèmes  d'équations  invariants  des 
groupes  prolongés,  on  obtient  les  systèmes  d'équations  différen- 
tielles invariants  du  groupe  donné. 

III.  Les  principales  notions  qui  se  présentent  dans  la  théorie 
des  groupes  de  substitutions  se  retrouvent  dans  celle  des  groupes 
de  transformations. 

Etant  donné  un  groupe  X<y,  . . .,  X,.y,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  ses  sous-groupes.  M.  Lie  traite  ce  problème  au  Cha- 
pitre Xn.  La  question  revient  à  crlle-ei  :  déterminer  de  la  ma- 
nière la  plus  géncîrale/;/  transformations  infinitésimales  du  groupe 

/• 
V|x/  =  V/ip,p\p/        (a=  1,2 in)y 

de  façon  que  l'on  ait  des  relations  de  la  forme 


tn 


(  VjjL  Yv  )  =^  Axvz  Yt:/        (  ;x,  V  =  I ,  -2, w  ). 


T.  -    1 


C'est  donc  un  problème  purement  algébrique. 

Dans  le  même  Chapitre,  M.  Lie  in<li(pie  ])lusieurs  cas  où  Ton 
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peut  reconnaître  immédiatement  que  plusieurs  transformations 
inGnilésimales  du  groupe  définissent  un  sous-groupe. 

Voici  maintenant  (*)  comment  Fauteur  étend  aux  groupes  de 
transformations  les  notions  de  Iransitivité  et  de  primîlivité  : 

Un  groupe  de   transformations  entre  les  variables  Xi, ,  x^, 

est  dit  transitif  s'il  existe  dans  l'espace  (Xi,  ...,  x„)  une  région  à 
n  dimensions  telle  qu'il  y  ait  au  moins  une  transformation  du 
groupe  qui  change  un  point  quelconque  de  cette  région  en  un 
autre  quelconque  de  ses  points.  Au  point  de  vue  analytique,  cela 
revient  à  dire  que  les  équations  du  groupe 

peuvent  être  résolues  par  rapport  à  n  des  paramétres  ai,  . . .,  a^. 
Un  groupe  ne  peut  donc  être  transitif  que  s'il  contient  au  moins 
autant  de  paramètres  que  de  variables.  Un  groupe  transitif  à 
r  paramètres  et  r  variables  est  appelé  par  M.  Lie  simplement 
transitif.  11  existe  alors  une  transformation  du  groupe  et  une  seule 
qui  change  un  point  en  un  autre  point  donné. 

Connaissant  les  transformations  infinitésimales  X,y,  ...,X/./* 
d'un  groupe,  on  reconnaît  qu'il  est  transitif  à  ce  que,  parmi  les 
équations  Xiy=:o,  ...;  Xr/=:  o,  il  y  en  a  n  indépendantes 
(«  étant  toujours  le  nombre  des  variables).  11  en  résulte  qu'un 
groupe  transitif  n'a  pas  d'invariants.  Au  contraire,  un  groupe  in- 
transitif a  toujours  des  invariants,  et  M.  Lie  montre  comment,  si 
l'on  connaît  les  équations  du  groupe  sous  forme  finie,  on  peut 
obtenir  ces  invariants  par  desimpies  éliminations. 

M.  Lie  donne  ici  une  extension  de  la  notion  d'invariants,  en 
considérant  des  invariants  qui  seraient  fonctions  des  coordonnées 
de  plusieurs  points.  La  suite  des  nombres  des  invariants  relatifs  à 
un  point,  à  deux  points,  etc.,  définit  une  propriété  importante 
d'un  groupe  intransitif. 

L'auteur  montre  ensuite  qu'il  suffit  de  connaître  les  équations 
de  définition  d'un  groupe  pour  savoirs'il  est  transitif  ou  intransitif. 
Un  groupe  transitif  à  n  variables  est  caractérisé  par  ce  fait  qu'il 
contient,     en    chaque    point,    n    transformations    infinitésimales 


(')  Chap.  XIII,  p.  211 
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d'ordre  zéro,  dont  on  ne  peut  déduire,  par  combinaison  linéaire, 
aucune  transformation  d'ordre  supérieur. 

M.  Lie  dit  qu'un  groupe  est  non-primitif  s'il  existe  au  moins 
une  décomposition  de  l'espace  en  multiplicités  qui  reste  invariante 
par  toutes  les  transformations  du  groupe.  Cela  revient  à  dire  que 
le  groupe  laisse  invariant  au  moins  un  système  complet.  Un  groupe 
qui  n'est  pas  non-primitif  est  dit  primitif.  Il  résulte  de  cette  défi- 
nition que  tout  groupe  intransitif  est  non-primitif  et  que  tout 
groupe  primitif  est  transitif.  11  y  a  donc  deux  espèces  de  groupes 
transitifs  :  ceux  qui  sont  primitifs  et  ceux  qui  sont  non-primitifs. 

Les  sous-groupes  invariants  sont  étudiés  par  M.  Sophus  Lie  au 
Chap.  XV.  L'auteur  introduit  d'abord  une  notion  nouvelle,  celle 
des  faisceaux  de  transformations  infinitésimales  invariants.  Consi- 
dérons q  transformations  infinitésimales  indépendantes 


n 


/  =  ! 


et  posons,  pour  abréger, 

n 
^kf  =  ^^ki{x\ ^«^5^.  (A-  =  1,2,   ...,^). 

1-1 
3i  la  transformation 

ior^Mie  lieu  à  une  identité  de  la  forme 

^^ek\kf=^^^ekXkf, 

k^\  k=i 

<,...,  c^  sont  des  paramètres  arbitraires,  et  e^,  ...,  e,^  sont 
lions    de   e<,    ...,   Cç  seulement,   on   dit   que  le  faisceau  de 

sformations    infinitésimales    e<  X^y*-!- • .  •  4- ^çX^y  admet    la 

sformation 

Xi  =  r i[Xi^  •  •  •  > Xfi )        (f  =  i,2,...,/ij. 

^ns  ces   conditions,  la  transformation  finie  du  groupe  à   un 
mètre  ll€/(\kf 

7 
Xi  =  X/  -+- ^ ex: XaXî  -+-...         ( fc  =  1 ,  2,  . . . ,  n) 

k=zi 
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d<^vi<'iii,  <fii  faisant  le  cltanj^einenl  de  variables, 

^'/  :^  jr /  -t-  ^  ^i  X^.  j-i  -^ (1  =  1,2 /i  ), 

/je  M>f1e  que  reii-îenilile  des  transformations  de  tous  les  groupes  à 
lift  paramètre  l^/f^X^y  est  aussi  invariant. 

M,  Lie  remarque  que  l'expression  Se^Xj^ydéfinît  compli-lemeot 
la  traii«»rorifiation  finie  eonsidérée;  on  peutdone  la  regarder  comme 
le  »>%iiil>ole  de  celle  transformation,  et  <lire  que,  par  lecliangement 
de  variable»»  x]  =  F/(X|,  ...,X/|),  la  transformation  Gnie  'ïleif\k/ 
i»e  i;liaijj:e  en  la  Iransformalion  finie  Se]^  X'^/L  ^ 

I/auteur  démontre  alors  que  la  condition  pour  que  le  faisceau 
ï^'A  X/iy  re*»le  invarîanl  par  toutes  les  transformations  du  groupe  à 
Mfj  paramétre  Y/esl  que  l'on  ait  r/  relations  de  la  forme 

v 

(  VX^)  =^^Aj\j/      a-  =  I.  2 y  ). 

/HJ  le»»  quantités  g^j  sont  des  constantes. 

M.  Lie  en  conclut  que,  pour  que  l'ensemble  des  transformations 

linleH   /y^A  X^y  reste  invariant  par  chacune  des  transformations 

qu'il  renferme,  il  faut  et  il  suffit  que  les  transformations  infînilé- 
himales  \i/^  .-.,  X^y^soieiit  liées  deux  à  deux  par  des  relations 
de  la  forme 

(  \/  X/,  )  =  N  Ci  As  X.V  /, 

où  les  (piantilés  c/aj  doivenl  être  des  conslanlcs,  c'csl-à-dire  que 
e<îl  ensemble  forme  un  groupe. 

Si  Ton  représente  par  T  ,^j  la  translbrnïation  finie  ^^^aXa^,  on 
peut  énoncer  ainsi  ce  beau  résultat  :  La  condition  nécessaire  et 
siif lisante  pour  que  h<i  transformation  T'^yr^^/r^^/j  appartienne 
toit  jours  à  V  ensemble  /les  transformations  T^^^,  cjuelles  que 
soient  les  valeurs  des  para  mi' très  /7,,  . . .,  r/^.;  h^  . . .,  brj  est  que 
cet  ensemble  forme  un  u^ioupe. 

l  iKî  aulre  conséquence   du  résullal  j)récédent  est  la  suivailUL«< 
pour  (\\\v  fleux  groupes  à  un   paramèlre  X  /  et  Y/*  soient  Hàk 


EZSBHta 
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*s  ••'■jn^-lornialions  soient  oclian- 

j  M-  I»'  rrochet  (XY)  s'annule 

ssni»»  li'-»|«Mi\  transformations  infi- 

^^.■■■i  f .,  ■  i..^|  ^1^.^  s()us-grou|)cs  invariants  :  si 
w^mmmÊÊtamÊBa. ^rj   <-*^t   contenu  dans  un 


Mki 


^-*»  ^  - .  • ,  X,. /*,  ^  «  /,  . . . ,  \  to/î  on  dit 
iitiut.  s'il  re.sle  invariant  par  clia- 
.^âuiipo.  (^rla  revient  à  dire  que,  si 
,.^»ii*([uc  (lu  sous-^roupe   et  T  une 
...^^.j^j  i*    le   contient,    la    transformation 
..  -groupe  ('). 

.:  iiinsi  est  simplement  que  chacun 
■'iiliinaison   linéaire  à  coeliicients 


i'^l  ilutions,  un  groupe  est  d'ilsimp/r 
■  upc  invariant;  il  est  cotnposc  dans 

i"  du  (Chapitre,  divers  exemples   de 

■  udie  ensuite  une  classe  de  groupes 
'-    iniporlant  dans  la  théorie  des  équa- 

i'-iivées  partielles,  et  donne  un   pro- 

■  Me  |)our  reconnaître  ces  groupes. 

•  |ii<'   Tau  leur   définit    les  grou]>es   iso- 
mire la  notion  d'isomorphisnK;  d'une 
Ile  tir  la  striictui'('{Zusainniens(*tziing) 
,•♦'  est    défini    |)ar  le-^  /•  transformations 
\,  /'.  ces  transformations  sont  liées  deux 


\i'<k)^^Cik,\sf. 


.  l 


^-itriue  des  constantes  r/A^  délinit  la  struc- 
d'ailleurs  une  infinité  de  s\ sternes  de  con- 


l.iri::.ii;r    v'iii|i|o\r   il.iii^    la    lli<'-i>rii'  il(!>   Mii»>l.itiit ions, 
I    •In  ;iri)in»«'  siMil  iicriiiulahics  à  >on  >f»iis-;:rnii|)c.  (  Voir 
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»ianle«  qui  correspondent  à  une  même  stracture:  ce  sont  tous  ceux 
4\ne  Ton  obtient  en  remplaçant  les  transformations  infinitésimales 
^9/1  "  "t  ^r/p^f  ^  antres  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes quelconques  du  groupe. 

Si  Ton  considère  maintenant  un  second  groupe  à  r  paramètres, 
pour  qu'il  ait  la  même  structure  que  le  premier,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  puisse  choisir  parmi  ses  transformations  infinitésimales 
/'  tran<^formations  infinitésimales  Yi/*,  ...,  Y^yqui  soient  liées  par 
les  relations 

r 

OÙ  les  constantes  c/ai  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier  groupe. 
iJeux  groupes  à  r  paramètres  qui  ont  même  structure  sont  dits 
iHomorpheSj  et  Tisomorphisme  est  holoédrique. 

Plus  généralement,  M.  Lie  dit  qu'un  groupe  à  r  —  q  paramètres 
eM  isomorphe  avec  le  groupe  X|/,  ...,  X^y,  s'il  est  possible  de 
trouver  /•  transformations  infinitésimales  de  ce  groupe  Y i/*,  ..., 
Yr/,  telles  que  parmi  elles  il  y  en  ait  r  —  q  indépendantes,  et  que 
Ton  ait  encore  les  relations 


/• 


(Y,Y*)=_2'^«'''^'/' 

et  risomorphisme  est  dit  alors  mériédrique. 

Celte  définition  de  risomorphisme  ne  semble  pas  l'analogue  de 
la  définition  donnée  par  M.  Jordan  pour  les  groupes  de  substitu- 
tions. Les  deux  définitions  sont  cependant  équivalentes,  comme 
M.  Sophus  Lie  le  montre  dans  un  Chapitre  suivant. 

Les  constantes  ciks  qui  définissent  la  structure  d'un  groupe 
sont,  comme  on  l'a  vu,  liées  par  les  relations 

Ciks  -+-  Ckis  =  O, 
r 

Xi  (^/A:v C>4js  -+-  C)tyv ^vi J  -^  Cji>4 C>tks  )  =  O 
v  =  l 

(i,  A,  y,  *  =  I,  2,  ...,  r). 

A  leur  égard,  M.  Lie  énonce  le  beau  théorème  suivant,  dont  la 
démonstration  sera  publiée  dans  la  seconde  partie  de  l'Ouvrage.» 

A   tout   système  de  constantes  cihs    vérifiant 
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précédentes  correspondent  r  transformations  infinitésimales 
X|/,  . . .,  ^rf,  liées  deux  à  deux  par  les  relations 


(  X/  \k  )  =  y^  Ciks  ^s  /j 


*=l 


cest-à-dire  formant  un  groupe  de  la  structure  ciks» 

L^aiiteur  montre  enfin  que  la  recherche  de  toutes  les  structures 
possibles  de  groupes  à  r  paramètres  est  un  problème  purement 
algébrique,  et  indique  une  marche  à  suivre  pour  résoudre  ce  pro- 
blème dans  chaque  cas  particulier. 

IV.  A  la  théorie  des  groupes  de  transformations  se  rattachent 
plusieurs  théories  intéressantes  que  nous  allons  passer  en  revue. 

C'est  d'abord  celle  du  groupe  adjoint  d'un  groupe  donné  (*). 
Considérons  un  groupe  à  r  paramètres 

Il  résulte  de  considérations  développées  à  la  fin  des  Chap.  II 

et  IV  que,  si  l'on  fait,  dans  la  transformation  infinitésimale  de  ce 

groupe 

<îiXi/-f-...-f-e,.X;./ 

le  changement  de  variables 

Xi=fi{x,  a), 
elle  prend  la  forme 

Cj  A j y  "4- •  •  «-4-  €f.\f.J^ 
OÙ 


n 


'^'kf=^Uii^'l^   •••.  ^«)^  (^'  =  1.  2,   •••.  '•), 


à/ 

1  =  1 

et  OÙ  e, ,  . . . ,  e^  sont  donnés  par  des  relations  de  la  forme 


e'^.  =^PA-y(a,,  ...,  ar)ej        (A' =  i,  «2,  .. .,  r). 


/  =  i 


Ces  équations  définissent  un  groupe  linéaire  et  homogène  par 
rapport  aux  variables  e.  M.  Lie  lui  donne  le  nom  de  groupe  ad- 
joint  du  groupe  proposé.   Ce  groupe  est  engendré  par  /•  trans- 


'  ')  Cliap.  \\  I,  |).  •»';o. 
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La  considération  du  groupe  adjoint  a  enfin  Tavantagc  de  per- 
mettre de  déduire  des  propriétés  des  groupes  linéaires  certaines 
propriétés  générales  de  tous  les  groupes.  On  en  verra  plus  loin 
un  bel  exemple. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  la  définition  de  deux  groupes 
semblables.  M.  Lie  donne  au  Chapitre  XIX  le  moyen  de  recon- 
naître si  deux  groupes  donnés  à  r  paramètres  et  contenant  le 
même  nombre  de  variables  sont  semblables. 

Une  étude  préliminaire  montre  que  le  problème  revient  au 
suivant  : 

Quelles  sont  les  conrlitions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
fju\)n  puisse,  par  un  changement  de  variables,  transformer 
r  transformations  infinitésimales  indépendantes  du  premier 
S^roupe  en  r  tra nsformations  infinitésimales  du  second? 

Une  première  condition  nécessaire  est  que  les  deux  groupes 
aient  la  même  structure.  Cette  condition  est  suffisante  toutes  les 
fois  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  entre  r  transformations 
infinitésimales  indépendantes  de  chacun  de  ces  groupes:  tel  est  le 
cas  de  deux  groupes  simplement  transitifs.  S'il  n'en  est  pas  ainsi, 
les  conditions  cherchées  peuvent  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soient  ^\ff  •..,  Xr/  r  transformations  infinitésimales  indé- 
|>endantes  du  preuïier  groupe;  on  doit  pouvoir  choisir,  parmi  les 
l  ransformations  infinilésimales  du  second,  r  transformations  infi- 
ilésimales  indépendantes  \\f,  .  .  .,  Y^./,  telles  que  : 
1**  Si  on  a  les  relations 

/• 

n  ait  aussi 

/• 

(Y/ Y/,)  ^^^Ciks'isf         u',  k  =  I,  x,  ...,  r)\ 

Il'*  Si  X<  /*,  .  .  .,  X,;, /*  ne  sont  liés  par  aucune  relation  linéaire, 
m^\f^  ••.«  X^/  s'cxprimanl  linéairement  au  mo\en  de  X|  /,  ..., 
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X„,y  par  les  relations 


m 


X;„4-a/  =  ^?Av(^i>  ...»a7„)Xv/        (A- =  1,9.,  ...,r  — m), 


V=l 


Y,/,  ...,¥,„/ ne  soient  liées  par  aucune  relation  linéaire,  et 
que  Ym+i/,  . .  -,  ^rf  s'expriment  au  moyen  de  Y|/,  . . .,  Y^/ 
par  des  relations 


m 


Y„i^a/  =  24'Av(7»  '"^yn)^yf       {k  =  iyi,  ...,  r  —  m). 


v  =  l 


et  que  les  équations 

/  X       1/  \  /A-  =  i,2,  ...,r  —  /n\ 

soient  compatibles  et  n'établissent  aucune  relation  ni  entre  les 
variables  o^i,  , ,  ,^  x„  seules,  ni  entre  j^i ,  . . . ,  j^„  seuls. 

L'auteur  donne  d'ailleurs,  dans  le  cas  où  ces  conditions  sont 
remplies,  les  changements  de  variables  les  plus  généraux  qui  per- 
mettent de  passer  de  l'un  des  groupes  à  l'autre. 

Dans  le  Chapitre  XX,  M.  Lie  traite  le  problème  suivant  : 

Étant  donné  un  groupe,  trouver  toutes  les  transformations 
infinitésimales  échangeables  avec  chacune  des  transformations 
infinitésimales  de  ce  groupe. 

La  solution  dépend  de  l'intégration  d'un  système  complet.  Le 
résultat  prend  une  forme  tout  à  fait  remarquable  quand  le  groupe 
donné  est  un  groupe  simplement  transitif.  Les  transformations 
infinitésimales  cherchées  sont  alors  toutes  les  transformations 
infinitésimales  d'un  second  groupe  simplement  transitif  ajant  le 
même  nombre  de  paramètres  que  le  premier.  La  relation  qui  lie 
le  premier  groupe  au  second  est  réciproque',  car  le  premier  se 
compose  aussi  de  toutes  les  transformations  infinitésimales  qui 
sont  échangeables  avec  toutes  celles  du  second.  Aussi  M.  Lie 
appelle-t-il  ces  deux  groupes  deux  groupes  simplement  tran- 
sitifs réciproques.  Ces  deux  groupes  sont  isomorphes. 

Connaissant  le  groupe  réciproque  d'un  groupe  simplement 
transitif  donné,  on  peut  obtenir  tous  les  systèmes  complets  qui 
admettent  ce  groupe  :  il  suffit  d'égaler  successivement  à  zéro  les 
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La  considération  du  groupe  adjoint  a  enfin  Tavanlage  de  per- 
mettre de  déduire  des  propriétés  des  groupes  linéaires  certaines 
propriétés  générales  de  tous  les  groupes.  On  en  verra  plus  loin 
un  bel  exemple. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  la  définition  de  deux  groupes 
semblables.  M.  Lie  donne  au  Chapitre  XIX  le  moyen  de  recon- 
naître si  deux  groupes  donnés  à  r  paramètres  et  contenant  le 
même  nombre  de  variables  sont  semblables. 

Une  étude  préliminaire  montre  que  le  problème  revient  au 
suivant  : 

Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu\fn  puisse,  par  un  changement  de  variables,  transformer 
r  transformations  infinitésimales  indépendantes  du  premier 
groupe  en  r  transformations  infinitésimales  du  second? 

Une  première  condition  nécessaire  est  que  les  deux  groupes 
aient  la  même  structure.  Cette  condition  est  suffisante  toutes  les 
fois  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  entre  /•  transformations 
infinitésimales  indépendantes  de  chacun  de  ces  groupes:  tel  est  le 
cas  de  deux  groupes  simplement  transitifs.  S'il  n'en  est  pas  ainsi, 
les  conditions  cherchées  peuvent  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soient  X,y,  ...,  X^y  r  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes du  premier  groupe;  on  doit  pouvoir  choisir,  parmi  les 
transformations  infinitésimales  du  second,  /•  transformations  infi- 
nitésimales indépendantes  Yif  . .  .,  Yrf  telles  que  : 

i"  Si  on  a  les  relations 


/• 


i\i\ji)  =  ^cas^sf        {h  /'■  =  i»  •>',  ...,  r), 


on  ait  aussi 


(Y/Ya)=^c/x-.vV^/         (t,  A=i,  j.,  ...,  r); 


s—  l 


2"  Si  X,y",  .  .  . ,  \„i  f  ne  sont  liés  par  aucune  relation  linéaire, 
^w+i.A  ""}  Xr/  s'cxprimanl  linéairement  au  moyen  do  X|/,  ..., 
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aux  mêmes  valeurs  des  paramètres  se  correspondent  de  telle  sorL 
qu'au  produit  de  deux  transformations  de  Tun  des  groupes  corres 
pond  dans  Tautre  le  produit  des  deux  transformations  correspoi 
dantes.  De  là  résulte  Téquivalence  entre  la  définition  de  risomor 
phisme  holoédrique  donnée  par  M.  Jordan  et  la  définition  adopté 
par  M.  Soplius  Lie.  M.  Lie  montre  d'ailleurs  que  Féquivalenc: 
des  deux  définitions  a  lieu  aussi  pour  Tisomorphisrae  mériédriqui 

Signalons  encore  une  notion  nouvelle  introduite  par  M.  Lie(*" 
M.  Lie  dit  qu'un  grou|)e  est  systatiquc  quand  toutes  les  transfo 
mations  de  ce  groupe  qui  laissent  invariant  un  point  arbitraireme 
choisi  laissent  invariants  tous  les  points  d'une  multiplicité  cont 
nant  ce  point.  Les  groupes  qui  ne  sont  pas  systatiqucs  sont  dir 
nsystatiques,  11  résulte  de  cette  définition  que  tout  groupe  systs. 
tique  est  non-primitif. 

M.  Lie  donne  le  moyen  de  reconnaître  si  un  groupe  est  syst 
tique,  quand  on  connaît  les  transformations  infinitésimales  de 
groupe,   ou  même  quand  on  n'en  connaît  que  les  équations  cP 
définition. 

Les  groupes  asystatiques  ofl^rent  plusieurs  particularités  remar: 
quahles.  Ainsi,  (piand  on  connaît  les  transformations  infinité 
maies  d'un  groupe  asystalique,  on  peut  toujours  obtenir,  so 
forme  finie,  les  é(|uations  du  groupe;  ou  peut  aussi  avoir,  so 
forme  finie,  les  ccjuations  du  groupe  le  plus  général  dans  lequel 
groupe  asystalique  donné  est  invariant. 

V  .  Deux  Chapitres  (-)  sont  consacrés  aux  propriétés  général 
des  groupes  projcctirs  et  linéaires.  Le  grouj^e  projectif  général 
Il  variables  a  pour  équations 

,  '''l,v''l   -^-  •••  -^   '''/,v''«  -+-<''// 4-1.  V  /  , 

^v  ~  "".  "    "  (v  =  I,  2,    .  .  .,  /i)- 

Il  a  //(/?  +  !>)  transfornialioiis  infinitésimales  indépcndani 
([ui  sont 


/; 


(')  Chap.  \\l\,  p.    ',,);. 

(O  Cliiip.  WVl.  i>.  VV,.  cL  Cliap.  WVII.  p.  :,;S. 
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C'est  donc  un  groupe  Iransilif.  Ses  sous-groupes  les  plus  impor- 
lants  sont  :  le  groupe  linéaire  général 

qui  est  défini  par  les  n{n  -}-  i)  transformations  inlinitésiinales 

-f^y     -Ti  -^         ( I,  A  =  I ,  '2, n); 

le  groupe  linéaire  spécial,  qui  contient  toutes  les  transformations 
du  précédent  pour  lesquelles  le  déterminant  Szhrti^,  ...,  a„^n 
est  égal  à  un;  ses  transformations  infinitésimales  peuvent  s'écrire 

'^f  "^f  ^f  ^V         /  •      / 

oj-i  ôxk  oTi  0.r/i 

le  groupe  linéaire  homogène  général 

dont  les  transformations  infînitésimales  sont 

et  le  groupe  linéaire  homogène  spécial  qui  contient  toutes  les 
transformations  du  précédent  pour  lesquelles  le  déterminant 
ï^zai^i,  ...,  a„^„  est  égal  à  un;  il  a  pour  transformations  infini- 
tésimales 

-C/  — ^A-/—  (i  ^  k  =  i.  z.  . . . ,  /i  ). 

Oxi  dxji 

Ce  dernier  possède  cette  pro|)riété  fondamentale  d'être  iso- 
morphe avec  le  groupe  projeclif  général  à  n  —  i  variables,  et 
risomorphisme  est  hoioédriquc. 

M.  Lie  démontre  que  le  groupe  projectif  général  est  un  groupe 
simple;  au  contraire,  le  groupe  linéaire  homogène  général  con- 
tient deux  sous-groupes  invariants  qui  sont  le  groupe  linéaire 
liomogènc  spécial  et  le  groupe  à  un  paramètre 

Of  0/ 

.r,  —=—  -f-  .  .  .  -h  r,i 
Oj'i  ox„ 

l^^nlin  le  groupe  linéaire  g<''néral  contient  trois  sous-grou|)es  in- 
variants. 
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l/aulciir  élaiilil  eiisuile  que  le  groupe  projeclif  gcnérai  k  n  va- 
riables ne  conlienl  aucun  sous-groupe  avant  plus  de  n(n  -f- 1) 
paramètres;  il  contient  d'ailleurs  une  infinité  de  sous-groupes  a 
n(n  -r  i)  paramètres  :  ceux-ci  se  composent  soit  de  toutes  les 
transformations  qui  laissent  un  point  invariant,  soit  de  toutes 
celles  qui  laissent  invariante  une  multiplicité  linéaire  à  /i  —  i  di- 
mensions. M.  Lie  en  conclut  que  le  groupe  projectif  général  es! 
primitif  et  as^sta tique'. 

Le  groupe  linéaire  général  possède  cette  propriété  remarquable 
que  toutes*  ses  transformations  laissent  invariante  la  multiplicité 
linéaire  (à  n  —  i  dimensions)  de  Tinfini.  M.  Lie  en  déduit  un 
moyen  Ar,  classer  ses  sous-groupes  d'après  la  loi  suivant  laquelle 
leurs  transformations  échangent  les  points  de  celte  multiplicité. 
IjCs  seuls  sous-groupes  poui-  les(|uels  celte  loi  soit  donnée  par  un 
groupe  à  /^-  —  i  |)aramètres  soiil  le  groupe  linéaire  spécial,  et 
tous  les  sous-groupes  cpii  appartiennent  au  même  type  que  le 
groupe  linéaire  homogène  général,  ou  que  le  groupe  linéaire  ho- 
mogène spécial. 

M.  Lie  montre  enfin  commenl  la  détermination  de  tous  les 
groupes  linéaires  homogènes  ii  //  variables  peut  s'elfectuer,  aus- 
sitôt cjue  Ton  connaît  tous  les  groupes  projeclilsà  fi  —  i  variables. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  rauteur  étudie  les  groupes  linéaires 
homogènes,  en  se  plaranl  à  un  point  de  vnr  nouveau.  II  considère 
./•,,  ...,./•„  romuK^  les  coordonn('*es  homogènes  d'un  point  de 
respacr  à  //  —  i  dimensions  :  alors  à  cha(|ue  transformation 
linéaire  homogène  entre  les  variables  Xi,  .  .  .,  J\,  correspond  une 

transformation  proieclive  entre  les  variables  -— »   •  •  •  ^  '-"—    • 

M.  Lie  (lémonlr(*  d'abord  f|ne  toute  transformation  inlinilési- 
male  linéaire  homogène  laisse  invariants  une  série  de  points  et 
un<'  série  de  mulliplicilés  linZ-aires  à  //  —  >  dimensions.  l)\)ù  celle 
c-onsé(nienee  (pie  toute  transformation  infînilésimale  linéaire  ho- 
mogène peut  se  uietlre  sous  la  forme  canonique 

ce  qiir  M.  Lie  inlerprèlr  de  la  manière  suivante  : 

Toulr    >ran*^("nrmalion    infiniti'simale    proje(li\e   de    l'esparr   î\ 
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n — I  dimensions  laisse  invariants  au  moins  un  point,  au  moins 
une  droite  passant  par  ce  point,  au  moins  une  multiplicité  linéaire 
à  deux  dimensions  passant  par  cette  droite,  et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  étudie  ensuite  une  classe  particulière  de  groupes 
linéaires  homogènes,  ceux  dont  les  transformations  infinitésimales 
sont  liées  par  des  relations  de  la  forme  suivante 


.*= 1 


(]es  groupes  laissent  invariants  au  moins  un  point,  au  moins  une 
droite  passant  par  ce  point,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  recherches  ont  une  grande  importance,  parce  qu'elles  con- 
duisent, par  l'intermédiaire  du  groupe  adjoint,  à  des  propriétés 
générales  des  groupes  de  transformations.  C'est  ainsi  que  M.  So- 
phus  Ijie  arrive  à  ce  beau  résultat  que  tout  sous-groupe  à  un 
paramètre  d'un  groupe  donné  est  contenu  dans  au  moins  un 
sous-groupe  à  deux  paramètres;  et  ([ue  tout  sous-groupe  à  deux 
paramètres  est  contenu  dans  au  moins  un  sous-groupe  à  trois 
paramètres;  tandis  qu'un  sous-groupe  à  trois  paramètres  peut 
nôtre  contenu  dans  aucun  sous-groupe  à  quatre  paramètres. 
31.  Lie  donne  encore  d'autres  applications  des  résultats  précédents, 
^-n  étudiant  certains  groupes  d'une  structure  particulière. 

A^ous  indiquerons,  en  terminant,  les  résultats  et  les  principes 
:3néraux  donnés  par  M.  Sophus  Lie  sur  la  détermination  générale 

s  groupes. 

Au  Chapitre  XXII,  l'auteur  s'occupe  du  problème  suivant  : 

'onnaissant  un  groupe  à   r  paramètreSy   IrouKCV  tous   les 
try^^^'^^upes  à  r  paramètres  qui  ont  la  même  structure. 

^^{.  Lie  considère  d'abord  les  groupes  transitifs  et  montre  (pi'on 
l***  «  «t  les  obtenir  tous,  rien  (|ue  par  l'intégration  d'équations  difl'é- 
^^^m.:M.  tielles  ordinaires.  La  méthode  donnée  par  l'auteur  est  fondée 
^  ••  *^~  les  propriétés  du  groupe  des  paramètres  d'un  groupe  donné, 
î«  ■  «  m  îS5ii  (|iie  sur  celles  des  groupes  simplement  transitifs  réciproques. 
^  ^uant  aux  groupes  intransitifs,  on  les  obtient  tous  sans  nou- 
^  **■  4  ^s  intégrations  aussitôt  (|ue  l'on  connaît  les  groupes  transitifs 
"^       ■     -»  M,  .  .  .,  /•  paramètres. 

*— ^ans  le  Cihap.  X\\  III,  l'auteur  aborde  le  problème  plus  dif- 
•  ■  <*  Ho  la  détermination  de  tous  1rs  j;roup(»s  H(»   transformations 
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l/aulciir  élublil  eiisuile  que  le  groupe  projeclif  général  h  n  va- 
riables ne  conlienl  aucun  s(»us-groupe  ayant  plus  de  n(n -{- i) 
paramètres;  il  contient  d'ailleurs  une  infinité  de  sous-groupes  à 
//(/2-f-i)  paramètres  :  ceux-ci  se  composent  soit  de  toutes  les 
transformations  qui  laissent  un  point  invariant,  soit  de  toutes 
celles  qui  laissent  invariante  une  multiplicité  linéaire  k  n  —  i  di- 
mensions. M.  Lie  en  conclut  que  le  groupe  projectif  général  est 
primitif  et  asystatiquc'. 

Le  groupe  linéaire  général  possède  cette  propriété  remarquable 
que  toutes*  ses  transformalions  laissent  invariante  la  multiplicité 
linéaire  (à  /t  —  i  dimensions)  de  l'infini.  M.  Lie  en  déduit  un 
moyen  de  classer  ses  sous-groupes  d'après  la  loi  suivant  laquelle 
leurs  transformations  échangent  les  points  de  cette  multiplicité. 
Les  seuls  sous-groupes  pour  les(|uels  cette  loi  soit  donnée  par  un 
groupe  à  /^-  —  i  paramètres  sont  le  groupe  linéaire  spécial,  et 
tous  les  sous-groupes  cpii  appartiennent  au  même  type  que  le 
groupe  linéaire  homogène  général,  ou  que  le  groupe  linéaire  ho- 
mogène spécial. 

M.  Lie  montre  enfin  comment  la  détermination  de  tous  les 
groupes  linéaires  homogènes  à  n  variables  peut  s'elfectuer,  aus- 
sitôt que  Ton  connaît  tous  les  groupes  projectifsà  /i  — •  i  variables. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  Pauteur  étudie  les  grou|)es  linéaires 
homogènes,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau.  Il  considère 
./*,,  ...,x,f  roiniuc  les  coordonnc'es  homogènes  d'un  point  de 
l'espace  à  //  —  i  diniensions  :  alors  à  chaque  transformation 
linéaire»  homogène  entre  les  variables  r,,  .  .  . ,  x,/  correspond  une 

transformation  proiective  entre  les  \ariabh*s  -— >   •  •  •  ^  l_"r_  . 

M.  Lie  démontre  d'abord  (pie  toute  transformation  inlinitési- 
male  linéaire  homogène  laisse  invariants  une  série  de  [)oints  et 
une  série  de  multiplicités  lini'aircs  à  //  —  'à  dimensions.  D'où  cette 
conséquence  que  toute  transformation  infiniti'îsimale  linéaire  ho- 
mogène peut  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

àf       ^  Of  ,  àf 

ce  qur  M.  Lie  intcr|)rète  de  la  manière  suivante  : 

Toute    >ians('ormation    inlinitésimaie    projerli\e   de    respare   A 


k. 
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n — I  dimensions  laisse  invariants  au  moins  un  point,  au  moins 
une  droite  passant  par  ce  point,  au  moins  une  multiplicité  linéaire 
à  deux  dimensions  passant  par  cette  droite,  et  ainsi  de  suite. 

L'aulcur  étudie  ensuite  une  classe  particulière  de  groupes 
linéaires  homogènes,  ceux  dont  les  transformations  infinitésimales 
sont  liées  par  des  relations  de  la  forme  suivante 

/  -r  *  —  l 
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(jCs  groupes  laissent  invariants  au  moins  un  point,  au  moins  une 
droite  passant  par  ce  point,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  recherches  ont  une  grande  importance,  parce  qu'elles  con- 
duisent, par  rintermédiaire  du  groupe  adjoint,  à  des  propriétés 
générales  des  groupes  de  transformations.  C'est  ainsi  que  M.  So- 
|)hns  Lie  arrive  à  ce  beau  résultat  que  tout  sous-groupe  à  un 
paramètre  d'un  groupe  donné  est  contenu  dans  au  moins  un 
sous-grou|)e  à  deux  paramètres;  et  (pie  tout  sous-groupe  à  deux 
paramètres  est  contenu  dans  au  moins  un  sous-groupe  à  trois 
paramètres;  tandis  qu'un  sous-groupe  à  trois  paramètres  peut 
n'être  contenu  dans  aucun  sous-groupe  à  quatre  paramètres. 
M.  Lie  donne  encore  d'autres  applications  des  résultats  précédents, 
en  étudiant  certains  groupes  d'une  structure  particulière. 

Nous  indiquerons,  en  terminant,  les  résultats  et  les  principes 
{généraux  donnés  par  M.  Sophus  Lie  sur  la  détermination  générale 
des  groupes. 

Au  Chapitre  XXIl,  l'auteur  s'occupe  du  problème  suivant  : 

Connaissant  un  groupe  à  r  paramèlves,  Ironv-er  tous  les 
f^roupes  à  r  paramètres  qui  ont  la  même  structure. 

M.  Lie  considère  d'abord  les  groupes  transitifs  et  montre  qu'on 
|>f*iit  les  obtenir  tous,  rien  (pie  par  l'intégration  d'iîquations  difl'é- 
rf^nlielles  ordinaires.  La  méthode  donnée  par  l'auteur  est  fondée 
sur  les  propriétés  du  groupe  des  paramètres  d'un  groupe  donné, 
ainsi  f|ue  sur  celles  des  groupes  simplement  transitifs  r(*ciproques. 

()iiant  aux  groupes  intransilifs,  on  les  obtient  tous  sans  nou- 
velles intégrations  aussitôt  (pic  Ton  connaît  les  groupes  transitifs 
k  !,:>.,  .  .  .,  /•  paramètres. 

Dans  le  Cha|).  XW  III,  l'auteur  ab«»r(le  le  problème  plus  dif- 
'a  détermination  de  tous  les  ;;roup(\<  de   transformations 


ityuiâ 
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L'HUtcur  établit  ensuite  (|ne  le  groupe  prol 
rîables  n«  contient  aucun  sous-grotipi 
paramèlrcs;  il  conltcnl  d'ailleurs  une 
»(h  +  i)  paramètres:   ceux-ci    se  cunipn- 
transformations  (gni   laissent   un   point  in 
celles  qui  laissent  invariante  une  niiiltiplir 
mensions.  M.  I.îe  en  i-oncliil  (jiio  le  gruii|ii'  pvt 
primitif  et  Rsystali<iuc'. 

Le  groupe  lini'aire  général  possède  colle  pn 
()ue  toutes  ses  transformiilions  laissent  invnrial 
linéaire  (à  /<  —  i  dimensions)  de  l'infini.  M.] 
moyen  de  classer  ses  suus-groupes  d'après  la  t 
leurs  transformations  écliangeiil  les  points  dci4 
I^s  seuls  sous-groupes  pour  Icstpicls  celte  loî  i 


groupe  il  /!-  — I  pa 


mélre: 


otil  I. 


I!  groupe 


tous  les  sous-groupes  <pii  appartienncul  au  n 
groupe  linéaire  liomogèue  grueral,  ou  qtje  le  g 
mogèno  spécial. 

M,    Lie  montic  colin  couinicul    la   déUrniin 
groupes  linéaires  lioniogèncs  à  n  variablt^s  peut  S 
sin^t  que  Ion  connaît  tous  les  groupes  projeelirsHl 

Dans  le  Cbapilrc  suivani,  l'auleur  éturjir 
homogènes,  eu  se  plaçant  à  un  point  de  vm- 
.r,,  ...,x„    <:ommo  les  riiordonnies   lionioHcnes  ( 
l'espace    à    ir  —  i    dimensions   ;    alors 
linéaire  homogène  entre  les  variables  .« , 
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M.  Lie  démontre  d'aboiil  rpie  toui 

une  série  de  niultiplîcilés  linéaires  à  n 
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conséquence  (]ue  toute  tr: 
niogèue  peut  se  mettre  so 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

TISSERAND  (F. K —  Tr4itb  db. Mécanique  cêlbste,  l.  I.  10-4",  x-474  p- 

Gaathier-Villars  et  Fils,  1889. 

Uimmortel  Ouvrage  de  Laplace  est  resté  pendant  90  ans  le  seul 
Livre  où  les  astronomes  pussent  s'Initier  aux  méthodes  de  la  Mé- 
canique céleste.  Cependant  la  Science  s'est  développée  dans  celle 
période,  pendant  laquelle  les  nombreux  travaux  de  Gauss,  Han- 
sen,  Bessel,  Poisson,  Hamillon,  Jacobi,  Cauchy,  Le  Verrier,  New- 
comb.  Tisserand,  Linstedt  et  tant  d'autres,  ont  résolu  une  foule 
de  points  de  détail  et  ouvert  de  nouveaux  horizons.  D'autre  part, 
Laplace  ne  mentionne  qu'en  passant  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  dont  il  ne  s'est  pas  servi.  Or,  si  cette 
méthode  paraît,  aujourd'hui,  moins  brève  que  d*autres  pour  le 
calcul  des  perturbations  des  astéroïdes,  si  elle  ne  s'est  pas  trouvée 
particulièrement  avantageu'Sse  pour  les  théories  des  satellites,  il  est 
impossible  d'oublier  d'une  part  la  simplicité  et  l'élégance  de  son 
exposition;  d'autre  part,  le  succès  avec  lequel  elle  a  été  appliquée 
par  Le  Verrier  à  la  théorie  des  planètes  principales.  Une  méthode 
qui  a  servi  à  édifier  pour  un  grand  nombre  de  siècles  la  théorie  du 
système  solaire  ne  doit-elle  pas  être  la  base  d'un  Ouvrage  didac- 
tique consacré  à  la  théorie  des  astres? 

M.  F.  Tisserand  Ta  pensé;  et,  après  vingt  années  d'études  et  de 
recherches,  après  plusieurs  années  d'enseignement  pendant  les- 
quelles il  a  eu  occasion  d'exposer  à  son  auditoire  de  la  Sorbonne 
les  diverses  théories,  et  a  pu  apprécier,  nettement  et  en  détail,  la 
nature  des  difficultés,  des  obscurités  qu'offre  chacune  d'elles,  il 
présente  au  monde  savant,  aux  astronomes  et  aux  mathématiciens 
les  plus  exercés  comme  aux  étudiants  eux-mêmes  un  premier  Vo- 
lume qu'il  suffit  d'ouvrir  pour  apprécier  l'étendue  de  la  lacune 
que  l'auteur  a  entrepris  de  combler. 

Des  vingt-neuf  Chapitres  qui  composent  ce  Volume,  il  en  est  au 
moins  quinze  qui  n'ont  pas  leurs  analogues  dans  l'Ouvrage  de 
Laplace  et  dont  la  connaissance  est,  cependant,  indispensable  à 
quiconque  veut  s'adonner  à  des  recherches  théoriques,  faire  des 
applicatioos  numériques  à  l'un  des  nombreux  problèmes  qu'offre 

nikém.,  2*  série,  t.  Mil.  (Juillet  1889.)  i3 
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encore  le  Système  du  monde,  ou  seulement  avoir  quelque  con- 
naissance de  l'état  actuel  de  la  Mécanique  céleste.  De  plus,  il  est 
manifeste  que  les  Tomes  II  et  III  seront  plus  riches  encore  de  faits 
nouveaux,  les  théories  mathématiques  dont  Laplace  a  jeté  les 
bases  à  Toccasion  de  l'étude  de  la  figure  et  des  mouvements  de 
rotation  des  corps  célestes  ayant  reçu  depuis  de  nombreux  déve- 
loppements, et  les  diverses  méthodes  appliquées  à  la  recherche 
des  orbites  de  la  Lune,  des  comètes  et  des  petites  planètes  étant 
toutes  d'invention  récente. 

La  publication  d'un  grandTraité  de  Mécanique  céleste  étaîtdonc 
urgente.  La  génération  actuelle  et  celle  qui  l'ont  précédée  ont  dû 
étudier  cette  science,  soit  dans  l'Ouvrage  de  Laplace,  d'une  lecture 
trop  difficile,  et  qui  n'en  présentait  plus  un  Tableau  suffisamment 
complet,  soit  dans  des  Mémoires,  disséminés  partout,  et  dont 
le  lien  n'apparaissait  qu'après  de  longs  efforts,  soit  dans  les 
théories  mêmes  des  planètes  et  des  satellites,  où  la  marche 
analytique  est  trop  souvent  obscurcie  par  la  longueur  des  calculs 
numériques.  Combien  de  fois  n'avons-nous  pas  entendu  M.  Tis- 
serand lui-môme  exprimer  le  regret  que  notre  illustre  maître 
M.  Puiseux  n'ait  pas  entrepris  d'écrire  un  nouveau  Traité.  Plus 
heureuse  que  les  précédentes,  la  génération  nouvelle  aura  entre 
les  mains  un  magnifique  Ouvrage,  écrit  de  la  façon  la  plus  simple 
et  la  plus  claire.  De  pareils  Livres  ne  peuvent  apparaître  qu'à  de 
longs  intervalles;  mais  ils  équivalent  toujours  à  un  important  pro- 
grès scientifique,  en  élevant  au  rang  de  connaissances  élémen- 
taires, abordables  à  tous,  des  résultats  scientifiques  auparavant 
mal  connus  d'un  trop  grand  nombre  de  travailleurs. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  nous  sauront  gré  de  leur  donner,  de 
la  façon  la  plus  brève  qu'il  nous  sera  possible  de  le  faire,  l'indica- 
tion du  contenu  de  ce  premier  Volume. 

Dans  une  Introduction  qui  est  un  modèle  de  clarté,  l'auteur,  en 
vingt-trois  pages,  partant  du  principe  de  d'Alembert,  démontre 
celui  d'Hamilton,  en  déduit  les  équations  de  Lagrange,  les  équa- 
tions et  le  théorème  d'Hamilton,  le  théorème  réciproque  et  les 
relations  de  Jacobi.  11  est  indispensable  que  les  principes  les  plus 
généraux  et  les  plus  féconds  passent  dans  renseignement  élémen- 
taire; M.  Tisserand,  en  fondant  son  Ouvrage  sur  les  méthodes 
d'Hamilton  et  de  Jacobi,  adonné  un  exemple  qui  devra  être  suivi. 
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LeCiiapIlrel  (u6  pages)  est  consacré  à  la  loi  de  Newlon.  Après 
avoir  déduit,  comme  à  Tordinaire,  la  loi  de  Newton  des  lois  de 
Kepler  et  inversement,  et  s'être  élevé  à  ,1a  loi  de  gravitation  uni- 
verselle par  la  considération  des  comètes,  des  systèmes  secon- 
daires, et  par  la  comparaison  du  mouvement  de  la  Lune  à  la  pesan- 
teur à  la  surface  de  la  Terre,  Fauteur  recherche,  par  la  méthode 
de  M.  Halphen,  la  force  qui  ferait  décrire  une  ellipse  au  satellite 
de  l'étoile  principale  d'une  étoile  double,  en  supposant  cette  force 
indépendante  de  la  vitesse.  Il  examine,  d'après  M.  Bertrand, 
quelle  force  d'attraction,  fonction  seulement  de  la  distance,  peut 
faire  décrire  à  une  planète  autour  du  Soleil  une  courbe  fermée 
quelles  que  soient  les  conditions  initiales.  Enfin  il  démontre,  d'a- 
près Newton,  que  si  l'exposant  de  la  loi  d'attraction  différait  de 
deux,  même  très  peu,  le  périhélie  aurait  à  chaque  révolution  un 
mouvement  incompatible  avec  les  observations. 

Dans  le  Chapitre  If  (i3  pages),  relatif  à  l'attraction  d'un  corps 
sur  un  point  éloigné,  on  trouve  l'équation  deLaplace,  le  potentiel 
d'une  couche  sphérique  homogène,  la  réduction  au  centre  de  gra- 
vité de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  éloigné,  et  la  décom- 
position du  système  solaire  en  systèmes  partiels  formés  l'un  du 
Soleil  et  chacun  des  autres  de  l'ensembled'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellîtesy  le  problème  des  mouvements  étant  ramené  à  la  recherche 
du  mouvement  des  centres  de  gravité  de  ces  systèmes  et  des  mou- 
vements relatifs  dans  chacun  d'eux. 

Les  Chapitres  111  (i3  pages),  IV  (lo  pages),  V  (6  pages)  ren- 
ferment les  équations  différentielles  des  mouvements  des  centres 
de  gravité,  et  les  intégrales  connues,  ainsi  qu'une  formule  inté- 
ressante due  à  Jacobi.  M.  Tisserand  donne  successivement  les 
équations  des  mouvements  absolus  et  celles  des  mouvements  par 
rapport  au  Soleil  en  coordonnées  rectangulaires,  la  forme. symé- 
trique de  ces  équations  à  laquelle  on  parvient  par  une  certaine 
substitution  orthogonale,  la  transformation  des  équations  en  coor- 
données polaires,  celle  que  l'on  obtient  en  prenant  pour  incon- 
nues la  tangente  de  la  latitude  et  l'inverse  de  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  le  plan  des  xy,  enfin  les  équations  d'Airy. 

Envisageant  d'abord  le  problème  de  deux  corps,  M.  Tisserand 
en  donne  la  solution  complète,  d'abord  par  la  méthode  ordinaire 
'^hap.  VI,  3o  p.),  en  insistant  sur  les  intégrales  de  Laplace,  puis 
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par  la  méthode  de  Jacobi  (Chap.  VII,  5  p.).  II  a  étudié  successi- 
vement les  orbites  elliptiques,  paraboliques,  hyperboliques,  dé- 
montré, pour  le  second  cas,  le  théorème  d'Euler  et  déterminé  les 
éléments  d\ine  orbite  elliptique  ou  parabolique  en  supposant 
connues  la  position  et  la  vitesse  de  Tastre  à  une  date  donnée;  il 
démontre  que  Thodographe  d'Hamillon  est  un  cercle. 

Le  Chapitre  VIII (ai  pages)  est  tiré  de  l'admirable  Mémoire  de 
Lagrange  sur  le  problème  des  trois  corps.  M.  Tisserand  insiste  sur 
le  cas  où  les  dislances  mutuelles  conservent  des  rapports  constants, 
cas  dans  lequel  l'intégration  peut  être  faite  complètement;  sur 
le  problème  relatif  aux  distances  et  aux  vitesses  qu'auraient  dû 
avoir  le  Soleil,  la  Terre  et  la  Lune  supposées  placées  primitive- 
ment en  ligne  droite  pour  que  cette  condition  fût  toujours  remplie. 
Laplace  a  montré  que  le  problème  a  une  solution;  mais  Liou- 
ville  a  fait  voir  que  les  perlubations  auraient  rendu  cette  disposi- 
tion instable.  En  raison  de  l'importance  du  sujet,  M.  Tisserand 
cite  à  la  fin  du  Chapitre  les  principaux  Mémoires  qui  lui  ont  été 
consacrés. 

Les  Chapitres  IX  (i 4  pages)  et  X  (i6  pages)  renferment  l'ex- 
posé, d'après  la  méthode  de  Jacobi  et  d'après  celle  de  Lagrange^ 
de  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  On  y 
trouve  la  définition  des  éléments  osculateurs  et  des  perturbations 
des  éléments  et  des  coordonnées. 

Le  Chapitre  XI  (17  pages)  est  consacré  à  la  définition  de  per- 
turbations des  divers  ordres,  des  inégalités  périodiques,  des  iné- 
galités séculaires,  des  inégalités  à  longue  période,  à  la  modifica- 
tion introduite  par  Poisson  dans  la  théorie  de  la  Lune  au  procédé 
ordinairement  suivi  pour  le  calcul  des  perturbations  des  divers 
ordres,  modifications  que  l'on  applique  ordinairement  môme  à  la 
théorie  des  planètes,  et  dans  laquelle  on  tient  compte,  dès  la 
première  approximation,  de  certains  termes  du  second  ordre. 

Les  Chapitres  suivants  servent  de  préparation  au  développement 
de  la  fonction  perturbatrice.  Le  Chapitre  XII  (9  pages)  contient 
une  théorie  rapide  des  fonctions  J,i  de  Bessel.  Dans  le  Chapitre  XIII 
(i3  pages),  ces  fonctions  servent  à  obtenir  certains  développe- 
ments en  séries  utiles  dans  le  mouvement  elliptique.  Le  Cha- 
pitre XIV  (2  I  pages)  donne  des  développements  de  même  sorte  par 
la  méthode  indiquée  par  Cauchy  pour  passer  du  développement 
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-  L'aulttirtUablil  d'abord  ri- 
point   A     d'une    génératrice    une 
c  tangeoLe  AT,  le  plan  de  la  géné- 
langente  AT'  à  toute  autre  courbe 
h  A;  autrement  dit,  il  démontre  Vexis- 
^,4  la   surface.  Il  prouve  ensuite  que,  s'il 
Erois  points  d'une  génératrice,  il  a  aussi 
lième  point  quelconque.  (<'.clte  démons- 
S  Malhrsh,  t.  III,  p.  49 et  suivantes,  188.H.) 
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Oo  a  d'ailleur« 

(  1  •  *  ol  '-.  =  -j  —  cot  A. 

a 

^y  éUrit  la  distance  de  deux  f>oiDts  A  et  D  sor  une  çènèrMntc^  P 
une  constante-  o  la  limite  de  l'angle  D'DD'  (A'ïï  est  une  ff»êT»- 
Irîce  voisine  de  AD.  A'iJ'  une  parallèle  à  AD,  DD^  une  parkDèle 
à  A  A';  AA'  la  sécante  d'une  courbe  AM,  avant  pour  liiaîte  la 
tangente  AT  en  A  à  AM  ».  A  la  limite  du  supplément  de  DlXO-Si 
le  plan  tangent  est  le  même  en  D  et  en  A,  coto=  o  :  donc  P=3C 
ou  cot  A  =^  X,  ou  encore  P  -—  x  et  col  A  =  x.  Dans  les  den  cas. 
le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de  la  génératrice  d  la 
surface  est  dite  dévelo|>paljle.  On  peut  prouver  d'ailleurs  que  les 
cylindres  et  les  cônes,  auxquels  la  formule  (i)  n'est  pas  applicable, 
ont  aussi  mêmes  plans  tangents,  tout  le  long  de  la  génératrice.  Les 
surfaces  restées  se  di\isent  donc  en  deux  classes,  celles  qui  ont 
un  plan  tangent  unique  le  long  de  la  génératrice,  et  celles  pour 
lesquelles  le  plan  tangent  est  variable. 

II.  Sur/ares  gauches.  —  1 .  Théorème  de  Hachette  (raccorde- 
ment de  deux  surfaces  gauches).  2.  Le  plan  tangent  à  l^infini  esl 
la  limite  du  plan  passant  par  une  génératrice  et  parallèle  à  une 
génératrice  qui  se  rapproche  indéfiniment  de  la  première  (cône 
as^mplotiquc).  3.  Existence  du  point  centrai  ou  point  de  contact 
du  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  langent  à  Tinfini.  Loi  de 
distribution  des  plans  tangents  ou  théorème  de  Chasles.  i.  Le 
|)oint  central  est  la  limite  du  pied  delà  plus  courte  dislance  de  deux 
génératrices  dont  la  seconde  tend  indéfiniment  vers  la  première. 

III.  Sur/aces  développables.  —  Essai  d'une  exposition  rigou- 
reuse de  la  théorie  du  développement  des  surfaces  réglées  à  plan 
tangent  unique  le  long  de  chaque  génératrice.  L'auteur  considère 
le  développement  d'un  polyèdre  circonscrit  à  la  surface  et  tâche 
d'en  déduire  la  théorie  de  la  surface  même,  ce  qui  n'a  pas  encore 
été  fait  jusqu'à  présent.  L'essai  esl  imparfait,  mais  les  difficultés 
du  sujet  sont  au  moins  bien  mises  en  lumière. 

Appendice,  —  Application  des  principes  du  second  Chapitre  au 
paraboloïde  hyperbolique. 
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JOAQUIN  DE  MENDIZABAL  TAMBORREL,    Professeur  d'Astronomie  et  de 
Géodésie  à  l'École  militaire  do  Mexico,  etc.  —  Nouvelles  Tables  de  lo- 

GARITHIIES  des  NOMBRES  NATURELS  DEPUIS  I  JUSQU'a  ]25oOO  ET  DES  FONC- 
TIONS GONIOMÉTRIQUES,  DE  MICROGONIO  EN  MICROGONIO,  ET  LES  VALEURS  DE 
CETTE  MÊME  FONCTION  DE   CENTIMILIGONIO   EN   CENTIMILIGONIO,    DEPUIS    ZÉRO 

jusqu'à  i2  5oo  POUR  l'ingénieur  géographe. 

L'auteur  propose  de  désigner  par  le  mol  gonio  du  grec  ysyta, 
l'angle  égal  à  quatre  angles  droits,  qu'il  prend  pour  unité,  d'après 
M.  Yvon  Villarceau. 

Pour  suivre  entièrement  dans  sa  terminologie  le  système  décimal 
adopté  pour  les  mesures  des  longitudes,  poids,  etc.,  il  propose  de 
donner  aux  sous-multiples  de  l'unité  les  noms  de 

(0,1)  (0,01)  (0,001)  (0,00001)  (0,000001) 

decigonio,      centigonio,       niiligonioy      centimiligonioy      microgonio^ 

La  première  Partie  des  Tables,  contenant  ir^o  pages,  renferme 
vers  la  gauche  la  partie  décimale,  avec  huit  chiffres,  des  loga- 
rithmes des  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  i25ooo  et  ù  droite 
les  valeurs  des  fonctions  goniométriques  de  centimili gonio  en 
centimiligoniOy  avec  six  décimales,  depuis  o  jusqu'à  12000.  La 
deuxième  Partie,  qui  renferme  aSo  pages,  comprend,  avec  huit 
chiffres  décimaux,  les  logarithmes  du  sinus,  cosinus,  tangente 
et  colangente  de  centimili  gonio  en  centiniiligonio,  et  avec 
sept  chiffres  de  microgonio  en  microgonio. 


SCHOENFUES  (A.).  —  Géométrie  des  Bkwegung  in  syntiietisciikr 
Darstellung.  I  vol.  in-8°,  vi-194  p.  Toubner,  1886. 

Ceux  qui  aiment  les  exposés  systématiques,  où  Ton  reste  tou- 
jours dans  le  même  ordre  d'idées,  où  tout  résulte  d'une  même  mé- 
thode, aussi  remarquable  par  sa  puissance  que  par  sa  simplicité, 
liront  avec  un  vif  plaisir  le  petit  Livre  où  M.  Schoenflies  déve- 
loppe les  principaux  résultats  de  cette  théorie  géométrique  du 
mouvement  d'un  corps  solide  qui,  depuis  les  Mémoires  classiques 
de  Chasles,  de  Poinsot  et  de  M.  Mannhcim,  a  donné  lieu  à  tant  de 
travaux  intéressants,  sans  que  la  matière  soit  encore  épuisée. 
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Le  mode  d'exposition  de  M.  Schocnflies  repose  essentiellement 
sur  les  propositions  élémentaires  de  la  Géométrie  synthétique, 
dont  il  est  fait  un  usage  continuel,  ainsi  qu'on  en  est  prévenu  par 
le  titre,  sur  la  considération  des  déplacements  finis  qui  donne  lieu 
à  un  très  grand  nombre  de  propositions  élégantes,  lesquelles  se 
traduisent  facilement  lorsqu'on  a  affaire  à  un  mouvement  continu, 
enfin  sur  cette  remarque  essentielle,  que  Chasies  avait  déjà  mise 
en  pleine  lumière  dans  V Aperçu  historique^  mais  dont  on  n'avait 
point  encore  autant  tiré  parti  :  à  tout  mouvement  d'un  système  de 
forme  invariable  S  défini  par  rapport  au  système  invariable  So 
correspond  le  mouvement  du  système  S©  par  rapport  au  systèmes, 
l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  pouvant  être  regardé  comme 
fixe  suivant  qu'on  observe  le  mouvement  d'un  système  ou  de 
Tautre. 

L'ordre  adopté  est  d'ailleurs  Tordre  classique  :  mouvement  d'un 
plan  mobile  sur  un  plan  fixe,  ou  d'un  système  de  forme  invariable 
dont  un  plan  coïncide  constamment  avec  un  plan  fixe,  mouve- 
ment d'un  système  invariable  qui  a  un  point  fixe,  mouvement  le 
plus  général  d'un  système  de  forme  invariable. 

La  considération  de  deux  positions  du  plan  mobile  fait  corres- 
pondre un  point  de  la  première  figure  à  un  point  de  la  seconde  : 
c'est  une  correspondance  homographique  (avec  affinité);  il  n'y  a 
qu'un  point  double  à  distance  finie  :  c'est  le  centre  de  rotation. 
Cette  notion  conduit  d'ailleurs  à  la  représentation  de  tout  mouve- 
ment de  ce  genre  par  le  roulement  d'une  courbe  plane  sur  une 
autre  courbe  plane. 

La  considération  de  trois  positions  du  plan  mobile  permet  de 
faire  correspondre  à  chaque  point  A  de  ce  plan  le  centre  A'  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ses  trois  positions;  dans 
le  mouvement  inverse,  le  point  A  corres|)ond  au  point  A'  comme 
dans  le  mouvement  direct  le  point  A'  au  point  A.  Cette  corres- 
pondance est  quadratique.  Dans  le  mouvement  continu,  elle  se 
traduit  par  la  correspondance  entre  chaque  point  du  plan  et  le 
centre  de  courbure  de  sa  trajectoire.  Son  étude  conduit  à  la  no- 
tion du  cercle  des  indexions,  à  la  construction  de  Savary  pour  les 
centres  de  courbure,  etc. 

La  considération  de  quatre  positions  du  plan  mobile  conduit  à 
ce  problème  :  quels  sont  les  points  de  ce  plan  tels  que  leurs  quatre 
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I  même  cei-cle?  Ils  sonl  silucs  sur  une  cii- 

l|(Ht'  les  sii  ceotres  de  rolatïon  el  les  dt!ux   poinls  à 

i  les  cercles  du  plan.  Celle  [iroposilion  se 

;  analogue  relalif  aux  points  du  plan([uiesl 

keti  contact  stalionnairc  avec  leur  cercle  oscu- 

^cmenl  d'un  corps  solide  donne  lien  à  une 
!  i|ue  nous  venons  d'esqnisser.  Nous  la  lais- 
^B  quelques  mois  delà  faron  dont  l'auleur 
Il  inouvemenl  le  plus  général  d'un  corps  so- 

leiix  positions  s,,  Sj  d'un  tel  corps  7,  et  en 

iitns  A,,  Ai  d'un  môme  point  A,  on  désigne 

(lu  point  A  le  segment  A,  A^  et  sous  le  nom 

(oint  A  le  plan  perpendiculaire  à  cette  corde 

nient  ^'  une  droite  de  t,  •;,,  ^'j  les  deux  posî- 

î  les  milieux  des  cordes  des  points  de  g  sont 

it  g"'}  on  peut  amener  g  de  g;,  en  ^'j  par  une 

ne  droite  ff''.  Les   projections  des  cordes  des 

iont  toutes  égales;  si  l'une  d'elles  est  nulle, 

1  considère  un  plan  e  de  t,  les   milieux  des 

hts  sont  dans  un  plan  t„.  Il  v  a  un  point  de  c,  tel 

'ndiculairc  sur  e„.  Si  à  chaque  point  A  de  <t 

'il-  il  une  part  le  milieu  A™  de  sa  corde,  de  l'autre 

i\  1)1)  établira  i)ar  cela   même   une  correspon- 

linl  A""  el  un  |>lan  a",   cl   l'on    formera    ainsi 

inespondanls   2"   cl   S"   qui  ensemble  consli- 

l'Hi  :  les  droites  g,„,  g''  définies  plus  haut  sonl 

'■s  normaux  des  points  de  l'une  passent  par  l'autre. 

<>t  deviennent,  dans  le  mouvement  continu,  toutes 

.que  l'introduction  du  mouvement  hélicoïdal  vient 

i.'ter.  A  cette  introduction  se  relie  celle  des  deux 

tv«  axes  de  Meozzi  dans  le  svslème  fixe  el  dans  le 

.  "M.  Schoenflies  reprend  ensuite,  dans  te  cas  du 

.i«nu,  l'ilude  du  complexe  linéaire  des  droites  nor- 

'•inires  de  leurs  points,  des  propriétés  qui  concer- 

•  les  caraclérisliques  des  plans,  les  plans  et  points 

■it>  regardées  comme  génératrices    des  surfaces 
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réglées  qu'elles  engendrent,  etc.  L'ensemble  des  tangentes  aux  tra- 
jectoires décrites  à  un  instant  donné  par  les  points  d'un  système 
solide,  ou  des  caractéristiques  de  tous  les  plans,  constitue  un  com- 
plexe tétraédral  dont  M.  Schoenflies  développe  les  propriétés  les 
plus  essentielles.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  tangentes 
passent  par  un  même  point  est  situé  sur  une  cubique  gauche 
qui  rencontre  le  cercle  de  l'infini  aux  mêmes  points  que  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal.  Cette  courbe, 
que  l'auteur  appelle  cercle  cubique,  a  des  propriétés  intéressantes, 
ainsi  que  la  figure,  correspondante  par  dualité,  qui  est  formée 
par  les  plans  dont  les  caractérisliques  sont  situées  dans  un  même 
plan. 

La  considération  de  trois  positions  d'un  corps  solide  permet 
de  faire  correspondre  à  chaque  point  du  corps  l'axe  du  cercle 
passant  par  les  trois  positions  de  ce  point.  L'ensemble  de  toutes 
ces  droites  forme  encore  un  complexe  tétraédral,  qui  devient  le 
complexe  des  axes  des  cercles  osculateurs  dans  le  cas  du  mouve- 
ment continu.  A.  l'étude  de  ce  complexe  se  relie  l'étude  des  points 
du  corps  qui  coïncident  avec  des  points  d'inflexion  de  leurs  tra- 
jectoires. 

La  considération  de  quatre  positions  du  corps  permet  de  faire 
correspondre  à  chaque  point  A  le  centre  A'  de  la  sphère  passant 
parles  quatre  positions  A|,  Aj,  A3,  A»  du  point.  On  a  là  afl'aire  à 
une  transformation  cubique.  Si  les  quatre  points  A,,  A2,  A3,  A4 
sont  en  ligne  droite,  le  point  A  est  situé  sur  une  surface  du  troi- 
sième ordre,  etc.  Si  l'on  considère  cinq  positions  du  corps,  il 
faudra,  pour  que  les  cinq  points  A|,  A2,  A3,  A»,  A5  soient  dans 
un  même  plan,  que  le  point  A  appartienne  à  une  certaine  courbe 
du  sixième  ordre  ;  si  l'on  considère  six  positions,  il  y  aura  en 
général  dix  points  A,  tels  que  les  six  points  x\,,  A^,  A3,  A4,  A5, 
Ao  appartiennent  à  un  même  plan.  L'auteur  développe  une  suite 
de  propositions  de  ce  genre. 

C'est,  on  le  voit,  au  cas  du  mouvement  d'un  corps  solide  dont  les 
paramètres  qui  en  définissent  la  position  ne  dépendent  que  d'une 
variable  qu'est  consacrée  la  plus  grande  partie  du  Livre.  Celui-ci 
se  termine  par  quelques  indications  générales  sur  les  cas  où  il  n'en 
est  pas  ainsi  et  par  l'étude  suffisamment  détaillée  du  cas  où  les 
points  du  corps  solide  décrivent  des  surfaces.  Knfin  M.  Schocn- 


MÉLANGES.  i6i 

Aies  traite  brièvemenl,  à  litre  d'exemples,  de  quelques  mouve- 
ments particuliers.  Assurément,  ces  exemples  auraient  pu  être 
singulièrement  multipliés;  mais  l'auteur  réservait  sans  doute  ce 
genre  de  développements,  qui  aurait  nui  à  l'homogénéité  de  son 
Livre,  pour  un  aulre  Ouvrage,  sur  les  mécanismes,  qu'il  nous  pro- 
met à  la  fin  de  sa  Préface.  Espérons  qu'il  ne  tardera  pas  à  tenir 
celte  promesse  :  un  pareil  Ouvrage  traité  avec  l'esprit  géomé- 
trique que  M.  Schoenflies  a  montré  dans  ses  diverses  publications 
ne  peut  manquer  d'être  très  intéressant.  J.  T. 


MÉLAiNGES. 

SUR  UN  PROBLÈME  DE  LA  THÉORIE  DES  SURFACES; 

Pau  m.  L.  RAFFY. 

Il  y  aurait  intérêt,  pour  la  théorie  des  surfaces,  à  connaître  tous 
les  éléments  linéaires  réductibles  d'une  infinité  de  manières  à  la 
forme  de  Liouvillc 

[o(x-{-y)  — /(^  — >')]  dx  dy. 

Parmi  ces  cléments  linéaires,  une  classe  remarquable  est  formée 
de  ceux  qui  correspondent  à  des  surfaces  applicables  sur  les  sur- 
faces de  révolution.  Nous  nous  proposons  ici  de  les  déterminer 
tous. 

Le  problème  revient,  comme  on  sait  (*),  à  trouver  toutes  les 
solutions  de  V équation  indéterminée 

,X  ^  +  3X'  '^  +  VX  =  .Y  ^  +  3Y'?  +Y-X, 
ôx^  Ox  Oy^  dy 

^n  prenant  pour  \  une  fonction  de  x  -\-y  seulement.  Dans  celte 
équation,  X  et  Y  sont  deux  fonctions  inconnues,  l'une  de  x, 
«autre  de  y\  X',  X',  Y',  Y''  désignent  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. 


(')   Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  t.  Il,  p.  ^08-209. 
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Diaprés  riiypolhèse  faite  sur  X,  l'équation  devient 

(1)  2(X-Y)^+3(X'-Y')^-^(X"-Y")X  =  o         (l=x-^y). 

Désignant  désormais  par  des  accents  les  dérivées  prises  par 
rapport  à  ty  nous  poserons 

ce  qui  donne,  en  divisant  par  X, 

(2)  F  =  ^(X  -  Y)(/'-4-  /«)  -h  3(X'-  Y')/  -+-  X"-  Y'=  o. 

Remarquons  que  l'expression  générale  de  la  courbure  totale 

RTh",  ~~  X    dxây  ' 
qui  correspond  à  l'élément  linéaire  7,\dxdy^  se  réduit  ici  à 

_j I  cftiogX  __  £/Vy 

R,  H,  "       X      dt^     ~      X\X/ 
Ainsi,  en  vertu  de  la  définition  de  /,  nous  avons 

!  V 


BiR,  ~"       X 
Cela  posé,  égalons  à  zéro  la  dérivée-- ;  nous  trouvons 

(3)  /^  =2(X- Y)(/'-h/2/-+-(X'- Y')[2(/'-+-/*y-4-3n-+-3(X'-Y')/'  =  o. 

L'équation  (3)  peut  être  une  identité,  ou  se  confondre  avec 
l'équation  (2)  ou  en  être  distincte.  La  première  livpotlièse  revient 
à  l'  =  o\  c'est  le  cas  des  surfaces  développables. 

Si  les  deux  équations  sont  identiques,  c'est  qu'on  a 

3/'(/'-+-/2)  =  ^/'-+-/2)',        9//'=3r-+-2(/'-i-/*y. 
La  seconde  de  ces  relations  n'est  autre  que 

(1)  r=fi\ 

et  Ton  voit  sans  peine  que  la  première  en  est  une  conséquence. 
Celte  relation  (4)  caractérise  les  surfaces  à  courbure  constante. 
Pour  que  la  courbure  soit  constante,  il  faut  cl  il  suffit  en  eflet 
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que  la  dérivée  de  /'iXsoil  nulle,  d'où 

X/'=X7'. 

Mais,  comme  nous  avons  posé 

X'=X/, 

celle  condilion  revienl  précisément  à 

L'inlégralion  de  Téqualion  (4)  est  d'ailleurs  facile  et  donne,  en 
désignant  par  //,  /et  m  trois  constantes  arbitraires, 

x  = 


En  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  trouve  aisément  (avec  /=  m) 

^    ,     ,        Vxdx  dy  r^ 

A  ax ay  =  ^9  Pi  =  const., 

ce  qui  est  la  forme  la  plus  simple  de  l'élément  linéaire  des  surfaces 
à  courbure  constante. 
Il  faut  maintenant  supposer  distinctes  les  deux  équations 

(a)  2(X  -  Y)(/'-h  /«)  -f-  3(X'-  Y')/  4-  X'-  Y'=  o, 

(3)    :i(X-Y)(/'-h/«)''4-(X'— Y')[2(/'-f-/«)'  4-3/']-+-3(X''- Y^)/'=o. 

Si  Ton  exclut  l'hypothèse  /'  =  o,  qui  correspond  aux  surfaces 
développables,  on  voit  que  ces  deux  équations  contiennent  tou- 
jours X'' —  Y"  et  que  la  première  au  moins  contient  X' —  Y'.  Mais 
il  pourrait  se  faire  que  X  —  Y  n'y  figurât  pas.  C'est  ce  qui  a  lieu 
dans  l'hypothèse 

et  alors  seulement.  On  déduit  de  là 


(7)  -''         7-  X'  -^-'o- 


et,  par  suite,  P  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
^5)  X  =  P(/-/o). 

Ainsi  A  est  une   fonction  linéaire  de  x  -\-y.  Dans  ce  cas,  les 
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équations  (2)  et  (3)  deviennent 

3(X'-Y')/4-  X"— Y'     =0, 
(X'— ¥')/'-+- (X'- Y')/ =  0; 

et,  comme  leur  déterminant 

3/»-/'=4/« 

est  différent  de  zéro,  elles  entraînent 

X'-Y'=o,        X'— Y''=o. 

Les  dérivées  X',  Y',  étant  égales,  ont  une  valeur  constante  y,  et 

il  vient 

X  =  Y{ar  —  Xq),         Y  =  ^{y  —^0), 

Y,  Xq  et^o  étant  arbitraires.  Telles  sont  les  expressions  de  X  et  de 
Y  dans  le  cas  particulier  où  X  est  du  premier  degré. 

Passons  au  cas  général.  Entre  les  équations  (2)  et  (3)  éliminons 
X" — Y'';   nous  obtenons  une  relation  linéaire  et  homogène   en 

X  —  Y  et  X  —  Y' 

a(X  — Y)[3/'(/'^ /*)-(/' -4-/2)']  4- (X'—Y'j[9//'-2(/'-h /»)'- 3/*]  =0. 

Cette  relation  n'est  pas  une  identité,  puisque  les  équations  (2) 
et  (3)  sont  supposées  distinctes  :  ainsi  le  coefficient  de  X  —  Y  et 
celui  de  X' —  Y'  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux.  Or  nous  avons  vu 
plus  haut  que,  quand  le  coefficient  de  X' — Y'  est  nul,  celui  de 
X  —  Y  l'est  aussi.  D'autre  part,  on  ne  peut  pas  supposer  que  le 
coefficient  de  X  —  Y  soit  seul  nul  ;  car  alors  X'  —  Y'  serait  nul,  X' 
et  Y' seraient  constants,  X" — Y"  serait  nul,  et  les  équations  (2) 
et  (3)  exigeraient  qu'on  eût 

(X  — Y)(/' -4- /*)--=  o. 

L'hypothèse  r-\-t^=o  ramène  au  cas  précédent;  l'hypothèse 
X  —  Y=  o  revient  à  X  =  Y  ==  const.,  ce  qui  ne  donne  rien.  En 
conséquence,  X  —  Y  et  X' — Y' figurent  cffcchvement  dans  l'équa- 
tion, et  l'on  en  tire 

X-Y' 

X-Y   ~^^'' 

G  désignant  une  fonction  de  x  -h  y  seulement,  comme  les  coeffi- 
cients des  équations  (9.)  et  (3).  Ce  résultat  peut  se  mettre  sous 


i 
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une  autre  forme,  savoir 

-Jlog(\-Y)  =  G(n. 

en  prenant  pour  un  instant  comme  nouvelles  variables 

f^_r-hy,         z=.T—y. 
Il  suit  immédiatement  de  là  que  log(  X  —  Y)  est  de  la  forme 

et  nous  sommes  conduit  à  ce  problème  :  l'ron\'er  toutes  les  solu- 
tions (le  r équation  inrlé terminée 

(  6  I  \  —  Y  =  'i;  { .r  -H  j'  )  y  (\r  —  y). 

Le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  plus  une  fonction 
de  j>';  donc  sa  dérivée  seconde  prise  par  rapport  à  j:  et  à  j^  est 
nulle.  Exprimons  celte  condition 

— i-!^-  —  o  : 
dx  ()y 

nous  trouvons 

Si  Ton  exclut  l'hypothèse  X  =  const.,  Y  =  consl.,  qui  ne  donne 
rien,  on  pourra  diviser  par  le  produit  «iy  et  écrire 

•y      y" 

(t)  -i-  =  -*-  =  const.  =  //*. 

xNous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  constante  //  est 
nulle  ou  différente  de  zéro.  Si  //  =  o,  les  fonctions  «i  et  y  sont 
du  premier  degré 

*l  =  lir  -hy  -^  a  —  6),  y  =  3  (  j-  —y  —  a  -^  h). 

Portant  ces  valeurs  dans  Tidenlité  (G),  on  trouve 

\  —  Y  -=  a3  [(  ^  —  n)-^  —  {y  —  />)î  |, 

ce  qui  donne,  en  désignant  par  c  le  produit  a|î, 

\~-^-\-c(T  —  n)',         Y  =  Y  -•-  ^^.y  —  l^)'i 

les  constantes  a,  b,  c^  y  <^l3"t  arbitraires,  f^a   fonction  A  se  dé- 
terminera  en    substituant    ces  expressions    dans    l'équation   (i). 
Bult.  des  Sciences  mat  lient.,  a'  s<'rit',  l.  XlII.  (Juillet  1889.)  l'i 
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Comme  on  a 

X  —  Y  =  c{x  — y  —  a  -h  b)(x  -h y  —  a  —  b), 

\'-\'r=ic{x-y—a-hb), 

X''-Y''  =  o, 

cette  équation  se  réduit  à 


d\ 

par(/—  h)-ï7'>  iJ  vient 


en  remplaçant  x  -\- y  par  ^  eta  -h  ^  par^^.  Pour  intégrer,  divisons 

dt 

d  { ,      d\       ^  ,      ,  '\ 

d'où  l'on  tire  successivement 


a 


Ck  -2 1^ 


dt           (t-toY' 
(«)  '^=  . — ;  -^Q» 

en  désignant  par  P  et  Q  deux  constantes  arbitraires.  Il  convient 
de  remarquer  que  l'hypotlièse  Q  =  o  donne  l'élément  linéaire  des 
surfaces  à  courbure  constante,  et  Thypothèse  P  =  o  celui  des 
surfaces  dévcloppables. 

Quand  la  constante  li  n'est  pas  nulle,  les  équations  (7)  don- 
nent immédiatement 

en  désignant  par  /,  /?2,  n,  p  quatre  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. De  là  résulte 

et  finalement 

(9)         X  =  Y  -H  Ine^^^'-h-  mpe-^'^^,         Y  =  y  -f-  ipe-^*y-^  mne^^*y. 

Pour  obtenir  la  valeur  correspondante  de  X,  substituons  dans 
Téquation  (i)  les  expressions  qui  viennent  d'être  trouvées  pour 
X  et  Y.  Or  X  —  Y^  et  X' —  Y'  sont  divisibles  par  la  fonction 

y  =  ne^^^-^-y^  —  pe-^^^^-y^; 
il  en  est  de  même  de  X"  —  Y",  puisqueX"  —  Y''estégalà/j//2(^\  — Y). 
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Supprimons  ce  facteur,  commun  à  tous  les  termes  de  Téquation, 
il  vient 

fa  ^  Ë\ 

at^  at 

Mais,  a^ant  posé 

nous  avons 

L'équation  précédente  prend  la  forme 
ou  encore 

Intégrant,  nous  trouvons 

^X'-h  a^J/'X  =  const.  =  — QA*. 

Multiplions  le  premier  membre  par  ^,  le  second  par  la  quantité 
égale  ^":  h'\  il  viendra 

d'où,  en  intégrant, 

^»X=-Qf  H-P, 

ce  qui  donne  (lualement 

Ainsi  X  dépend  de  quatre  constantes  arbitraires  /t,  /,  m,  P:  Q. 
Sa  valeur  explicite  est 

""'  ^  =  '^  (  Te»'  -me->")  '  ^  ^  57  (  /e/"  -me-"')  ' 

On  voit  qu'il  suffit  de  faire  Q  =i^  o  pour  avoir  l'élément  linéaire 
(les  surfaces  à  courbure  constante  que  nous  avons  trouvées  en 
commençant. 

C^esi  Vexpression  générale  de  )..  Elle  contient  les  deux  for- 
mules (5)  et  (8). 

En  effet,  si  Ton  prend  /  =  e~^'%  m  =  ^'^'«  et  si  l'on  pose 
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Texpression  de  A  devient 

et  Ton  voit  qu'il  suffit  d'y  faire  tendre  II  vers  zéro  pour  retrouver 
la  formule  (8) 

Faisons  maintenant  /  =  o, /// =  e^'»  dans  l'expression  (lo); 
nous  obtenons 

formule  à  remarquer.  Particularisant  encore  en  prenant 

puis  faisant  tendre  //  vers  zéro,  on  retrouve  la  formule  (5) 

Ainsi  la  relation  (lo)  donne  bien  Texpression  générale  de  A  et 
par  suite  fournit  tous  les  éléments  linéaires  que  nous  chcrcbions. 

M.  Darboux  était  déjà  en  possession,  quand  cette  Note  lui  a  été 
communiquée,  de  résultats  qui  au  fond  équivalent  aux  précédents, 
bien  qu'ils  en  diffèrent  par  la  forme.  Le  problème  résolu  par 
M.  Darboux  dans  une  Leçon  récente  consiste  à  déterminer  tous  les 
cas  où  l'équation  des  lignes  grodésiques  admet  à  la  fois  une  inté- 
grale du  premier  degré  et  une  intégrale  du  second  degré.  La  solu- 
tion de  ce  problème  entraîne  celle  du  nôtre,  et  réciproquement. 
Néanmoins  M.  Darboux  a  bien  voulu  m'engager  à  publier  l'étude 
(ju'on  vient  de  lire,  parce  qu'elle  donne  directement  et  sous  forme 
explicite  tous  les  éléments  linéaires  cherchés. 

Je   terminerai   par  quelques  indications  relatives  au  problème 

général  que  hous  énoncions  en  commençant  et  dont  nous  n'avons 

traité  qu'un  cas   particulier.  Pour  qu'un  élément  linéaire  de   la 

forme 

\dr  dy  —  [^(x  ^  y )  — /(  .r  —  y  )]  dx  dy 

soit  réductible  d'une  infinité  de  manières  à  celte  forme,  il  faut 
et  il  suffit  que  \  vérifie  l'équalioii 

,xf;_3.v^-.v/.=:.YÎi:.'-+n'^:.-v-).. 

àx"*'  dx  ô^y  f)v 
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iilîon     s'élenclaiit    sur    l'aire    infinie    correspondant    aux 
positives  de  ii  et  de  v, 
itroduisant  des  coordonnées  polaires,  on  aura 


J  yac  siiio  -=   /     rf6  I 


z    > 


J  ^ 


'fJac  si  no 


ig.  I. 


-  U 


e  méthode  s'applique  avec  la  même  facilité  au  cas  de  trois 
les 

J  =   /      j       i     e-^clx  dy  dz, 

<|^  =  ax^  -^  by^  -^  cz^-ir  lai  yz  -f-  xbx  zx  -r-  'xc^ xy. 

erminons  d'abord  Irois  an^^les  a,  [5,  y  compris  entre  o  et  tt, 
B  relations 

#1,  ^1  Ci 

y/fec  V^^  V^^ 

îst  alors  possible  de  construire  un  trièdre  OVY W  (Jig.  2) 
je 

\  0\\  =  a, 
WOU  =  ?, 
ÙOV  =  Y, 

u  —  X  v^rt ,        ^'  —  y  y/i>y        w  —  z^ 
*'S  cordonnées  d'un  point  P,  on  a 

0P«  =  ^, 


,«30        ,-»oo        .■»* 


Jv^//><-^  fil     e-'^dudvdiv, 

•  0     •  0     •  u 
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Comme  cas  particulier  de  l'expression  (^)  on  peut  signal»»r 

X  =  yiory-r-  Ri- 

Les  solutions  (a)  et  (^),  prises  dans  leur  généralité,  n'ont  pa 
encore  été  signalées,  à  ma  connaissance  du  moins. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 

Par  m.  STIELTJES. 

Permettez-moi  de  vous  présenter  une  remarque  que  m'a  suggérée 
votre  résultat 

arc  cosi    -  -  .. 
J  =  r*   r e-^^^''^^'>-^y^o'-)  dxdy  ==  -S^-  . 

Elle  consiste  en  ce  que  Tangle 

(    h   \  h 

çp  =  a rc  cos  j  ——  ] ,  cos  ç>  =  — ==  » 

\yfac  )  *        yjac 

qui  y  figure  et  qui  est  compris  entre  oet?:,  est  précisément  Tangle 
qu'on  rencontre  en  représentant  géométriquement  la  forme  posi- 
tive ax^  -\-  ib xy  H-  cy-. 

Cette  remarque  m'a  conduit  à  une  autre  démonstration  de  votre 
résultat.  Soient  (//^.  i  )  OU,  OV deux  axes  coordonnés  comprenant 

l'angle  cp, 

OA  =  a  =  xyja^ 

OV  =  V  =  Kv^c 

les  coordonnées  d'un  point  P;  on  aura 

OF**  =  a X'  -^  ih  xy  -\-  cy^ 
et,  par  suite, 


0       '0 


I 

En  multipliant  par  sin'^,  ?i\n'^dudv  csi  l'élément  de  l'aire  plarm  ^ 
égale  à  dv\  donc 

J  \/ac sin Q  =  /   le- o'**  d^. 
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l'inlégralion     s'étendanl    sur    l'aire    infinie    correspondant    aux 
valeurs  positives  de  u  cl  de  v. 

En  introduisant  des  coordonnées  polaires,  on  aura 


(il  =  /•  dr  f/6, 


J  ^7ïc  siii  ç>  =   /     d^  l     re-''  dr  =  J  o, 

«-0  ^0 


J  = 


•>.y/ar  si  no 


ig.   I 


-  U 


Cette  méthode  s'applique  avec   la  même  facilité  au  cas  de  trois 
variables 


lae        ,^x       ,'.  » 


l^.  Ç     f     I     e-'\dxdydz, 

•-  «       «0       s    CI 

^  =  aX'  -h  hy'^  -^  cz'  -\-  lax  yz  -^  ih^zx  -\-  'xc^xy. 

Déterminons  d*al)ord  trois  angles  a,  |3,  y  compris  entre  o  et  ?:, 
par  les  relations 


(•osa  =    — ^r^ï 

yjhc 


cos  3  =  — 


cos*;  — 


<^i 


Il   est   alors  possible  de  construire  un  trièdre  OUVW  (Ji^'  2) 
tel,  que 

woî;  =  3. 


et  SI 


UOV  ^-  Y, 

u  —  .ry^a,         (•  —  y\/h^         iv  =  zyc 
sont  les  cordonnées  d'un  point  P,  on  a 

«lonc 

}\/idH-    =  I       I      I      e-'^dudvdiw 

•'0      '0      '0 
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Mais  rélémenl  de  volume  de  l'espace  est 

di  =  /•  du  dvd  il', 

k  étant  un  facteur  constant  de  valeur  connue 


lie.  1. 


U 


Introduisons  d'autres  variables  et  déterminons  la  position  du 
point  P  par  0P  =  /-et  par  la  position  du  point  P|  sur  la  sphère  de 
rayon  i  dont  O  est  le  centre  {/ig'-  3). 


Kig.  3. 


H  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  la  nature  des  coordonnées  à 
introduire  pour  déterminer  la  position  de  P,;  toujours  on  aura 

(h  —  /-î  dp  X  dr, 
p  étant  Télément  de  Faire  de  la  surface  de  la  sphère;  donc 

J  A  s/Wb^  =  fdp   r  e  '-'r^  dr  -.Sx  {v^^, 

••  •    0 

S=^fclp  étant  Taire  du  triangle  sphérique  ABC  dont  les  côtés 
sont  a,  [3,  V.  En  («crivant  au  Heu  de  /•  sa  valeur,  il  vient 


S  X  /- 
J  — ~-  » 

4/D 


D  ^ 


Cl      h      Hi 


»«< 
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Théorie  mathématique  de  la  lumière.  Leçons  professées  pendanl  le  1*''  se- 
mestre 1887- 1888  par  H,  Poincare'y  Membre  de  rinslitut,  rôdip^^es  par  7. 
Bhnd'uiy  licencié  es  Sciences.  Paris,  G.  Carré,  éditeur;  1889. 

Le  Livre  de  M.  Poincaré  est  TOuvrage  le  plus  important  qui 
ait  paru  sur  Pensemble  des  théories  mathématiques  de  la  lumière 
depuis  Tépoque  où  les  élèves  de  Verdet  ont  publié  ses  œuvres. 
Des  travaux  théoriques  ont  été  publiés  depuis  lors,  des  phénomènes 
nouveaux  ont  été  découverts;  les  théories  diflTérentes  se  sont  mul- 
tipliées, expliquant  toutes  également  bien  les  phénomènes  Fonda- 
mentaux, mais  présentant  pourtant  des  divergences  dont  Timpor- 
tance  n^est  point  à  dédaigner.  Une  comparaison  minutieuse  avec 
les  phénomènes  les  plus  délicats  permettra  seule  de  choisir  entre 
elles  et  d'en  rejeter  quelques-unes. 

C'est  l'accord  des  principaux  résultats  qui  a  frappé  M.  Poincaré  ; 
c'est  sur  l'équivalence  mathématique  des  trois  ou  quatre  théories 
principales  qu'il  a  surtout  insisté,  supposant  que  par  un  choix 
convenable  des  termes  complémentaires  qu'exigent  la  théorie  de  la 
dispersion  et  celle  de  la  polarisation  rotatoire,  le  même  accord 
avec  l'expérience  pourrait  être  conservé,  sinon  pour  toutes,  au 
moins  pour  la  plupart  des  théories  distinctes.  Ce  point  de  vue 
donne  à  l'ensemble  du  Livre  une  unité  qui  pouvait  paraître  incom- 
patible avec  son  programme.  Les  principes  généraux  sonl  établis 
une  fois  pour  toutes,  et  les  théories  diverses  se  présentent  à  peu 
près  comme  des  cas  particuliers  d'une  théorie  plus  générale;  le 
lien  qui  les  unit  toutes,  la  différence  qui  caractérise  chacune 
d'elles  sont  ainsi  très  faciles  à  saisir. 

Insistant  sur  les  phénomènes  principaux,  M.  Poincaré  a  pu  se 
contenter  de  rappeler  en  peu  de  mots,  chaque  fois  que  cela  était 
nécessaire,  les  résultats  généraux  de  Texpérience.  Dans  plusieurs 
cas  il  s'est  contenté  d'exposer  clairement  les  principes  des  théories 
sans  mener  jusqu'au  bout  des  calculs  faciles,  indispensables  pour 
la  comparaison  numérique  avec  les  observations,  mais  inutiles  dans 
la  recherche  des  caractères  de  la  solution  mathématique. 
A  cet  Ouvrage  excellenl,  je  me  permettrai  pourtant  de  faire  une 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  XIII.  (Août  1889.)  i5 
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critique;  k  chaque  instant  les  unités  sont  changées,  de  manière  à 
simplifier  Técriture  des  formules,  mais  en  détruisant  l*homo^oéilê  ; 
tantôt  c*est  la  densité  de  i^éther,  plus  souvent  c'est  son  élasticité 
qui  est  prise  égale  à  Tunité  ;  ici  on  suppose  qu'on  emploie  les 
unités  usuelles  de  longueur,  etTon  traite  la  longueur  d'onde  comme 
un  très  petit  nombre,  le  comparant  à  d'autres  nombres  qoi  sont 
ou  des  longueurs  ou  des  racines  carrées  de  longueurs  (diffrac- 
tions, pages  1 27  et  suivantes)  ;  ailleurs,  dans  la  théorie  de  la  disper- 
sion, on  regarde  les  longueurs  d'onde  comme  des  nombres  finis. 

C'est  assurément  un  bien  petit  défaut  de  forme,  mais  qui,  dans 
certaines  pages,  rend  la  lecture  singulièrement  pénible;  les  for- 
mules défmilives  ne  sont  souvent  pas  homogènes  en  apparence, 
et,  bien  que  la  correction  soit  facile  a  faire  pendant  la  lecture  du 
Livre,  elle  peut  n'être  pas  toujours  très  facile  à  retrouver  au  mo- 
ment où  l'on  a  besoin  de  comparer  numériquement  des  résultats 
d'expériences  aux  formules  théoriques. 

J'indique  en  note  les  errata  dont  l'addition  suffirait  pour  sup- 
primer cet  inconvénient  (  '  ). 

Chap.  I**"  (p.  1-48).  Etude  des  petits  mouvements  dans  un 
milieu  élastique.  —  On  admet  comme  hypothèses  fondamentales 
la  conservation  de  l'énergie  et  la  forme  linéaire  des  équations  dif- 
férentielles du  mouvement;  on  développe  parallèlement  la  théorie 


(•)  l*agc»  127,  6  (ist  un  nombre. 
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générale  dans  laquelle  Ténergie  interne  est  une  fonction  quel- 
conque de  toutes  les  distances  des  molécules  prises  deux  à  deux, 
et  la  théorie  particulière  plus  spécialement  connue  sous  le  nom  de 
théorie  moléculaire  dans  laquelle,  les  forces  étant  centrales, 
Ténergie  est  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  une  même 
fonction  d'une  seule  variable,  la  distance  de  deux  molécules,  pour 
tous  les  couples  de  molécules  du  corps;  cette  dernière  forme  est 
caractérisée  par  cette  propriété  différentielle  que  la  dérivée  se- 
conde de  l'énergie  par  rapport  à  deux  distances  moléculaires  diffé- 
rentes est  nulle.  Enfin  on  admet  que  le  potentiel  dû  aux  actions 
mutuelles  des  molécules  comprises  dans  un  volume  quelconque 
est  la  somme  des  potentiels  dus  à  chacun  des  éléments  de  volume 
dont  il  esl  formé,  quelque  petits  qu'ils  soient,  sans  aucun  terme 
provenant  des  actions  mutuelles  de  deux  des  éléments  voisins. 

L'énergie  rapportée  à  l'unité  de  volume  est  la  somme  de  deux 
fonctions  homogènes.  Tune  du  premier  degré  W|,  l'autre  du  se- 
cond degré  W2  des  9  dérivées  des  déplacements  Ç,  7},  Ç  par  rap- 
port aux  axesj?,j',  ;;.  Lorsque  la  pression  à  la  surface  limite  dumi- 
lieu  n'est  pas  nulle,  il  y  a  dans  W2  27  coefficients  arbitraires,  et 
21  seulement  dans  l'hypothèse  des  forces  centrales.  Si  la  pression 
à  la  surface  limite  est  nulle,  il  y  a  2 1  coefficients,  et  pour  les  forces 
centrales  i5  seulement. 

Enfin,  si  le  milieu  est  isotrope,  le  nombre  des  coefficients  dis- 
tincts se  réduit  à  trois,  dont  un  pour  les  pressions  extérieures  (*). 

w,  =  X  (ç;,  r;;.  -  $;. tj:,  +  7i;  c:  - TiU; -^  Ci  îir  -  ïx $z) 

-^  [X($'i  -H  {/  -^  ^'}  -+-  r;,'  +  ^;>*  -^  -rU'  +  a  +  C/  -^  ïz') 

Les  relations  qui  expriment  que  les  forces  sont  centrales  et  que 
la  pression  extérieure  est  nulle  sont  respectivement 

X  -h  V  =  O,  X  -T-  A  |X  =  o. 

La  fonction  W|  contient  seulement  six  coeiïicients  distincts, 
V  ^^  '^x  entrant  symétriquement,  et  se  réduit  dans  le  cas  des  corps 


L 


(  ')  A  de  Lamé  —  q  (  (x  —  v  )  do  Poincaré, 

•X  >•  -  —  À  «x  >> 
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isotropes  à 

La  théorie  paraît  exiger  que  ces  coefficients  X,  [jl  soient  les 
mêmes  dans  W|  que  dans  W2  (*). 

D'ailleurs,  les  équations  du  mouvement  des  corps  isotropes  ne 
dépendent  que  des  deux  coefficients  distincts  p.,  v;  et  ceux-ci  se 
réduisent  à  un  seul  si  la  pression  extérieure  est  nulle  et  si  les 
forces  sont  centrales,  ce  qui  donne,  par  élimination  de  X,v=  2  [x. 

L'une  des  équations  est 

A  désignant  la  somme  des  dérivées  secondes  ^~  -4-  —  -i-  j-^  et  B  la 
dilatation  cubique  5^  "*"  ^r  "♦"  ^z  • 

Chap.  il  Propagation  d'une  onde  plane  uni/orme.  Interfé- 
rences. —  La  vitesse  de  propagation  des  ondes  transversales  est 


^- 


^f^. 


[jL  est  donc  négatif.  Lorsque  les  forces  sont  centrales  et  la  pression 
extérieure  nulle,  la  vitesse  de  propagation  des   ondes  longitudi- 


(*)  Il  me  paraît  important  de  remarquer  que  l'existence  du  terme  en  X  a  pour 
conséquence  une  différence  entre  les  pressions  P  et  P  .  L'élément  de  volume 
de  Téther  serait  ainsi  soumis  à  un  couple  élastique  proportionnel  au  volume 
quand  il  est  déformé.  Il  faut  écrire  les  équations  du  mouvement  de  rotation  de 
cet  élément,  quand  il  n'est  soumis  à  aucun  couple  extérieur,  ce  qui  est  le  cas  de 
l'éther  lumineux;  on  voit  facilement  que  le  moment  d'inertie  est  infiniment  petit 

du  deuxième  ordre  par  rapport  au  volume,  cl,  comme  les  rotations  /  ~  —  -p>  •••  J 

ne  sont  pas  infinies,  il  faut  que  le  couple  moteur  soit  nul.  On  trouve  ainsi  que  le 
coefficient  X  est  nul  dans  les  corps  isotropes,  et,  en  général,  sont  nuls  aussi  six 
des  coeffîcients  que  l'existence  des  pressions  extérieures  introduit  en  plus  des 
vingt  et  un  de  Green,  ou  des  quinze  de  Caucliy. 

La  conservation  de  ce  coefficient  X  conduirait  d'ailleurs  à  une  conséquence 
singulière  :  il  entre  dans  W,  ;  il  influe  donc  sur  le  signe  de  la  fonction  des  forces, 
et  par  suite  la  stabilité  ou  l'instabilité  de  l'équilibre  initial  parait  dépendre  delà 
candeur  de  ce  coefficient;  et  pourtant  il  n'entre  pas  dans  les  trois  équations  du 
mouvement  de  translation,  les  seules  écrites,  et  qui  d'ailleurs  déterminent  les  in- 
connues, et  par  conséquent  il  ne  peut  avoir  aucune  influence  sur  celte  stabilité. 
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nalcs  est  égale  à  y/3  fois  celles  des  ondes  transversales.  Dans  tous 
les  autres  cas,  ces  deux  vitesses  sont  indépendantes.  On  peut  faire 
plusieurs  hypothèses  sur  les  propriétés  de  l'éther,  pour  rendre 
compte  de  Tabsence  des  vibrations  longitudinales  dans  les  milieux 
isotropes. 

1®  L^hypothèse  la  plus  connue  est  celle  de  Tincompressibilité 
de  Téther.  Par  suite  de  la  constitution  de  l'éther,  les  déformations 
seraient  soumises  à  la  condition  B  =  o;  dans  ce  cas,  pour  conser- 
ver au  système  de  forces  élastiques  sa  généralité,  il  faut  introduire 
une  pression  hydrostatique/?,  et  les  équations  du  mouvement  sont 
au  nombre  de  quatre 

(3)  \-^ôr  =  -£^^^^'^ 

C'est  la  seule  hypothèse  dans  laquelle  l'équilibre  soit  stable 
pour  toute  déformation.  Dans  ce  cas,  la  vitesse  de  propagation 
des  ondes  longitudinales  serait  infinie. 

a°  On  peut,  comme  contre-partie,  admettre  que  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  longitudinales  est  nulle,  [x  -f-  v  =  o,  d'où 
v>o. 

Cette  hypothèse,  adoptée  tacitement  parFresnel  dans  quelques 
cas,  permet  d'expliquer  tous  les  phénomènes  d'Optique;  c'est  celle 
qui  correspond  à  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  et 
que  M.  Poincaré  a  adoptée  de  préférence.  Elle  conduit  d'ailleurs 
à  deux  résultats  assez  singuliers  :  toute  variation  de  volume  reste 
localisée  au  point  où  on  l'a  produite  et  s'y  accroît  indéfiniment  si 

à  un  moment  quelconque  -r-  est  différent  de  zéro.  En  outre,  con- 
trairement à  ce  que  dit  M.  Poincaré,  la  résistance  à  la  compres- 
sion n'est  pas  nulle.  On  trouve,  en  efiet,  facilement,  dans  le  cas 
général, 

-(Pxx  -+-  Pyy  -H  Pzz)  =  2(X  ^  3v  -+-  jx)  6  -h  (Pxx-H  Pjr  "+-  Pzz)oy 

et,  dans  le  cas  actuel,  le  coefficient  de  6  se  réduit  seulement  à 
2(X-|-  av).  Si  les  forces  sont  centrales,  le  coefficient  d'élasticité 

cubique  est 1-  positif.  Si  la  pression  extérieure  est  nulle,  il 
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devient ^   toujours  positif.    Ce   coefficient   deviendrait   nul 

pour  X  négatif  et  égal  à  2[jl,  et  négatif  pour  A<^  2[x.  Si  Ton  a 
),  =  o,  comme  on  doit  le  faire  à  mon  avis,  le  coefficient  de  com- 

pressibilité  est  —  |  [jl  positif. 

Mais  l'équilibre  est  instable  :  par  exemple,  pour  une  déforma- 
tion 

$!c  ^  ^li  =  Ç's»         5i  =  ïc  =  Tjx  =  'r\y  =  Çx  =  Cr  =  o- 

3"  Enfin  on  peut  supposer  [jl-|-v<;o,  c'est-à-dire  la  vitesse 
de  propagation  des  ondes  longitudinales  imaginaire.  Celles-^i  sont 
alors  évanescenles,  c'est-à-dire  que,  si  une  circonstance  quelconque 
les  fait  naître,  elles  s'éteignent  sur  place,  et  si  elles  sont  mainte- 
nues par  la  persistance  de  la  cause,  elles  ne  se  propagent  pas  et 
sont  rapidement  absorbées  par  le  milieu,  comme  dans  la  théorie 
de  la  réflexion  de  Cauchy.  Bien  entendu,  l'instabilité  est  plus 
grande  encore  que  dans  le  cas  précédent.  «  Mais,  dit  M.  Poincaré, 
page  56,  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  la  véritable  nature 
de  l'éther,  nous  ne  devons  attacher  qu'une  importance  secondaire 
aux  objections  tirées  de  la  théorie  de  l'élasticité.  » 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'examen  des  propriétés  des  vibra- 
tions transversales  et  de  leurs  interférences. 

Chap.  111  (p.  77-98).  Principe  d^IIuygens.  —  Ce  Chapitre, 
très  intéressant,  n'est  pas  susceptible  d'être  résumé.  11  est  relatif 
aux  milieux  isotropes  seuls.  On  ne  peut  pas  dire  qu'il  épuise  la 
question;  le  Mémoire  de  1849  de  Slokes  sur  la  diffraction  pourra 
encore  être  lu  avec   intérêt. 

Chat.  IV  (p.  99-175).  Diffraction,  —  Les  équations  aux- 
quelles satisfait  Tamplitude  d'un  mouvement  de  période  déter- 
minée ont  une  grande  analogie  avec  celles  du  potentiel  des  forces 
ncwtoniennes.  Cette  analogie,  signalée  par  Stokes  dans  son  Mé- 
moire sur  la  diffraction,  a  été  complètement  mise  en  lumière  par 
Helmholtzdans  son  Mémoire  sur  les  tuyaux  sonores^  lord  Rayleigh, 
dans  son  Livre  On  Sound,  a  étendu  les  applications  à  plusieurs 
|)rol)lèmes  de  diirraclion  du  son  dans  Tair.  Ces  proprict^'s  princi- 
pales sont  : 
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I"  De  pari  et  d'autre  d'une  surface  couverte  de  sources  simples, 
l'amplitude  reste  continue;  mais  la  dérivée  normale  deTamplitudc 
subit  une  variation  brusque,  égale  au  produit  par  4*^  de  l'ampli- 
tude de  la  source  rapportée  à  l'unité  de  surface; 

2^*  Appelons  source  double  l'ensemble  de  deux  sources  très  voi- 
sines, et  d'amplitudes  égales  et  opposées.  Une  pareille  source  est 
définie  (comme  un  moment  magnétique)  par  la  direction  de  la 
droite  de  jonction,  et  par  le  moment  de  l'amplitude  (produit  de 
l'amplitude  par  la  longueur  delà  droite  de  jonction). 

A  travers  une  surface  couverte  de  sources  doubles  dont  la  droite 
de  jonction  est  normale  à  la  surface,  l'amplitude  subit  une  varia- 
tion brusque  égale  au  produit  par  4''^  du  moment  des  sources  rap- 
porté à  l'unité  de  surface. 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  sources  à  l'intérieur  d'une  surface  fermée, 
l'expression  la  plus  générale  de  l'amplitude  en  un  point  P  in- 
térieur, pour  un  mouvement  simple  de  longueur  d'onde  —  =  ^^y 
est  la  partie  réelle  de 


pour  le  mouvement  de  phase  zéro,  et  le  coefficient  de  i  pour  le 

mouvement  de  phase  -»  /•  est  la  distance  de  l'élément  de  surface 

dS  au  point  P;  ^  est  l'angle  de  r  avec  la  normale  à  rfS.  Les  inté- 
grales sont  étendues  à  toute  la  surface  limite. 

Quand  il  s'agit  du  potentiel  des  forces  newtoniennes,  on  sait 

qu'il  faut  faire  a=  o;  cl,  si  Ton  veut  que  ç  se  réduise  à  Xj  ou  -p 

à  X|  sur  la  surface,  on  ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  l'une 

des  deux  fonctions  X|    ou    X-j,    l'autre  étant  déterminée    par  le 

choix  de  la  première.   M.  Poincaré  démontre  (p,  i  i'a)  l'existence 

d'une  restriction  analogue  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  On  ne  peut 

jj 

donc  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  auxquelles  ç  et    -  se 

•  on 

réduisent  sur  la  surface.  Ces  valeurs  ne  sont  pas  entièrement  indé- 
pendantes. 

Lorsque  Tamplilude  ne  varie  que  d  une  uiariièn*  inappréeiabh* 
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dans  un  volume  V  et  lorsque  toutes  les  distances  auxquelles  on 

observe  sont  grandes  par  rapport  àX,  on  peut  admettre  que  t-  est 

égal  à  laÇ. 

A  l'intérieur  d'une  surface  formée  par  un  écran  noir  percé  d'une 
ouverture,  la  source  lumineuse  étant  en  dehors,  le  mouvement 
sera  donné  par  les  intégrales  (i)  en  tenant  compte  de  la  condition 

de  transversalité  ^^-  -h  ~  -f-  -^  =  o.  Quant  au  choix  des  valeurs 

ox        ày        dz  ^ 

de  X|,  X2,  voici  celui  qu'indique  M.  Poincaré,  comme  devant 
donner  une  solution  approchée  Aw  problème  de  la  diffraction  pour 
une  source  et  un  écran  donnés.  Sur  la  surface  de  l'ouverture,  on 
prend  pour  Xj  l'amplitude  que  donnerait  la  source  au  même 
point  sans  tenir  compte  de  la  présence  de  l^ écran ^  c'est-à-dire 
comme  si  le  milieu  était  indéfini.  On  prend  X|  =  laXs- 
Sur  l'écran  noir  on  prend  Xj  =  o,  et  aussi  X|  ==  o. 

Ces  conditions  ont  pour  conséquence  que  5  et  -p  ont,  dans  l'ou- 
verture, à  peu  près  les  valeurs  que  donnerait  aux  mêmes  points  la 
source  dans  le  milieu  indéfini,  et  sont  à  peu  près  nulles  sur  tout 
Técran,  lequel  n'est  pas  exposé  à  la  lumière  directe  de  la  source. 
Ce  sont  les  conditions  que  Kirchhoff  avait  aussi  choisies  dans  un 
Mémoire  récent;  ce  sont,  en  somme,  celles  mêmes  de  Fresnel. 
Mais  elles  sont  employées  d'une  manière  rigoureuse  et  qui  ne 
donne  plus  lieu  à  certains  résultats  singuliers  obtenus  par  Fresnel 
quant  aux  valeurs  absolues  de  l'amplitude  et  à  la  phase.  Les  va- 
leurs relatives  de  l'amplitude  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles 
de  Fresnel. 

Ces  conditions,  M.  Poincaré  se  les  donne  d'autorité.  KirchhoflT 
avait  essayé  de  justifier  celles  relatives  à  l'écran  par  un  raisonne- 
ment qui  n'est  guère  satisfaisant,  mais  qui  du  moins  prenait  pour 
point  de  départ  l'absence  de  pouvoir  réflecteur  des  corps  noirs. 
C'est  celle  propriété  caractéristique  des  corps  noirs  dont  il  fau- 
drait trouver  l'expression  analytique  générale  pour  pouvoir  abor- 
der directement  le  problème  de  la  diffraction.  Ce  problème  est  en 
effet  notablement  différent  de  celui  qui  a  été  traité;  il  faut  l'énon- 
cer ainsi  :  Etant  donnée  une  source  à  V intérieur  d\ine  surface 
noire  fermée  de  forme  quelconque,  trouver  la  distribution  de 
la.  lumière. 
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Pour  une  surface  parioiii  convexe,  la  lumière  est  répartie  comme 
le  milieu  t^tiiiundéniii.  Pour  une  surface  qui  prffseutc  un  élran- 
glemcDl,  on  la  décompose  par  une  cloison  à  Lravers  l'étranglement 
deux    surfaces    convexes  dont   une  contient   ia  source.  On 
admet  alors  pour  l'intérieur  de  cette  première  surface  que  la  lu- 
mière y  est  répartie  comme  dans  un  milieu  indéfini,  résultat  qui 
ne  serait  vrai  que  si  la  sufrace  de  la  cloison  était  noire,  elle  aussi. 
On  en  déduit   l'élat  vibratoire  dans  l'étendue  de  l'éiranglemenl, 
et  l'on  se  trouve  ramené  pour  la  seconde  surface  fermée  au  problème 
traité  par  M.  Poincaré.  Si  ce  ruisunnement  donne  des  résultais 
satisfaisants  lorsque  les  dimensions  de  l'ouverture  sont  très  grandes 
ir  rapport  à  une  longueur  d'onde,  Jl  n'est  point  certain  qu'il  en 
lit  de  même  dans  le  cas  contraire,  pour  des  écrans  ou  des  ouver- 
irea  d'un  millième  de  millimètre  ('),   ou  quand  la  source  et  le 
tînt  observé  sont  très  voisins  des  bords  de  l'ouverture. 
Seules  jusqu'à  préseul,  les  expériences  de  M,  Gouj'  nécessïle- 
tnieot  celte  étude,  en  tenant  compte  du  pouvoir  réflecteur  des  mé- 
laox  empluvés  comme  éerans  ;  les  conditions  à  la  surface,  au  moins 
près  de  l'arête  diirringenle,sonl  certainement  dillérentes  de  celles 
adoptées  pour  un  écran  noir.    Mais,  sous  sa  forme  générale,  ce 
problème  est  encore  inabordable.  Dans  la  seconde  moitié  du  Cha- 
pitre, consacrée  aux  applications,  M.  Poincaré  se  sert  de  la  représen- 
itioi»  fîéomélrique  très   iniéressanie  que  M.  Cornu  a  donnée  des 
Intégrales  de  Tresnel.  Il  insiste  surtout  sur  les  [ihénomènes  obser- 
'és  en  lumière  parallèle  avec  une  lunette  pointée  à  l'inTmi.  Il  ne 
s'occupe  pas  du  pouvoir  séparateur  des  lunettes,  ni  en  général 
des  problèmes  trop   particuliers  qui   exigeraient  des  calculs  dé- 
'Veloppés. 

Chup.  V  (p.  I  j6-3i6).  Polarisation  rotatnire.  Dispersion.  — 

'n  rend  compte  de  la  polarisation  rotatoirc  en  introduisant  dans 

les  équations  du  mouvement  de  l'éther  les  dérivées  d'ordre  impair 

et  particulièrement  les  dérivées  troisièmes  des  déplacements.  On 

rend  compte  de  la  dispersion  dans  les  milieux  ordinaires  en  inlro- 


(')  Dans  [«s  n'sc«ux  serri-'s,  il  peut  y  avoir  jusqu'à 
:  qui  iaant  puur  Urgcur  ti  cbaiiuc  trail  •i,iioo33,  soit 
>cv  d'undc  rougir,  rooiii>  iI'uih;  longueur  J'uutlc  ilu 
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duisanl  les  dérivées  paires,  et  parliculièrement  les  dérivées  qua- 
trièmes et  les  déplacements  eux-mêmes.  Telle  est,  au  moins  à  une 
première  approximation,  l'interprétation  analytique  des  résultats 
d'expériences  qui  sont  devenues  depuis  quelques  années  très  nom- 
breuses et  très  étendues. 

Bien  des  théories  ont  été  proposées  pour  justifier  au  point  de 
vue  mécanique  l'introduction  de  ces  termes. 

La  première  en  date  est  celle  de  Cauchy.  Les  équations  du  mou- 
vement ont  été  écrites  dans  le  Chapitre  précédent  en  faisant  deux 
hypothèses  :  i°  On  peut  s'arrêter  dans  le  développement  de  W  au 
terme  W2,  qui  contient  seulement  les  carrés  des  déplacements  re- 
latifs. 

Nous  conserverons  cette  hypothèse,  qui  seule  rend  linéaires  les 
équations  du  mouvement,  et  dont  la  conséquence  expérimentale, 
que  la  vitesse  de  propagation  est  indépendante  de  l'amplitude,  a 
été  suffisamment  contrôlée. 

a°  Les  déplacements  relatifs  Dç,  Dt^,  D!J  de  deux  molécules 
dont  les  coordonnées  diffèrent  deDx,  Dy^Dz  sont  développables 
en  série  de  Taylor  en  se  bornant  aux  premiers  termes.  Abandon- 
nons cette  hypothèse.  Le  développement,  en  y  conservant  les 
termes  d'ordre  supérieur  au  premier,  reste  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second,  de  i,  r,,  Ç  par  rapport 
aux  coordonnées  x,  y,  z. 

Dans  un  corps  non  centre,  les  dérivées  du  troisième  ordre  sub- 
sistent; elles  disparaissent  dans  un  corps  centré. 
L'indice  de  réfraction  se  présente  sous  la  fonnc 

/1-2  =  A  -+-BX-2+... 

d'une  série  de  puissances  paires  négatives  de  la  longueur  d'onde 
dans  le  milieu. 

Cette  théorie  ne  fait  intervenir  le  corps  matériel  que  par  sa 
symétrie  ;  et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  les  termes  d'ordre 
supérieur  soient  nécessaires  dans  un  corps  transparent  plus  que 
dans  le  vide;  or  l'expérience  indique  une  dispersion  nulle  dans  le 
vide.  C'est  une  conviction  qui  s'impose  à  l'esprit  que  la  même 
cause  produit  le  changement  de  la  vitesse  de  propagation  et  la  dis- 
persion, et  que  celte  cause,  c'est  la  présence  du  milieu  pondérable. 
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Il  faut  en  tenir  compte.  Les  influences  de  ce  milieu  sont  multiples; 
chacune  des  théories  proposées  résulte  de  la  prépondérance  exclu- 
sive attribuée  à  une  seule  de  ces  influences. 

I"  Première  théorie  de  Briot;  théorie  de  Neuniann,  —  L'é- 
iher  engagé  dans  un  corps  transparent  ne  diffère  en  rien  de  l'éther 
du  vide;  mais  il  subit  de  la  part  des  molécules  matérielles  desréac- 
lions  proportionnelles  au  déplacement  relatif.  Quant  aux  molé- 
cules matérielles,  elles  n'éprouvent  pas  de  déplacement  appréciable 
sous  Finfluence  de  ces  actions.  On  suppose  donc  que  les  actions 
de  Téther  sur  la  matière  sont  incomparablement  plus  faibles  que 
les  actions  élastiques  de  la  matière  sur  elle-même. 

L'indice  de  réfraction  se  présente  sous  la  forme 

„-2  =  A-hBX«-i-... 

d'an  développement  en  série  de  puissances  paires  positives  de  la 
longueur  d'onde  X  dans  le  milieu  étudié. 

Les  résultats  d'expériences  connus  à  cette  époque,  et  presque 
eiuîlusivement  relatifs  aux  radiations  lumineuses  et  ultra-violettes, 
donnaient  la  prépondérance  aux  puissances  négatives  de  la  lon- 
goeur  d'onde.  Briot  fut  conduit  à  rejeter  cette  théorie  et  à  en 
|iffOposer  une  autre  dont  on  verra  plus  loin  le  principe;  mais, 
depuis  lors,  une  précision  plus  grande  dans  les  mesures,  Texplo- 
ratîon  des  radiations  infra-rouges  jusqu'à  des  longueurs  d'onde  dé- 
cuples de  celles  du  jaune,  ont  montré  la  nécessité  de  tenir  compte 
des  puissances  paires.  Aussi  les  physiciens  regretteront-ils  que 
M.  Poincaré  n'ait  indiqué  qu'en  quelques  mots  cette  théorie,  sans 
lui  accorder  l'importance  qu'elle  mérite. 

a*  Boussinesq .  —  On  obtient  le  développement  suivant  les  puis- 
sances négatives  en  faisant  l'hypothèse  inverse  de  la  précédente. 
On  tnppose  les  actions  de  l'éther  sur  la  matière  incomparablement 
jilus  grandes  que  les  réactions  élastiques  de  la  matière.  Les  molé- 
<^' nies  matérielles  étaient  dans  le  premier  cas  des  rochers  inébran- 
■iibles  au  milieu  de  l'Océan,  suivant  l'expression  de  Neumann  ;  ce 
-cnt  maintenant  des  bàlons  flottants  qui  suivent  le  mouvement  du 
'ol  autant  que  le  permet  leur  inertie.  Nous  trouvons  ainsi  le 
•  vrioppcment  suivant  les  puissances  nrj;alives  ;  en  outre,  le  terme 
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principal  donne  la  loi =  const. ,  obtenue  jadis  comme  consé- 
quence de  rhypothèse  de  rémission,  et  qui,  comme  on  sait,  donne 
des  indications  approximatives  sur  la  valeur  de  Tindice. 

3°  Deuxième  hypothèse  de  Briot.  —  Des  actions  aussi  éner- 
giques de  la  matière  sur  l'éther  doivent  s'exercer  non  seulement 
pendant  le  mouvement,  mais  aussi  au  repos,  et  modifier  ses  pro- 
priétés. Dans  les  hypothèses  i°  et  2°  ces  actions  sont  négligées,  et 
on  a  supposé  implicitement  que  les  rayons  d'activité  étaient  tous 
deux  grands  par  rapport  aux  distances  moléculaires  tant  de  la  ma- 
tière que  de  Féther;  en  sorte  que  les  deux  milieux  peuvent  être 
traités  comme  homogènes,  quoique  intimement  mélangés.  Faisons 
l'hypothèse  inverse,  à  savoir  que  les  rayons  d'activité  de  l'éther 
sur  lui-même  et  de  la  matière  sur  l'éther  sont  incomparablement 
plus  petits  que  les  distances  des  molécules  matérielles,  mais  in- 
comparablement plus  grands  que  les  distances  des  molécules  d'é- 
ther.  Alors  l'éther  reste  isotrope,  mais  cesse  d'être  homogène;  on 
l'a  supposé  très  compressible,  en  faisant  nulle  la  vitesse  de  propa- 
gation longitudinale  ;  la  présence  de  la  matière  a  pour  efiet  de  pro- 
duire une  densité  variable  périodiquement  dans  les  cristaux,  irré- 
gulièrement dans  les  corps  isotropes  ('). 

Nous  avons  ainsi  une  forme  simplifiée  de  l'hypothèse  de  Briol. 
M.  Poincaré  en  expose  les  conséquences  d'une  manière  simple, 
brève  et  facile  à  suivre.  On  retrouve  le  développement  suivant  les 
puissances  paires  négatives  de  la  longueur  d'onde. 

Les  mêmes  hypothèses  fondamentales  conduisent  facilement  à 
l'explication  de  la  polarisation  rolatoire  et  à  la  loi  de  Biot  comme 
première  approximation  (*). 


(*)  Briot  avait  rattaché  ces  variations  à  la  loi  d'action  des  molécules  matérielles 
sur  l'éther,  et  de  quelques  résultats  d'expériences  avait  cru  pouvoir  déduire 
{Tfiéorie  mathématique  de  la  Lumière,  p.  4-S  ^9,  71,  75)  que  les  molécules 
d'éther  se  repoussent  en  raison  inverse  de  la  sixième  puissance  de  la  distance,  et 
sont  attirées  par  les  molécules  matérielles  suivant  la  loi  de  Newton.  Il  avait 
d'ailleurs  conservé  une  plus  grande  généralité  aux  hypothèses,  mais  les  calculs 
qui  en  résultent  sont  d'une  longueur  et  d'une  étendue  qui  rendent  la  lecture  sin- 
gulièrement aride. 

(*)  P.  183-187.  ^  désigne  une  longueur,  qu'on  suppose  très  petite  par  rapport 
H  la  longueur  d'onde  X  dans  le  milieu. 

Les  formules  de  la  page  188  sont  fausses,  par  suite  de  l'oubli  d'un  facteur  2  cl 
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M.  Poîncaré  n'a  pas  eu  le  temps  dans  son  Cours  de  développer 
les  conséquences  intéressantes  de  la  seconde  hypothèse,  à  laquelle 
M.  von  Helmhoitz  a  donné  sa  forme  la  plus  générale  pour  Texpli- 
cation  delà  dispersion  anormale. 

Châp.  VI  (p.  ai7-3i8).  Double  réfraction,  —  Dans  un  milieu 
élastique  anisotrope,  chaque  onde  plane  peut  propager  sans  alté- 
ration trois  vibrations,  respectivement  parallèles  aux  axes  de  Tel- 
lipsoïde  de  polarisation,  avec  des  vilesses  de  propagation  en  raison 
inverse  de  la  longueur  de  Taxe  correspondant.  Si  Ton  appelle  a,  ^, 
Y  les  cosinus  de  la  normale  à  Tonde  plane,  rapportée  à  trois  axes 
de  coordonnées  orthogonaux  quelconques,  et  A,  B,  C  les  am- 
plitudes de  la  vibration  projetée  sur  ces  trois  axes,  on  obtient 
Téquation  de  Tellipsoïde  de  polarisation  en  remplaçant  Ç!^,  Ç^, 
Ç'„  . ..,  Ç^  respectivement  par  a  A,  ^A,  y  A,  ...,  yC,  dans  l'expres- 
sion de  l'énergie  et  égalant  à  zéro  : 

n  =  o. 

On  n'observe  jamais  que  deux  rayons  lumineux,  et  la  conser- 
vation de  l'intensité  dans  la  réflexion  totale  ne  permet  pas  d'ad- 
mettre l'existence  d'un  troisième  rayon  non  lumineux. 

Les  quatre  hypothèses  suivantes  peuvent  rendre  compte  de  la 
double  réfraction  : 

I*  Fresnel  :  Incompressibilité  de  l'éther; 

a®  Cauchy  :  Extrême  petitesse  du  troisième  rayon  ; 

3**  Lamé,  Neumann  (*),  Mac  Cullagh  :  Vitesse  de  propagation 
nulle  pour  l'une  des  vibrations.  L'ellipsoïde  de  polarisation  devient 
un  cylindre  ; 

4^  Poincaré   :    Extension  des   hypothèses  de   Cauchy  dans  la 


d'une  confusion  entre  la  longueur  d'onde  X  dans  le  milieu  et  la  longueur  d'onde 
dans  le  vide  \,  La  formule  Hnale,  page  189,  doit  être  remplacée  par 

V  \\ 

e  =  —  =  — i— . 
Tta       Ttan^ 

C)  L'exposition  de  cette  théorie  dans  les  Leçons  XIV  et  XV  sur  la  théorie  de 
1  élasticité  de  F.  Neumann,  publiées  par  M.  O.-E.  Meyer,  diiïère  notablement  de 
celle  indiquée  ici. 
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théorie  de  la  réfraction.   —  Vitesse  de  propagation  imaginaire 
pour  Tune  des  directions.  L^ellipsoïde  devient  un  hyperboloïd^. 

On  ne  s^arrétera  pas  plus  ici  qu^au  Chapitre  II  sur  les  difficultés 
relatives  à  l'instabilité  du  milieu  dans  la  dernière  hypothèse. 

I**  Hypothèse  de  FresneL  —  Si  l'on  suppose  Téther  incompres- 
sible, il  faut  tenir  compte  dans  les  équations  du  mouvement  de 
la  liaison  qui  en  résulte,  par  l'introduction  d'une  pression  hydro- 
statique. Les  équations  qui  déterminent  la  direction  et  la  vitesse 
de  la  vibration  contiennent  un  terme  indépendant  de  Tellipsoîde 
de  polarisation  : 


2  àC. 


CVî=  i  ï^— yH- 


La  force  de  liaison  a  H,  ^H,  y^  est  perpendiculaire  au  plan  de 
l'onde;  cela  équivaut  à  la  seconde  hypothèse  de  Fresnel,  que  «  U 
seule  composante  effîcace  de  la  force  élastique  développée  par  la 
vibration  est  la  composante  parallèle  au  plan  de  Tonde  ».  Cette 
hypothèse  est  donc  absolument  correcte.  Il  en  est  de  même,  d'a- 
près M.  Poincaré,  de  la  première  hypothèse,  que  «  la  force  élas- 
tique développée  par  une  vibration  ne  dépend  que  de  la  direction 
de  celle-ci,  et  nullement  de  la  direction  du  plan  de  l'onde  ».  La 
traduction  mathématique  est  que  l'ellipsoïde  de  polarisation  ne 
dépend  de  a,  P,  y  que  par  la  somme  a^  -|-  ^^  -+-  y*  =  '  ^  ^^^  si  Ton 
prend  les  axes  de  coordonnées  parallèles  aux  axes  de  l'ellipsoïde 
de  polarisation,  on  a 

II  =  (a  A2  -T-  6B2  -+-  cC»)  (a*  -h  3«  -4-  y*). 

L'élimination  de  A,  B,  C,  H,  entre  les  équations  (i)  et  l'équa- 
tion 

qui  exprime  l'incompressibilité,  conduit,  pour  les  vitesses  de  pro- 
pagation normales  aux  ondes,  à  l'équation  même  de  Fresnel. 

Les  vibrations  sont  dans  le  plan  de  Tonde,  et  perpendiculaires 
au  plan  de  polarisation. 
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On  obtient  le  même  résultat  sans  supposer  l'éther  incompres- 
sible, si  Ténergie  du  milieu  a  une  forme  telle  que  Tellipsoïde  de 
polarisation  soit 

(  II  =(aAï-h6B«-+-  cG*)(a«-f-p*-i-Y*) 
^^  (  — 2(AaH-B3-hGY)(aAa-f-6Bp-4-cGY)  =  i. 

Les  hypothèses  de  Fresnel,  si  vivement  critiquées  par  Verdet, 
paraissent  ainsi  justifiées. 

Le  premier  essai  d'une  théorie  rigoureuse  est  celui  de  Cauchy. 
L'existence  des  trois  plans  rectangulaires  de  symétrie  optique 
dans  tous  les  cristaux  permet  de  réduire  à  douze  les  coefficients 
indépendants  dans  la  fonction  II  homogène  et  du  deuxième  degré 
en  a,  p,  y,  A,  B,  C. 

Cauchy  admet  comme  Fresnel  que  le  plan  de  vibration  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  polarisation.  Il  reconnaît  d'abord  que,  dans 
l'hypothèse  des  forces  centrales,  les  vibrations  ne  peuvent  être  ri- 
goureusement transversales  lorsque  la  double  réfraction  existe. 
Pour  obtenir  une  coïncidence  approchée,  avec  la  théorie  de  Fres- 
nel, il  écrit  que  Tintersection  de  l'ellipsoïde  de  polarisation  parle 
plan  de  Tonde  appartient  à  rellipsoïde  d'élasticité  de  Fresnel  ;  on 
a  alors,  dans  le  cas  des  forces  centrales, 

n  =  («A*  -f-  6B«  -h  cC«)(a2  -h  3»  H-  Y«) 

—  i(Aa-f-Bp -+-GY)(rzAaH-6B3-^cGY) 

-~(Aa-i-B?-4-GY)*. 

La  surface  des  vitesses  normales  qu'on  en  déduit  peut  s'écarter 
plus  ou  moins  de  celle  de  Fresnel  suivant  la  grandeur  du  coeffi- 
cient d\  les  plus  petites  différences  sont  de  l'ordre  des  rapports 


(j^ty 


De  toute  façon,  Tonde  longitudinale  subsiste,  elle  se  propage 
avec  une  vitesse  variable  suivant  la  direction  ;  elle  est  réelle  pour 
toute  valeur  positive  de  d\  aucune  valeur  de  d  ne  peut  la  rendre 
nulle  en  tous  sens;  elle  deviendrait  imaginaire  (et  Tonde  longi- 
tudinale évanescente)  pour  des  valeurs  négatives  de  d  supérieures 
en  valeur  absolue  à  cinq  fois  la  plus  grande  des  quantités  a,  b.  c. 
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Si  Ton  renonce  à  l'hypothèse  des  forces  centrales,  en  conservant 
la  relation  de  Fresnel  entre  le  plan  de  polarisation  et  le  plan  de 
vibration,  les  vibrations  peuvent  être  rigoureusement  transver- 
sales (*);  Tellipsoïde  de  polarisation  est  alors 

l  n  =  (aA«-4-6B»H-cG«)(a*-4-p«-4-Y*) 

(3)  J  — 2(Aa-+-Bp-4-GY)(aAa-4-^»Bp4-cGY) 
(  -+-ae(AaH-BpH-GY)«, 

de  forme  un  peu  plus  générale  que  celui  de  Fresnel  (i).  Les  vi- 
tesses des  ondes  transversales  sont /c/e/i/Z^e/e^  à  celles  de  Fresnel, 
mais  elles  sont  accompagnées  d'une  onde  longitudinale,  dont  la 
vitesse  de  propagation 

réelle  si  e  est  plus  grand  que  a>  b>  c;  imaginaire  au  contraire 
si  e  est  plus  petit  que  c.  On  remarquera  le  cas  intermédiaire 
aussi  bien  pour  e  que  pour  d,  où  la  vitesse  des  ondes  longitu- 
dinales pourrait  être  imaginaire  dans  certaines  directions,  et  réelle 
dans  d'autres. 

Enfin,  si  l'on  abandonne  l'hypothèse  des  forces  centrales,  sans 
se  préoccuper  de  la  théorie  de  Fresnel,  on  peut  reprendre  la 
question  directement  comme  Lamé  et  Neumann,  et  écrire  que  le 
milieu  peut  propager  des  vibrations  rigoureusement  transversales, 
mais  non  les  vibrations  longitudinales  dont  la  vitesse  de  propaga- 
tion est  supposée  nulle.  Dans  ce  cas,  l'ellipsoïde  de  polarisation 
est  un  cylindre  normal  au  plan  de  l'onde,  qui,  rapporté  comme 
toujours  aux  plans  de  symétrie  optique  du  milieu,  a  pour  équation 

(4)  n  =  a(G'3  -  B'y)2-+-  b{\'y  —  G'a)2-H  c(B'a  —  A'p)«. 

Les  vitesses  de  propagation  sont  rigoureusement  les  mêmes  que 
celles  de  Fresnel;  mais  les  vibrations  A',  B',  C  de  Neumann  et 
A,  B,  C  de  Fresnel,  qui  correspondent  à  la  même  vitesse  de  pro- 


(')  Celte  théorie  est  connue  en  Angleterre  sous  le  nom  de  seconde  tfiéorie  de 
Green  (iSSg),  qui  indique  un  ellipsoïde  de  polarisation  identique  à  (3). 
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pagatioD,  sont  liées  par  les  relations 

A         ""         B         ""         G        ' 

et  sont  par  conséquent  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  (*). 

Dans  les  théories  qui  précèdent,  on  ne  s'occupe  que  de  l'éther, 
et  non  de  la  matière  ordinaire,  cause  de  la  distribution  anisotrope 
de  l'éther.  En  particulier,  la  dispersion  y  est  inexplicable;  ici 
encore  on  peut  envisager  l'action  de  la  matière  à  deux  points  de 
vue  différents. 

1®  M.  Sarrau  suppose  que  l'éther  reste  isotrope,  que  la  vitesse 
de  propagation  d'une  condensation  y  est  nulle,  qu'il  éprouve  de 
la  part  des  molécules  matérielles  fixes  des  actions  qui  font  varier 
périodiquement  la  densité  de  l'éther;  la  période,  variable  avec  la 
direction,  est  supposée  très  petite  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde  (^).  Alors  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vibration  varient 


(*)  Cette  théorie  de  Lamé,  Neumann  (1863)  a  été  indiquée  pour  la  première 
fois  par  Green  (1889)  et  est  connue  en  Angleterre  sous  le  nom  de  première 
théorie  de  Green, 

Dans  cette  théorie,  Ténergie  est  de  la  forme 

w  =  a[(ç;  +  T.',)' -  .Ki  r,;,]  +  é[(V, +  ;',)■- 45!^?'.  ]  + c[( 'i*  +  Çy)' -4-n;,Ç:,], 

et  ne  dépend  que  du  changement  de  forme  d'un  parallélépipède  et  non  de  sa- 
rotation.  Un  élément  de  volume  n'est  soumis  à  aucun  couple  élastique. 

Quant  aux  autres  théories,  il  est  facile  de  voir  que  les  ellipsoïdes  de  pola- 
risation (1)1  (a)f  (3)  exigent  que  l'énergie  contienne  des  termes  tels  que 
Xf-hbix'^y  ....  II  en  résulte  que  les  pressions  P  et  P,^  sont  difTérentes  et  que 
l'éqaation  des  moments  n'est  pas  satisfaite  pour  un  élément  de  volume  tant  que 
les  coefficients  a,  b,  c  sont  distincts,  c'est-à-dire  tant  qu'il  y  a  double  réfraction. 
Ces  termes  sont  introduits  par  Cauchy,  et  aussi  par  Green,  pour  tenir  compte 
des  pressions  extérieures.  Peut-être  peuvent-ils  exister  si  l'élément  de  volume 
dont  la  déformation  reste  homogène  dans  la  théorie  de  la  lumière  est  extrême- 
ment petit  par  rapport  au  rayon  d'activité;  car,  dans  ce  cas,  la  notion  intermé- 
diaire de  pression  n'a  plus  de  sens.  Parmi  les  théories  qui  ne  font  intervenir  que 
l'éther,  celle  de  Lamé  me  parait,  en  somme,  la  seule  qui  se  déduise  naturellement 
de  la  théorie  de  l'élasticité  des  solides. 

(')  Dans  tout  ce  paragraphe,  on  prend  des  unités  très  petites  par  rapport  à  la 
longueur  d'onde.  Pour  éviter  de  préciser  les  unités,  il  suffirait  de  désigner  par  [x, 

non  pas  -?-"  »  mais  une  quelconque  des  quantités  —  »  tt  »  ~t  (  P*  259)  qui  sont  des 

très  petits. 

"*  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XIII.  (Août  1889.)  iG 


^^        non  pas 
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aussi  périodiquement  aux  difTérents  points  de  Tonde  plane,  et 
c'est  l'effet  moyen  qu'il  s'agit  de  trouver.  Toute  la  difficulté  de  la 
démonstration  est  relative  à  la  recherche  de  la  force  vive  moyenne 
produite  par  une  vibration  d'amplitude  moyenne  Lo,  M©,  No', 
rapportée  aux  axes  de  symétrie  du  milieu ,  elle  est  de  la  forme 

~  4- -r^  H -•  On  retrouve  exactement  l'équation  de  Fresnel 

abc  ^ 

pour  les  vitesses  de  propagation;  mais  les  amplitudes  sont  liées  à 
celles  de  Fresnel  par  les  relations 

Lo=Aa,         Mo=B6,         No=Gc. 

Le  plan  de  vibration  est  le  même  que  celui  de  Fresnel,  mais  la 
vibration,  au  lieu  d'être  dans  le  plan  de  l'onde,  est  perpendiculaire 
au  rayon  lumineux  (*  ). 

Dans  l'hypothèse  de  M.  Boussinesq,  les  molécules  matérielles 
interviennent  plus  directement;  l'éther  est  encore  isotrope,  mais 
de  plus  il  reste  homogène;  la  vitesse  de  propagation  d'une  con- 
densation y  est  nulle,  mais  la  matière  ordinaire  participe  à  son 
mouvement  el,  en  première  approximation  au  moins,  produit  une 
réaction  fonction  linéaire  de  l'accélération  absolue  d'un  point 
quelconque  de  l'éther.  L'influence  de  cette  réaction  se  traduit, 
pour  un  système  d'axes  convenable,  par  une  simple  augmentation 
de  la  densité,  différente  pour  chacun  des  trois  axes  dans  les  cris- 
taux. 

En  appelant  ->   7-,   -  les  densités  liclives,  on  relrouve  identi- 

quement  les  équations  de  M.  Sarrau  pour  les  vitesses  de  propa- 
gation. 

J'ajouterai  qu'un  éther  homogène,  traité  comme  indépendant  du 
milieu  matériel,  ne  peut  pas  fournir  entre  les  vibrations  et  leurs 
vitesses  de  propagation  les  relations  de  M.  Sarrau,  si  les  déplace- 
ments ne  sont  soumis  à  aucune  liaison;  mais  il  les  donne  quand 


(')  On  remarquera  l'analogie  de  cette  théorie  et  de  la  suivante  avec  celle 
développée  par  Stokes  et  par  Lord  Hayleigh;  mais  ceux-ci,  ayant  admis  l'incom- 
pressibilité de  l'éther,  trouvaient  une  surface  d'onde  un  peu  différente  de  celle 
de  Fresnel,  et  en  désaccord  avec  l'expérience,  bien  (jne  présentant  les  mômes 
caractères  généraux. 
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le  milieu  est  soumis  à  la  liaison 

abc 
el  a  pour  ellipsoïde  de  polarisation  celui  de  Fresnel 

Remarquons  enfin  que  Téther  de  M.  Boussinesq,  quoique  très 
compressible,  est  néanmoins  supposé  homogène.  Il  n'est  guère 
admissible  que  les  réactions  de  la  matière  sur  Télher,  assez  éner- 
giques pour  produire  la  double  réfraction,  ne  produisent  pas  en 
même  temps  la  distribution  périodique  de  la  densité  de  Téther 
admise  par  M.  Sarrau.  Il  faudrait  tenir  compte  à  la  fois  des  deux 
actions  et  entreprendre,  ce  qui  ne  paraît  pas  devoir  être  insur- 
montable, la  discussion  détaillée  des  hypothèses  relatives  au  mode 
d'action  de  la  matière  sur  Téther. 

Après  avoir  précisé  les  relations  différentielles  entre  les  vibra- 
lions  de  Fresnel,  de  Lamé  et  de  M.  Sarrau,  M.  Poincaré  passe  à 
Tétude  de  la  surface  d'onde  lumineuse,  considérée  comme  enve- 
loppe des  plans  normaux  aux  rayons  vecteurs  de  la  surface  des 
vitesses  normales.  Il  termine  en  montrant  que  le  rayon  vecteur  de 
la  surface  d'onde  est  bien  la  direction  de  propagation  de  la  lumière. 
II  étudie  pour  cela  une  onde  plane  dont  l'intensité  n'est  pas  uni- 
forme et  cherche  la  direction  des  lignes  de  propagation  de  l'in- 
tensité. 

Crislaux  hémièdres,  —  Les  théories  précédentes  rendent 
compte  de  la  double  réfraction  d'une  lumière  homogène;  mais 
une  nouvelle  approximation  est  nécessaire  pour  rendre  compte 
de  là  polarisation  rotatoire  et  de  la  dispersion.  L'étude  de  la  dis- 
persion dans  les  cristaux  est  laissée  de  côté.  La  théorie  de  la  pola- 
risation rotatoire  est  abordée  seulement  dans  un  cas  particulier, 
objet  des  travaux  de  Neumann  et  de  Mac  Cullagh.  On  admet  que 
le  rôle  de  la  matière  se  réduit  à  déterminer  le  genre  de  symétrie 
de  l'éther.  Quand  le  cristal  n'a  pas  de  centre  de  symétrie,  l'éther 
n'en  a  pas  non  plus,  mais  reste  homogène;  les  nouvea*ux  phéno- 
mènes sont  dus  à  ce  que  les  distances  moléculaires  ne  sont  pas  assez 
petites  par  rapport  aux  longueurs  J'ondc  pour  qu'on  puisse  se 
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contenter  des  expressions  de  S,  r,,  Ç  linéaires  par  rapport  aux 
distances  moléculaires.  Alors  l'énergie  est  une  fonction  des  déri- 
vées de  tous  ordres  de  S,  r^,  JJ  en  x^y^  z  qui  peut  introduire  dans 
les  équations  du  mouvement  les  dérivées  d'ordre  impair  quand  il 
n'y  a  pas  de  centre  de  symétrie.  Enfin  on  suppose,  comme  Lamé, 
que  l'éther  est  incompressible  et  que  la  troisième  vitesse  de  pro- 
pagation est  nulle.  M.  Poincaré  montre  comment  une  onde  plane, 
orientée  arbitrairement,  a  deux  vitesses  de  propagation  différentes, 
qui  correspondent  toujours  à  deux  vibrations  elliptiques  sem- 
blables, de  rotations  inverses,  et  orientées  à  angle  droit.  Mais  il 
n'aborde  pas  l'examen  de  la  forme  de  la  surface  d'onde  corres- 
pondante, comparée  à  celle  de  Fresnel.  Une  hypothèse  différente 
a  été  développée  par  M.  Briot  dans  son  essai  sur  la  théorie  de  la 
lumière,  et  étudiée  complètement:  malheureusement  les  calculs 
sont  d'une  extrême  complication.  M.  Potier  a  réussi  à  en  donner 
une  exposition  notablement  plus  simple,  à  laquelle  M.  Poincaré 
renvoie. 

Chap.  VII  (p.  318-378).  Réflexion  et  réfraction,  —  Toute  la 
difficulté  de  la  théorie  de  la  réflexion  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  substances  transparentes  réside  dans  le  choix  des  conditions 
de  continuité  à  travers  la  surface  de  séparation.  Fresnel,  Neumann 
et  Mac  CuUagh,  Gauchy,  ont  choisi  des  conditions  différentes, 
qui  peuvent  toutes  être  mises  en  harmonie  avec  les  résultats  de 
Texpérience,  par  un  choix  convenable  de  l'orientation  relative  des 
plans  de  vibration  et  de  polarisation,  et  par  des  hypothèses  auxi- 
liaires sur  la  rapidité  du  changement  d'état,  ou  sur  les  propriétés 
de  chacun  des  deux  milieux  relativement  aux  ondes  longitudinales. 

M.  Poincaré  expose  d'abord  la  théorie  de  Fresnel,  et  montre 
que  la  plupart  des  objections  auxquelles  elle  paraissait  sujette 
peuvent  être  levées.  Les  hypothèses  ont  toutes  une  signification 
cinématique  nette,  et,  en  particulier,  la  discontinuité  de  la  com- 
posante du  déplacement  normale  à  la  surface  de  séparation  peut 
se  rencontrer  comme  conséquence  d'une  théorie  rigoureuse,  en 
supposant  que  la  variation  de  densité  de  Télher  à  travers  la  surface 
se  fait  dan's  une  épaisseur  très  petite  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde,  quoique  finie.  La  polarisation  elliptique  par  réflexion  se 
produit  dès  que  Tépaisseur  de  la  couche  variable  n'est  pas  négli- 
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geable  devant  la  longueur  d'onde.  Malgré  tout,  cette  théorie  de 
Fresnel  n'est  point  en  harmonie  avec  sa  théorie  de  la  double  ré- 
fraction. 

La  théorie  de  Neumann  est  exposée  surtout  en  mettant  en  évi- 
dence ses  relations  avec  la  théorie  de  Fresnel  ;  toutes  les  conditions 
de  continuité  sont  satisfaites  sans  aucune  hypothèse  complémen- 
taire; mais  le  plan  de  polarisation  contient  la  vibration  (*).  Enfin 
dans  la  théorie  de  Cauchy,  toutes  les  conditions  de  continuité  ci- 
nématique sont  satisfaites,  grâce  à  la  présence  d'une  onde  longitu- 
dinale évanescente  le  long  de  la  surface  de  séparation,  tout  en 
conservant  le  plan  de  polarisation  perpendiculaire  à  la  vibration; 
elle  rend  naturellement  compte  de  la  polarisation  elliptique  par 
réflexion,  sans  en  expliquer  toutes  les  circonstances. 

Le  Chapitre  se  termine  par  des  indications  sur  les  théories  de 
Mac  Cullagh  et  de  IVf .  Sarrau,  relatives  à  la  réflexion  cristalline, 
et  un  rapide  aperçu  sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  mi- 
lieux fortement  absorbants  et  sur  la  réflexion  métallique. 

Chap.  VIII  (p.  378-897).  Aberration  astronomique.  —  Après 
avoir  exposé  les  faits  d'expérience  et  les  vues  de  Fresnel  sur  leur 
explication  probable,  M.  Poincaré  indique,  d'après  M.  Bous- 
sinesq,  une  théorie  élastique  qui  en  rend  compte.  Dans  la  théorie 
de  la  dispersion  de  M.  Boussinesq,  les  hypothèses  fondamentales 
sont  que  la  densité  et  l'élasticité  de  l'éther  restent  les  mêmes 
dans  un  milieu  pondérable  que  dans  le  vide,  mais  qu'il  y  a  action 
mutuelle  de  la  matière  pondérable  et  de  l'éther.  Les  équations  qui 
traduisent  ces  hypothèses  sont,  pour  les  milieux  immobiles, 

qui  donnent,  pour  la  vitesse  dans  le  vide,  1/  -  et  dans  le  milieu,  en 
supposant  M  très  grand,  4/  — - —  •  La  partie  principale  de  l'indice, 


(*)  M.  Poincaré  signale  (p.  3^19)  une  difTérence  entre  la  théorie  de  Fresnel  et 
celle  de  Neumann  pour  l'intensilé  de  la  lumière  réfractée  prise  dans  le  milieu  ré- 
fringent. Celte  différence  tient  uniquement  à  ce  que  dans  la  théorie  de  Fresnel  il 
titrait  fallu  prendre  la  force  vive  cl  non  le  carré  de  l'amplitude  pour  définir  Tin- 
'«••ilé  réfractée  (  §  56,  p.  67  ). 
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celle  qui  est   indépendanle  de   la  couleur,  a   ainsi   pour   valeur 

Dans  le  cas  où  le  milieu  pondérable  est  en  mouvement,  on  peut 
admettre,  comme  fait  d'expérience,  que  les  réactions  de  Téther 
sont  nulles  lorsque  le  corps  se  meut  sans  déformation;  lorsque  le 
corps  vibre,  tout  en  ayant  un  mouvement  d'ensemble,  les  actions 
mutuelles  dépendent  seulement  de  Técart  Çi,  vii,  JJi  de  la  molécule 
du  corps  dont  la  position  d'équilibre  passe  actuellement  par  le 
point  x^  y,  z.  En  un  mot,  M.  Boussinesq  admet  que  les  actions 
mutuelles  ne  dépendent  que  de  la  distribution  actuelle  des  dépla- 
cements autour  du  point  étudié.  Elles  ont  alors  pour  valeur  au 
point  (or,  j',  5),  à  chaque  instant,  M(l  —  Ç<),  M(yi — r^), 
M(Ç  —  Ç<);  $1,  Tii,  Çi  sont  des  fonctions  de  ^,JK,  z  et  de  /,  et 
l'accélération  effective  du  point  auquel  ces  écarts  se  rapportent 
actuellement  doit  être  évaluée  en  tenant  compte  du  déplacement 
de  la  position  d'équilibre.  Appelant  u,  v,  iv  la  vitesse  avec  laquelle 
la  position  d'équilibre  passe  au  point  x^y^  z,  on  a 


puis 

Dt\DtJ        Ot^ 


D$,       d^,  ô\,  d$,  d\, 

Vit         dt  ôx  dy  <)z 


^2t  ^55  ^îj  Al^ 

Oxdt  dydt  dz  dt  dx^ 


.à^\\  .à^\y  à^\i  à^l\  ^^*^ 


û[/2  () -î  dy  dz  ôx  dz  dx  dy 

On  peut  d'ailleurs  négliger  les  carrés  et  les  produits  des  com- 
posantes de  la  vitesse  m,  t',  (v,  qui  reste  toujours  très  petite.  Les 
équations  relatives  au  corps  pondérable  deviennent  ainsi 

^  ^\dt^  dxdf  dyOf  dz  dt  J  ^^       ^'^ 

On  élimine  M  par  addition,  et  l'on  a 

^  dt^         ^\dt*  dxdt  dydt  dz  dt  /        '    \    ^        dx  / 

Enfin  on  supposera  encore  que  le  produit  M(Ç —  Ç,)  a  une  va- 
leur finie,  M  étant  itrès 'grand  (comme  pour  la  théorie  de  la  dis- 
persion), et  qu'on  a  une  première  approximation  satisfaisante  en 
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|)reDant  ;i  =  $.  LY*quaUon  à  inl<^grer  devient 

ài^  ^*5  à'^  à^k  !..       à(d\ 

^^       ^^' àV^  ^^dxàt  ^"dyàt  ^^dzdt        ^\  àx } 

Sans  passer  par  les  équations  générales,  M.  Poincaré  a  traité,  à 
titre  d'exemple,  le  cas  d'une  onde  plane  normale  à  Taxe  des  ^,  le 
milieu  étant  animé  d'un  mouvement  normal  à  l'onde  \X^^u^v  sont 
nuls,  et  ^,  71  ne  dépendent  que  de  z*  L'intégration  se  fait  sans 
difficulté,  et  l'on  trouve,  conformément  aux  expériences  de  Fizeau 
et  de  Michelson,  que  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans 

le  milieu  est  augmentée  de  w — ^— —  ou  w(\ ^  j- 

La  valeur  de  ri^  ici  introduite  est  la  constante  de  la  formule  de 
dispersion.  M.  Poincaré  ajoute  que,  d'après  les  expériences,  la 
valeur  de  n  que  contient  la  formule  est  celle  relative  à  la  couleur 
considérée  et  qu'aucune  théorie  n'est  satisfaisante  à  cet  égard  (*). 
C'est,  je  crois,  s'exagérer  la  précision  dont  ces  expériences  sont 
susceptibles.  Ni  les  expériences  de  M.  Fizeau  ni  celles  de  M.  Mi- 
chelson sur  l'entraînement  de  l'éther  ne  permettent  une  telle  affir- 
"^3tion;  la  limite  de  précision  de  ces  dernières  était  environ  0,01, 
c  est-à-dire   la  dispersion   de   l'eau  du  rouge  au  violet  extrême. 
*-  expérience  avec  une  lunette  pleine  d'eau  ne  comporte  pas  plus 
^e  précision  :  les  expériences  de  M.  Hirst  (iS^S)  laissent  subsister 
^^s  écarts  d'une  demi-seconde,  c'est-à-dire  de  ^  environ. 

■ÎN^ous  conclurons  donc,  contrairement  à  M.  Poincaré  :  il  faut 
"^Oner  à  l'indice  /?,  qui  entre  dans  la  formule  de  Fresnel,  une  va- 
iGui*  correspondant  à  peu  près  aux  radiations  lumineuses 5  aucune 
^^p^rience  ne  nous  renseigne  jusqu'à  présent  sur  l'influence  de  la 
couleur.  La  théorie  proposée  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  paraît 
^^Ut  à  fait  satisfaisante. 


k 


'  *  )   Ce  qu'ont  montré  les*  expériences  de  M.  Mascart,  c'est  quelque  chose  de  très 

<*"»ércnt.  Dans  la  formule  complète  V-Hwfi ^)»  il  faut  prendre  pour  V  la 

^^tessç  de  propagation  relative  non  pas  à  la  longueur  d'onde  réelle  du  mouvement 
*in\ineux,  mais  à  la  longueur  d'onde  apparente  dans  le  milieu  mobile.  Cette  cir- 
''*>nsi;ince  parait  d'ailleurs  d'accord  avec  la  théorie  de  M.  Boussinesq  {Comptes 
^^^dus  des  séances  rfc  l  Académie  des  Sciences,  t.  LXXIV  et  LXXVI;  1872). 
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Conclusions.  —  Les  conclusions  de  M.  Poincaré  sont  tout  à  fait 
agnostiques.  Des  théories  dont  le  point  de  départ  est  fort  différent 
conduisent  aux  mêmes  lois  numériques  pour  les  phénomènes  prin- 
cipaux. La  raison  mathématique,  c'est  que  les  équations  sont  li- 
néaires; si  elles  admettent  pour  solution  ^,  r^,  Ç,  elles  admettront 

aussi  pour  solution  $,  =  _  _  ^,  r„  =  ^  -  5^,  s,  =  5^  -  ^J;. 

et  bien  d^autres  combinaisons  encore.  Si  (S,  y; y  Q  est  la  vibration  de 
Fresnel,  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  (Ç|,  tii,  Çi)  est 
celle  de  Neumann,  parallèle  au  plan  de  polarisation. 

La  polarisation  par  diffraction  semblait  pouvoir  permettre  de 
décider  entre  les  deux  théories.  «  Mais  certainement,  dit  M.  Poin- 
caré, les  calculs  étaient  inexacts.  »  Les  expériences  n^ont  d'ailleurs 
jamais  pu  être  faites  dans  des  conditions  décisives;  en  particulier, 
dans  les  très  intéressantes  expériences  de  M.  Gouy,  la  source  et  le 
point  observé  sont  trop  près  du  bord  de  l'écran  pour  que  les 
calculs  ordinaires  de  diffraction  soient  applicables. 

C'est  l'affirmation  théorique  de  M.  Poincaré  sur  laquelle  je  me 
permettrai  de  présenter  quelques  observations.  Dans  la  théorie  de 
la  réflexion,  ou  de  la  double  réfraction,  on  peut  obtenir  l'accord 
avec  l'expérience  en  partant  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  hypo- 
thèses sur  la  position  du  plan  de  polarisation  et  de  la  vibration, 
mais  c'est  parce  qu'il  reste  des  hypothèses  disponibles  sur  la  den- 
sité et  l'élasticité  de  l'élher.  Rien  de  pareil  dans  la  théorie  de  la 
diffraction.  Tout  se  passe  dans  un  milieu  unique;  Tétat  vibratoire 
au  delà  de  l'ouverture  est  entièrement  déterminé  par  Tétat  vibra- 
toire dans  le  plan  de  l'ouverture;  il  ne  reste  rien  d'arbitraire  dans 
le  résultat  du  calcul.  Ce  résultat  le  voici  :  Prenons  comme  ligne 
de  repère  la  normale  au  plan  de  diffraction,  c'est-à-dire,  au  plan 
du  rayon  incident  et  du  rayon  diffracté  que  l'on  observe,  et  con- 
sidérons deux  vibrations  incidentes  situées  dans  deux  plans  rec- 
tangulaires, à  db  45°  de  la  normale  au  plan  de  diflVaction.  Après  la 
diffraction,  toutes  deux  se  sont  rapprochées  de  la  normale  au  plau 
de  diffraction,  le  plan  de  la  vibration  a  tourné  pour  l'une  dans  un 
sens,  pour  l'autre  en  sens  opposé.  Tel  est  le  résultat  delà  théorie 
approchée  donnée  an  Chapitre  IV.  Si  ce  résultat  est  exact,  c'est- 
à-dire  si  Tan^lc  de  rotation  n'est  pas  rigoureusement  nul,  il  permel 
(le  choisir  entre  les  deux  théories  :  Si  le  plan  de  polarisation  csl 
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parallèle  au  plan  de  vibration  (Neumann),  Tangle  aigu  du  plan  de 
polarisation  avec  la  normale  au  plan  de  diffraction  diminue  par  la 
diffraction.  Il  augmente  au  contraire  si  le  plan  de  polarisation  est 
normal  à  la  vibration  (Fresnel).  L'expérience  est  difficile  à  faire  à 
cause  de  la  petitesse  de  l'effet  à  mesurer;  mais  il  me  semble  que, 
si  l'on  réussit  à  la  faire  en  ne  faisant  intervenir  que  la  diffraction 
par  des  écrans  noirs,  elle  sera  décisive. 

On  peut  aussi  recourir  à  la  comparaison  des  intensités  de  lu- 
mières diffractées  dans  la  même  direction,  et  provenant  de  vibra- 
tions, l'une  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  au  plan  de  diffraction. 
Les  expériences  connues  sont  plutôt  favorables  à  l'hypothèse  de 
Fresnel. 

La  question  peut  encore  se  poser  autrement  :  Les  vibrations 
transversales  $,  r,,  Ç  sont  nécessairement  accompagnées  de  rota- 
tions élémentaires  î^^  —  tj^,  ...,  également  transversales,  mais 
perpendiculaires  aux  vibrations.  Le  plan  de  polarisation  est-il  pa- 
rallèle aux  vibrations  (Neumann)  ou  aux  rotations  qui  les  accom- 
pagnent (Fresnel)?  C'est  sous  la  même  forme  que  la  question  se 
pose  dans  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  Le  plan  de 
polarisation  est-il  parallèle  à  la  force  magntUiqne  ou  à  la  force 
ëlectromotrice?  Et  l'on  peut  imaginer  une  forme  d'expérience,  que 
je  me  réserve  de  décrire  ailleurs,  bien  que  nos  moyens  d'observa- 
tion manquent  encore  de  sensibilité,  pour  attaquer  la  question 
ainsi  posée. 

Je  crois  donc  qu'on  est  là  en  présence  d'un  problème,  non  pas 
insoluble,  mais  seulement  non  encore  résolu. 

De  même,  les  diverses  théories  de  la  dispersion  et  de  la  double 
réfraction  ne  resteront  pas  au  même  plan  pour  le  physicien,  après 
la  lecture  de  ce  Livre.  L'une  d'elles,  c'est  du  moins  mon  impres- 
sion, passera  nettement  au  premier  plan,  c'est  celle  qui  fait  inter- 
venir directement  les  actions  mutuelles  du  corps  pondérable  et  de 
J'éther  du  vide,  mais  à  la  condition  d'exprimer  complètement  ces 
actions  mutuelles.  Pour  la  dispersion,  un  travail  tout  récent  de 
JVI.  Carvallo  montre  que  la  formule  à  trois  constantes  seulement 

—  =  a-^  Yi  +  ^'*^   représente   exactement  des    expériences    de 

W.  Langley  sur  le  sel  gemme  depuis  la  longueur  d'onde  de  ^^  de 
millimètre  jusqu'à  l'exlrême  violent.  ^^^  do  millimètre.  Elle  salis- 
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fait  de  môme  aux  mesures  sur  les  radiations  lumineuses  et  ultra- 
violettes des  substances  peu  absorbantes,  et  les  indications  de 
Retteler,  de  Selmeyer,  d'Helmholtz  montrent  que  le  développe- 
ment de  la  même  idée  fondamentale  conduit  nécessairement  à  Tex- 
plication  de  la  dispersion  anormale.  Enfin  elle  conduit  directe- 
ment à  Texplication  de  Taberration  astronomique. 

La  théorie  de  la  périodicité  de  distribution  de  Téther  semble 
pouvoir  rendre  compte  du  terme  en  X'  et  même  de  la  dispersion 
anomale,  par  un  simple  changement  dans  les  hypothèses  relatives 
à  Tordre  de  grandeur  des  rayons  d'activité  et  des  distances  molé- 
culaires. Quant  à  l'aberration,  peut-être  pourrait-on  l'expliquer  en 
regardant  l'excès  périodique  de  densité  sur  l'éther  du  vide  comme 
se  propageant  avec  le  solide,  entraînée  par  son  mouvement.  Mais 
les  calculs  semblent  devoir  être  inextricables,  et  les  constantes 
des  formules  définitives  seront  indépendantes,  tandis  que  dans 
l'autre  théorie  elles  ont  entre  elles  des  relations  susceptibles  de 
contrôle.  En  outre,  il  restera  toujours  à  se  demander  :  Quelles 
sont  les  conditions  d'équilibre  de  l'élher  à  la  limite  de  deux  corps 
différents?  Quelles  sont  les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre? 

Mes  préférences  sont  fondées,  comme  on  voit,  sur  d'autres  rai- 
sons que  la  neutralité  de  M,  Poincaré.  En  me  plaçant  à  son  point 
de  vue,  je  tombe  d'accord  avec  lui,  que  toutes  ces  théories  sont  à 
peu  près  équivalentes  quant  à  l'explication  numérique  des  faits. 
On  ne  m't'tonnerait  niénic  (juc  médiocrement  si  Ton  me  montrait 
un  jour  une  théorie  numériquement  satisfaisante  fondée  sur  Tliy- 
pollicse  de  l'émission. 

Tous  ceux  (ju'intércsscnt  les  théories  de  l'Optique  liront  cet 
Ouvrage  avec  fruit.  Du  rapprochement  des  divers  points  de  vue, 
ceux  mêmes  cjui  croyaient  connaître  ces  théories,  pour  les  avoir 
étudiées  isolément,  verront  surgir  de  nouvelles  questions;  car,  s'il 
n'est  presque  pas  un  (chapitre  qui  n'ajoute  à  nos  connaissances,  il 
n'en  est  pas  un  non  pins  qui  ne  suggère  de  nouvelles  recherches. 

Il  paraît  que  le  Cours  du  second  semestre  Suf  la  théorie  éiec- 
tromagnétique  de  la  lumière  est  sous  presse.  INous  l'attendrons 
avec  impatience,  car  il  ne  peut  manquer  d'élre  plus  instructif 
encore  que  le  \ olume  actuel.  JNJ.  13u. 
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SATNT-GERMAIN  (A.  de).  —  Recueil  d'Exercices  sur  la  Mécanique  ra- 
tionnelle, A  l'usage  des  candidats  a  la  licence  et  a  l'agrégation  des 
Sciences  mathématiques.  Nouvelle  édition,  entièrement  refondue,  i  vol. 
in-8^  x-56o  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils,  1889  («)• 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  du 
Recueil  d^ Exercices  sur  la  Mécanique  de  M.  de  Saint-Germain. 
Cet  excellent  Livre,  encore  amélioré,  continuera  de  rendre  les  plus 
grands  services  aux  candidats  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation  des 
Sciences  mathématiques.  L'un  des  principaux  avantages  de  l'en- 
seignement de  la  Mécanique  rationnelle,  tel  qu'il  est  constitué 
dans  nos  Facultés,  est  de  fournir  aux  étudiants  l'occasion  de  se 
familiariser,  par  de  nombreuses  applications,  avec  les  méthodes 
du  Calcul  intégral,  avec  la  discussion  des  formules  et  leur  traduc- 
tion géométrique  ou  mécanique.  A  ce  résultat  si  essentiel,  les  pro- 
blèmes classiques,  traités  par  le  professeur  dans  son  cours,  ne 
suffisent  point  :  il  en  faut  d'autres  sur  lesquels  l'étudiant  s'exerce 
lui-même;  mais  un  recueil  d'énoncés  risquerait  de  rebuter  un  dé- 
butant, peu  habile  à  mettre  les  problèmes  en  équation,  peu  habitué 
à  en  discuter  la  solution.  Sur  ces  deux  points,  le  Livre  de  M.  de 
Saint-Germain  lui  fournit  les  renseignements  désirables,  et  les 
meilleurs  modèles. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  l'analyse  de  l'Ouvrage,  dont  le  plan 
n'a  pas  été  changé.  Disons  seulement  que  cette  seconde  édition  est 
grossie  d'une  centaine  de  pages,  bien  que  certains  développe- 
ments théoriques,  relatifs  aux  équations  d'Lulcr,  de  Lagrang*?, 
d'Hamilton,  etc.,  aient  pu  être  supprimés  sans  inconvénient,  en 
raison  de  la  publication  d'Ouvrages  récent  sou  de  progrès  réalisés 
partout  dans  l'enseignement.  C'est  dire  que  le  nombre  des  pro- 
blèmes traités  ou  simplement  énoncés  a  été  considérablement  aug- 
menté. 

Quelques  indications  théoriques  nouvelles  ont  été  aussi  intro- 
duites :  nous  signalerons  celles  qui  se  rapportent  à  l'équilibre  asia- 
tique, aux  conditions,  données  par  Diriclilet,  pour  qu'une  fonc- 


(')   Voir  nuttrtin.  \^.  |».  i"'i 
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lion  soît  un  potentiel,  aux  herpolhodies,  au  gyroscope  de  Fou- 
cault. Parmi  les  problèmes  nouveaux  figurent  les  questions  de 
Mécanique  qui  ont  été  proposées  aux  examens  d'agrégation  depuis 
la  publication  de  la  première  édition.  Pendant  la  plus  grande  par- 
tie de  cette  période  de  temps,  M.  de  Saint-Germain  était  membre 
du  jury  d'examen,  et  Ton  peut  supposer,  sans  trop  d'invraisem- 
blance, que  c'est  lui  qui  a  donné  la  plupart  des  sujets  de  compo- 
sition sur  la  Mécanique  rationnelle.  Le  lecteur  pourra  juger,  par 
le  choix  de  ces  questions,  du  soin  que  l'auteur  apportait  dans  ces 
délicates  et  difficiles  fonctions.  J.  T. 
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LORIA  (G.)-  —  Die  iuuptsaciilichsten  Theorien  der  Géométrie  in  iiirer 

FRiillEREN  UND  UEUTIGEN  ËNTWICKELUNG.  HlSTORISCHB  MONOGRAPHIE.  Untor 

Beaulzung  zahlreiclicr  Zusalzc  und  Verbesserungen  seilens  des  Vorfassers 
ins  Deutsclio  ubertragon  von  F.  Schfute^  mil  eincm  Vorworle  von  Professor 
R.  Stiirm.  I  vol.  in-8'',  iv-i3>  p.  Leipzig,  Teubnor,  188H. 

Le  travail  de  M.  <ilno  Loria  avait  paru  dans  le  XXXVIII*  Vo- 
lume de  la  seconde  série  des  Memorie  délia  Renie  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino;  M.  Scliûtte  a  rendu  un  véritable  ser- 
vice en  l'en  détachant  et  en  le  traduisant,  d'autant  que  l'auteur 
a  pu  profiter  de  cette  occasion  pour  perfectionner  el  compléter 
son  œuvre  sur  plusieurs  points. 

Sous  cette  forme,  la  monographie  de  M.  Loria  a  sa  place  mar- 
quée dans  toutes  les  bibliothèques  mathématiques;  et  l'on  ne 
manquera  point  de  la  consulter  avant  d'entreprendre  l'étude 
d'une  branche  quelconque  de  la  Géométrie  ou  de  commencer  des 
recherches  sur  un  sujet  déterminé.  La  richesse  des  renseigne- 
ments bibliographiques  qu'elle  contient  est  en  effet  merveilleuse, 
et,  à  en  juger  par  les  quelques  points  sur  lesquels  nous  avons  fiu 
l'étudier,  ces  renseignements  sont  aussi  complets  qu'il  est  possible. 
En  outre,  iM.  Loria  a  indiqué,  çà  et  là,  quelques  points  où  les 
théories  actuelles  auraient  besoin  d'être  complétées  :  ces  indica- 
tions seront  sans  doute  bien  accueillies  des  travailleurs. 

On  conçoit  que  le  Livre  de  M.  Loria,  qui,  le  plus  souvent,  se 
réduit  à  une  nomenclature  de  noms  d'auteurs  et  de  titres  de  Mé- 
moires, se  refuse  à  toute  analyse.  Il  faut  se  borner  à  le  recomman- 
der.  Voici,  toutefois,  la  Table  des  nialièies,  qui  donnera  quelque 
idée  de  Tordre  adopté  par  l'auteur. 

1.  La  Géométrie  avant  le  milieu  du  \i\''  siècle. 
IL  Théorie  des  courbes  planes. 

III.  Théorie  des  surfaces. 

IV.  Recherches  sur  la  forme  des  courbes  et  des  surfaces.  Géo- 
métrie numérique. 

V.  Théorie  des  courbes  à  double  courbure. 

Bull,  des  Sciences  inatlivm.,  r  srric,  l.  Mil.  (Soplembrc  iSH»).)       17 
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VI.  Représentations,  correspondances,  transformations. 

VII.  Géométrie  des  droites. 

VIII.  Géométrie  non  euclidienne. 

IX.  Géométrie  à  n  dimensions.  Conclusion.  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  LA  GÉOMÉTRIE  QUI  FORME  LE  LIEN 
ENTRE  LA  GÉOMÉTRIE  SYNTHÉTIQUE  ET  LA  GÉOMÉTRIE  ANALY- 
TIQUE ; 

Par  m.  Ferdinand  CASPARY. 

Dans  deux  Mémoires,  dont  l'un  (*)  est  inséré  au  tome  C  du 
Journal  de  M.  Kronecker  et  l'autre  au  tome  XI  de  ce  Bulletin^ 
j'ai  établi  un  théorème  général,  relatif  à  la  génération  des  courbes 
en  espace  et  j'y  ai  proposé,  en  outre,  de  nouvelles  générations  et 
propriétés  des  cubiques  gauches. 

La  méthode  employée  dans  ces  deu\  Mémoires  y  est  expli- 
quée sous  une  forme  purement  géométrique;  mais  je  me  suis  déjà 
permis  de  faire  remarquer  dans  les  préambules  qu'elle  repose  sur 
des  principes  tout  à  fait  algébriques. 

Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'exposition  de  ces  principes 
et  au  développement  d'une  méthode  générale  de  la  Géométrie  qui 
est  basée  sur  eux  et  qui  forme  le  lien  entre  la  Géométrie  synthé- 
tique et  la  Géométrie  analytique. 

Les  principes  dont  il  s'agit  sont  dus  au  génie  de  Cauchy  et  de 
M.  H.  Grassmann.  L'illustre  académicien  de  Paris  les  a  proposés 
dans  plusieurs  Mémoires  des  plus  importants  et  il  les  a  appliqués 
à  de  nombreuses  questions  d'Analyse,  d'Algèbre,  de  Géométrie 
el  de  Mécanique  (-).  Le  célèbre  géomètre  de  Slcttin  les  a  expli- 


(')  Pour  ce  Mémoire  on  pourrait  consulter  l'exposition  élégante  que  M.  Car- 
vallo  en  a  donnée  dans  le  tome  XV  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France. 

(')  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  ScienceSy  l.  XXXVI, 
p.  70,  75,  129  et  ifii;  t.  XLII,  p.  .366. 

Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  l.  III,  p.  1.37  et  .'>o5; 
t.  IV.  p.  5  et  356. 
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qués,  en  loule  leur  généralité,  dans  un  Ouvrage  magistral  intitulé  : 
Die  A usdefinungslehre  (Berlin,  i844î  ?/ édition,  1862),  qui  n'est 
pas  encore  eslimé  comme  il  le  mériterait.  Dans  quelques  Mémoires 
faisant  partie  du  Journal  de  Crelle,  M,  Grassmann  a  déduit, 
comme  conséquences  immédiates  de  ses  principes,  des  généra- 
tions ingénieuses  des  courbes  planes  et  des  surfaces,  dont  celles 
relatives  aux  surfaces  du  troisième  ordre  sont  devenues  les  plus 
connues. 

Le  Mémoire  actuel  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  la  première 
Partie  je  propose,  pour  l'espace  ordinaire,  la  notion  de  produit 
extérieur  et  son  application  en  Géométrie,  notion  qui  établit  le 
lien  entre  la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analytique. 
Au  moyen  de  quelques  formules,  déduites  d'une  part  comme 
applications  de  la  théorie  exposée,  j'établis,  d'autre  part,  dans 
la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire,  des  théorèmes  relatifs  à  la 
génération  des  surfaces,  des  complexes,  des  courbes  gauches  et 
des  congruences  de  droites.  Après  avoir  montré,  par  quelques 
exemples,  que  Ton  peut  transformer  rapidement  en  des  formules 
de  la  Géométrie  analytique  les  produits  extérieurs,  même  les  plus 
compliqués,  je  propose  encore  une  méthode  pour  exprimer, 
au  moyen  de  paramètres,  les  coordonnées  d'une  courbe  gauche, 
représentée  par  un  produit  extérieur. 

Dans  la  troisième  Partie  se  trouve  la  généralisation  des  notions 
et  des  résultats  qui  ont  été  donnés  dans  les  Parties  précédentes. 
En  me  plaçant  à  un  point  de  vue  algébrique,  j'explique  la  notion 
générale  de  produit  extérieur  et  celle  de  complément;  j'indique 
que  l'on  en  peut  déduire  une  théorie  simplifiée  des  déterminants, 
el  je  montre  que  les  idées  proposées  trouvent  une  de  leurs  inter- 
prétations au  moyen  de  la  (iéométrie  à  n  dimensions.  En  termi- 
nant, je  touche  enfin  la  notion  de  produit  intérieur  et  son  applica- 
tion aux  relations  métriques  de  la  Géométrie. 

La  mélhode  que  je  vais  proposer  offre  plusieurs  avantages. 

D'abord  elle  s'adapte  très  bien  à  toutes  les  questions  de  la  Géo- 
métrie synthétique  et  permel  d'examiner  aisément  des  problèmes 
qui,  étudiés  par  une  autre' méthode,  oflVenl  de  plus  grandes  diffi- 
cultés (*).   De  plus  cette  méthode  Introduit  dans  la  Géométrie 


(')   Au   moyen    de  celle   rnélliode  j'ai   Irouvé  une  construction   très  simple  du 


M 

J. 

t 

1-1 


\  1 

1 . 

/ 

/  ■ 

p 

- 

1  i 

f 

\\ 
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Pour  obtenir  ces  mineurs  par  un  calcul  simple,  je  forme  le  pro- 
duit PQet  j'y  remplace  les  produits  E^')E('^;Ef')E(*^(/,A==  1,2, 3, 4) 
par  les  expressions  auxiliaires  [E^'Œ^'^];  [E^'Œ^*^]  que  je  soumets 
aux  conditions  [E^'^E^'^]  =  o  ;  [ E^'Œ^^) ]=:::  — [&*J&'^](e^  Â-). 
Si  Ton  désigne  alors  par  [PQ]  Fexpression  qui  provient,  de  cette 
manière,  du  produit  PQ,  on  trouve 


(^) 


ou 


frik=  r'/Qx  — P)tQ/        («*,  A-  =  i,  2,  3,  4). 


D'une  façon  analogue  on  passe  du  produit  PQR  à  l'expression 

[PQR].  En  remplaçant  dans  le  produit  PQR  les  produits  E^'^  E^'^  E^'^; 

E(')E<'»E(*J;  E'Œf^Œ^'J  (/,  k,  /=i,  2,  3,  4)  par  les  expressions 

auxiliaires  [E^'Œ^'^E^'^];  [E^'Œ^'Œ^*'];  [E^'Œ^E^/)],  soumises  aux 

conditions 

[  E'-i)  VJi^  Eî')  ]  --=  o,        [  E  "  E  '5  E'k)  ]  =  o; 

[  E^'^ E'A^  E('^  ]  =      [  E  ^-^  E''^  E^i^  ]  =      [  Ef'>  E'«  E<*>  ] 

.-=  _  [  E^''  E''^  Eî^'  ]  =  —  [  E<^->  E('^  E^i^  ]--=  —  [  E^'^  E'^->  E^'^  ], 


on  obtient 


(3) 


ou 


[PQR]  =  Y^-      Yi[E(î)E(3'E(v)]_Y,[E'iŒ(»>Ei*'] 

-f-Y3[E'»'E^«'E(*J]-Y4[E<»^E(«'E(3)], 


Ti 


Y3  = 


ï\  Q,  R, 

P3  O3  R3 

P4  Qv  R4 

Pi  Qi  Ri 

Pî  Qî  Rî 

P4  Qv  R. 


Yî  = 


Y*  = 


p. 

Q. 

Ri 

I', 

Q. 

R3 

p» 

Q* 

R* 

Pi 

Q. 

Ri 

P. 

Q. 

R. 

Pj 

Q. 

R. 

Les  conditions  que  je  viens  d'établir  peuvent  être   énoncées 
ainsi  : 

Les  expressions 

[E^'VE^'V],     [E('VE"VE'^'],     (/„  i„  ,3  =  ,,  2,  3,  4) 

s'évanouissent  si  E^'x^  =  E^'ix^   et  leur  signe  se  change  si  l'on 
échange  E^'x^  pour  E^'v-  où  \  ^  v.  En  appliquant  ces  conditions 
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aussi  aux  expressions 

[E^iVE^'VE^'VE'V]        (/„  i\,  .3,  /,=  r,  2,  3,  4) 

et  en  ajoutant  la  dernière  condition  que  l'expression 

[E<i^E^k)E(nE^m)j        (t\k,  /,  m  =  i,  a,  3,  4;     i^k^l^  m) 

est  égale  à  l'unité  positive  ou  négative  suivant  que  les  indices  /, 
/r,  /,  m  appartiennent  ou  non  à  la  même  classe  que  les  nombres 
I,  2,  3,  4»  on  déduit  du  produit  PQRS  l'expression 


(4) 


|1>QRS]  = 


\\    Qi 

3       Q3 


P 


\\    Q- 


Ri  Si 

Rî  S, 

R3  S3 

R*  S, 


3.  D'après  des  formules  bien  connues  de  la  Géométrie  analy- 
tique on  sait  que  les  mineurs  yi(^i=i,  2,  3,  4)  représentent  les 
coordonnées  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points  P,  Q,  R  et  que 
le  déterminant  S  dz  P1Q2R3SJ1  représente,  à  une  constante  près, 
le  volume  du  tétraèdre  dont  les  points  P,  Q,  R,  S  forment  les 
sommets;  par  conséquent,  en  vertu  des  formules  (2),  (3)  et  (4)? 
on  peut  dire  : 

L'expression 

[PQ]  représente  la  droite  qui  joint  les  deux  points  P  et  Q; 
[PQR]  représente  le  plan  qui  passe  |)arles  trois  points  P,  Q,  R; 
[PQRS]  représente  le  tétraèdre  dont  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S 
forment  les  sommets. 

Si  les  points  P  et  Q  se  confondent,  l'expression  [PQ]  est  égale 
à  zéro.  De  même,  si  le  point  R  est  situé  sur  la  droite  passant  par  P 
et  Q,  il  y  a  une  relation  linéaire  entre  les  coordonnées  P,,  Q/,  R/; 
par  conséquent,  dans  ce  cas,  les  mineurs  y/  sont  égaux  à  zéro  et 
l'expression  [PQR]  s'évanouit.  Enfin,  si  les  points  P,  Q,  R,  S 
sont  situés  dans  le  même  plan,  l'expression  [PQRS]  est  égale  à  o. 
Donc  : 

L'égalité 

[PQ]  =  0  exprime  que  les  deux  points  P  cl  (^  sont  situés  Unix 
sur  I  antre. 


MÉLANGES.  207 

[PQU]=o    exprime  que  les  trois   points  P,   Q,   R    sont   situés 

sur  la  môme  droite, 
[PQRS]  =  o  exprime  que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  sont  situés 

dans  le  même  plan. 

Au  dernier  cas  les  deux  droites  g  =  [PQ]  et  h  =  [RS]  se  ren- 
contrent; donc  : 

L'égalité  [«^/i]  =  o  exprime  que  les  deux  droites  g  el  h  se 
rencontrent. 

Comme  on  a,  d'après  la  formule  (4)? 

(5)       [gh]  =  giihn-^  giifhî-^  gn  ht3-^  gtihi^-^-  g^lizi-^  gul^itf 
où 

\         (f,  A'  =  I,  2  3,  4)» 

l'égalité  [gh]  =  o  fournit,   sous  une  forme  très  simple,  la  con- 
dition connue  que  les  droites  g  et  h  se  rencontrent. 

4.  J'appellerai  dès  à  présent  les  points,  les  droites  et  les  plans 
éléments  dans  l'espace  et  je  dirai  que  ces  éléments  sont  incidents 
si  l'un  est  situé  sur  l'autre.  Au  moj^en  de  ces  définitions  on  peut 
énoncer  ainsi  les  résultats  obtenus  : 

r  Les  expressions  P,  Q,  R,  S;  [PQ],  [PR],  ...;  [PQR], 
[PQS],  ...  représentent  les  éléments  dans  f espace  en  ce  sens 
que  les  coefficients  des  expressions  auxiliaires  YS^^  \  [E^'^E^*^]; 
[E^*^  E^*^  E^'^  ]  fournissent  leurs  coordonnées  homogènes  ; 

2"  Les  expressions  [PQ],  [PQR],  [PQRS]  sont  égales  à  zéro 
si  leurs  éléments  sont  incidents  et  vice  versa. 

o.  Comme  les  expressions  [PQ],  [PQR],  [PQRS]  ne  définis- 
sent une  droite,  un  plan  et  un  tétraèdre  que  dans  le  cas  où,  de 
leurs  éléments,  l'un  est  au  dehors  de  l'autre,  et  comme  ces  expres- 
sions sont  déduites  des  produits,  je  les  appellerai /?rorfw//5  exté- 
rieurSy  en  adoptant  une  notation  due  à  M.  H.  Grassmann  (*). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  produits  extérieurs  [PQ], 
[PQR],  [PQRS]  ne  sont  point  des  produits  ;  ce  sont  des  expres- 

(')  Voir  Journal  de  C relie,  t.  iO.  p.  i.S(). 
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sions,  composées  de  déterminants.  Par  conséquent  le  résullalf 
à  première  vue  un  peu  surprenant,  que  ces  produits  extérieurs 
changent  de  signe  si  l'on  y  échange  des  éléments  P,  Q,  R,  S  Pun 
pour  l'autre,  n'est  que  la  conséquence  d'un  théorème  bien  connu 
des  déterminants. 

6.  Si  Ton  égale,  dans  les  expressions  (i),  les  coordonnées  Pi, 

Q2,  R;i,  Si  à  l'unité  positive  et  les  autres  coordonnées  à  zéro, 

on  a 

E'>^=P,        E(«'=Q,        E«^=K,        E(*^=S. 

Il  résulte  de  là  que  E^'\  E^^^,  E^''^  E^*\  introduits  comme  des 
expressions  auxiliaires,  peuvent  dès  lors  être  envisagés  eux-mêmes 
comme  quatre  points.  En  choisissant  ces  points  comme  les  som- 
mets du  tétraèdre  de  référence,  ses  arêtes  et  ses  faces  sont  repré- 
sentées par  les  produits  extérieurs 

Cela  établi,  les  formules  (i),  (2),  (3)  mettent  en  évidence  que 
les  éléments  dans  l'espace  peuvent  être  représentés  comme  des 
fonctions  linéaires  des  éléments  correspondants,  relatifs  au 
tétraèdre  de  référence.  Les  coefficients  qui  entrent  dans  ces 
fonctions  linéaires  sont  les  coordonnées  homogènes  des  éléments 
représentés. 

7.  Pour  examiner  la  nature  de  ces  coordonnées,  je  tire  de  l'ex- 
pression 

P  =  P,E<»)-4- r>îE'2  -+- PgE^a^-i- F4E<*> 
la  relation 

[  PE^*^  E<3)  E^^'  ]=      P,  [  Eî»'  E^s)  E(3)  £(*'  ]  -+-  Pj  [E'«-'  E^^)  E^a)  E^*'] 

-h  P3[E(3)E^2)E<3/EU)]  +  l>^[E^*)E^2JE'3^E<^^]. 

D'après  les  conditions  auxquelles  j'ai  soumis  les 

[E"VE<'VE''VE'^J], 

on  sait  que  le  produit  extérieur  [E^'Œ^^^Œ^^Œ^*^]  est  égal  à  l'unité 
positive  et  que  les  autres  produits  extérieurs  qui  renferment  deux 
éléments  égaux  s'évanouissent.  Par  conséquent,  la  dernière  relation 
prend  la  forme  plus  simple 

[PE'2)Ef3)Ki']  =  p,. 
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qui  met  en  évidence  que  la  coordonnée  Pj  est  proportionnelle  au 
volume  du  tétraèdre  dont  les  points  P,  E^-\  E^^\  E^*^,  pris  dans 
cet  ordre ^  forment  les  sommets. 

Désignons  dès  à  présent  par  /*,  A,  /,  m  les  indices  i ,  2,  3,  4  pris 
daus  un  tel  ordre  que  Ton  a 

[  E''^  E'A-'  E(''  E  '''^  ]  =  I  E^»^  E'-2^  E(3^  E^*^  ]=-+-!, 

on,  en  d'autres  termes,  désignons  par  t,  A',  /,  m  (/  yé  k  ^  l^m) 
les  indices  i,  2,  3,  4^  choisis  de  telle  manière  que  les  permuta- 
lions  I,  A*,  /,  ni  appartiennent  à  la  même  classe  que  la  suite  ordi- 
■laire  i,  2,  3,  4- 

Alors  on  trouve,  pour  les  coordonnées  P/, 

P,  =  [PE''^^E('>Ef'«>|, 

d^one  façon  analogue  on  déduit  des  formules  (2)  et  (3),  pour 
coordonnées  gik  et  v/,  les  valeurs 


/=[E''  FQR|. 


■'S  expressions  prouvent  que  les  coordonnées  homogènes  P/, 
Yi  du  point  P,  de  la  droite  g  =^  [PQ]  et  du  plan  y  =  [PQR], 
''gaiement  des  coordonnées  tétraédriques. 

l'our  rapprocher  plus  encore  les  notions  que  j'ai  établies 
I  présent  de  celles  que  Ton  emploie  ordinairement  en  Géo- 
analytique, je  remarque  que  le  plan,  représenté  dans  notre 
par  le  produit  extérieur  [PQllj,  est  défini,  en  Géométrie 
|ue,  par  V équation  [PQRXj  =  o,  X  étant  un  point  variable 
sont  les  coordonnées  homogènes.  D'une  façon  analogue, 
1^,  représenté  dans  notre  théorie  par  l'expression 

P  =  Pi  E<»^  -f-  Pj E(3J  -+-  P3  E(3>  -+-  Pv  E^^', 
.  en  Géométrie  analytique,  par  l'équation 

les  coordonnées  homogènes  d'un  plan  variable  Ç.  Quant 

-ulation  d'une  droite,  j'ai  choisi  les  expressions  de  leurs 

■«;,  telles  qu'on  les  emploie  ordinairement  en  Géométrie 
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analytique,  comme  point  de  départ  pour  les  recherches  présentes. 

D'après  ces  remarques,  on  voit  que  les  coordonnées  coorantes 
dont  on  fait  usage  en  Géométrie  analytique  sont  remplacées,  dans 
notre  théorie,  par  les  expressions  E^'^  et  leurs  prodoits  extérieurs. 
L*introduclion  de  ces  expressions  auxiliaires  offre  Favantage  d^é- 
viter  le.%  (Himinations,  Les  résultats  qui  proviennent  en  Géométrie 
analvtique  à* éliminations  quelquefois  très  pénibles  sont  fournis, 
dans  notre  théorie,  par  un  simple  calcul. 

J'appellerai  ce  calcul,  dès  à  présent,  multiplication  extérieure^ 
parce  qu'en  résultent  les  produits  extérieurs. 

9.  On  a  vu  déjà  que  la  multiplication  extérieure  de  deux  et  de 
trois  points  fournit  la  droite  et  le  plan  qui  en  proviennent  par  des 
constructions  linéaires.  Je  vais  généraliser  ce  résultat  de  telle 
manière  que  la  multiplication  extérieure  des  éléments  quelconques, 
fussent-ils  des  points,  des  droites  ou  des  plans,  provenant  soit  de 
la  jonction,  soit  de  rinterseclion  des  éléments  originaux,  fournisse 
l'élément  qui  en  est  déterminé  par  des  constructions  linéaires. 

Commençons  par  des  éléments  qui  proviennent  de  l'intersection 
de  deux  et  de  trois  plans. 

En  désignant  ces  plans  par  ?:,  x,  p  et  leurs  coordonnées  homo- 
frênes  par  ?:/,  x/,  p/,  on  a,  d'après  la  formule  (3), 

A  —  X,£'»'-h  y.2£'*'  -+-X3£^3^  -hXi£*\ 
p  =  p,£'»'4-p,£(2)_up3c(3)_^.p^£'4>, 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

^  I     c3)^[El)E'2'E^i^],  £fi'=—  [E»'E2Œ'3»]. 

Comme  il  y  a  en  Géométrie  une  dualité  absolue  entre  les  points 
et  les  plans,  />  soumets  les  £^'^  et  leurs  produits  extérieurs  aux 
mêmes  conditions  que  f  ai  établies  pour  lesVM"^  et  leurs  produits 
extérieurs. 

Alors  les  produits  extérieurs  [t^x],  [tixo],  [tcxot],  où 

7  r^  7,£'>U-  72^'-^-^-  73£'-l'-4-  J;£^^^ 

r(»|)résontr    un  quatrième   plan,  sont  définis  par  des   expressions 


(y  »,  (  i),  (4),  si  l'on  y  remplace  les 
Il   |i.ir  \i'i  rnÎDUscules  de  l'alphabet 

i|ii  ■  li:  produit  extérieur  [rot]  repré- 
u  >I<--a  itiMix  plans  t:  et  x,  et  que  le  pro- 
ilfiiir  ie  point  d'intersection  des  trois 

cv  point  au  mojeu  des  arêtes  et 
c'est-à-dire  au  moyen  des 

les  K''',  je  remarque  que  les  deux 
,W»  et  s""'  se  coupent  suivant  l'a- 
d' intersection  des  trois  faces  s'", 


«[E'"E'"E"iE'"]=  +  i. 
^uatioDs  (II*)  et  (111*  )  ; 


[lii   dticoulcnt  des  conditions  (H*)  et 
icmment,  je  les  réunis  dans  le  Tableau 


(E-.iE'^M 


E'*']  =  [E'"E'"  E<i'Ëi"Ei"]  =  Ei'i 

El"]  =  [E'"  E't'  El"  E'»  E'»]  =  E'« 

E'"]  -  [E^"  E'"  K">  E'"  Ei»|  =  E'"' 

E"'1  =  |R"'E>'  K'>'E"'R'"|=  K"-'- 
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Ceci  établi,  Fexposilion  des  principes  de  notre  théorie  est  ter- 
minée. 


10.  Pour  déduire  de  ces  principes  quelques  conséquences  im- 
médiates, je  vais  exprimer  d^abord  le  point  d'intersection  d'une 
droite  ^  =  [AP]  et  d'un  plan  p.  Ce  point  est  représenté  par  le 
produit  extérieur  [AP     p]. 
En  posant 

A  =  AiEi»^-+-A2E(«'-4-A,E<3)-+-A4E<*', 
P  =  PiE'»^  H-  P,E(*'-+-  P3E<3J-f-  P*E'*', 

p   =     p,£(l>    -i-     p,£(î)    H-    PjeO)    -|_P^e(4)^ 

/i*  =  A/Pa--A^P/, 
on  trouve 

[AP     p]  =  [/i,[E(i)E(î)]-h.../3v[Et3)E(^']         p,£(i'-4-...pfce'*']. 

A  l'aide  des  formules  (lll*)  ou  (III)  et  en  tenant  compte  des 
identités 

f\k  Pi  -H  ftk Pî  -+-  fzk p3  -+-  fkk PV 

=  P)fc(Aipi-h  A,p,-h  A3P3-+- Avp4)  — AA-(Pipi-h  Pi  pi -f- P3  Pi -+- P4  P*  )» 

on  obtient 

(0)  |AP     p]  =  [Ap]P-[Pp]A. 

Cette  formule  exprime,  sous  une  forme  nouvelle,  un  résultat 
bien  connu  que  Ton  doit  à  M.  Hesse.  On  sait  qu'un  point  quel- 
conque de  la  droite  passant  par  les  points  A  et  P,  dont  les  coor- 
données sont  A|  et  P/,  peut  être  représenté  par  l'expression 
Jt^A/4-3ltP|.  La  formule  (6)  met  en  évidence  que  les  coefficients 
4^  et  OIL  sont  proportionnels  aux  expressions 

-[PP]   =-(Plp,-hP,p,H-P3P3-4-F4p4), 

[Ap]  =        Aip,H- A«p,-f- A,p3-h  A4P4, 

si  ce  point  devient  le  point  d'intersection  de  la  droite  [AP]  et  du 
plan  p  dont  p/  sont  les  coordonnées  homogènes. 

Admettons  maintenant  que  le  plan  p  passe  par  les  points  B,  C, 
D.  Alors  le  point  d'intersection  de  la  droite  [AP]  et  du  plan 
[BCD],  savoir  le  point  [[AP]  [BCD]],  peut  être  représenté  par  1^^ 
trois  points  B,  C,  D.  En  effet,  au  moyen  des  formules  (îTI*JBa^B 
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[III),  on  trouve  aisément 

7)  [AP     BCD]  =  [APCD]B-h[APDB]C-+-[APBC]D. 

Quant  à  la  notation,  j^ai  supprimé,  dans  le  premier  membre,  les 
crochets  intérieurs  ;  j'adopterai  cette  abréviation  dès  à  présent  pour 
la  notation  de  tels  éléments  qui  renferment  d'autres  éléments  eux 
mêmes  composés. 

Comme  on  a,  d'après  la  formule  (G), 

[  AP     BCD]  =  [  ABCD]  P  —  [PBGD]A, 

on  déduit  de  la  formule  (7)  la  relation 

(8)    [ABGD]P  =  [PBCD]A-[PGDA]B-t-[PDAB]C  — [PABCjD. 

Dans  les  formules  (6),  (7),  (8)  les  coordonnées  des  éléments 
ont  disparu  :  comme  en  Géométrie  sj'nthétique,  les  éléments  y 
entrent  eux-mêmes.  C'est  à  cause  de  cela  que  ces  formules  et  toutes 
les  autres,  fournies  par  notre  théorie,  sont  beaucoup  plus  simples 
et  plus  concises  que  les  formules  correspondantes  de  la  Géométrie 
analytique  en  lesquelles  on  peut  les  transformer  immédiatement. 

11.  En  désignant  par  Ç/  les  coordonnées  homogènes  d'un  plan 
quelconque,  on  tire  de  la  formule  (8) 

[ABGD][P5]  =  [PBGD][A$]-  [PGDA][B5]-4-[PDAB][G$]  —  [PABG][DÇ1; 

comme  [ABCD],  [PBCD],  ...  désignent  des  déterminants  et 
comme  [Pi],  [A 5],  . . .  désignent  les  expressions  ?<  Çj-|-...+  PjiÇt, 
A|  il  -f-. .  .-i-Aiii,  on  a,  dans  la  dernière  formule,  une  identité  bien 
connue  et  fréquemment  employée.  Si  Ton  définit  par  les  équations 

[r?l  =  o,         [AU  =  o,         lBU  =  o,         [G$]  =  o,         [D$]  =  o 

cinq  points  dans  l'espace,  cette  formule  fournit  le  résultat  connu 
que  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  point  quelconque  dans 
Pespace  peut  être  représente,  d'une  façon  linéaire,  par  les  pre- 
miers membres  des  équations  de  quatre  points  formant  un  té- 
traèdre. Comme  le  volume  de  ce  tétraèdre  [ABCD]  est  égal  à  la 
somme  des  volumes  des  quatre  tétraèdres  [PBCD],  — [PCDA], 
[PDAB],  —  [PABC],  quelle  que  soit  la  position  du  point  P,  on 
peut  donner  à  ce  résultat  une  forme  nouvelle.  Si  l'on  attribue  aux 
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points  Ay  B,  C,  D  des  masses,  proporlionnelles  aux  voliunes 
[PBCD],  —[PCDA],  [PDAB],  -[PABC],  le  point  P  sera  te 
centre  de  gracile  des  points  A,  B,  C,  D.  Donc  on  voit  qu'on 
point  quelconque  dans  Tespace  peut  être  envisagé  comme  centre 
de  gravité.  Cette  idée  ingénieuse  forme  la  base  des  profondes  re- 
cherches que  M.  Môbius  a  expliquées  dans  son  célèbre  Calcul  ba- 
rycenirique.  Sans  entrer  ici  dans  une  étude  détaillée  des  relations 
qui  existent  entre  le  calcul  barjcentriqae  et  la  méthode  que  je 
propose,  je  me  permets  de  remarquer  que  les  liaisons  entre  les 
deux  méthodes  sont  bien  intimes  et  que  la  méthode  proposée  est, 
en  quelque  sorte,  la  généralisation  de  celle  à  laquelle  le  nom  de 
Môbius  est  attaché. 

12.  Pour  ajouter  aux  formules  (6),  (7),  (8)  encore  d'autres  qui 
^ont  fréquemment  employées,  j'exprime  d'abord  la  droite  passant 
par  le  point  A  et  le  point  [icxp]  au  moyen  des  trois  droites  [xp], 
[pic],  [?cat].  En  vertu  des  conditions  (I)  et  (II),  on  obtient 

(9)  [A    TOtp]  =  [A«][xp]-f-[Ax][pit]-f-[Ap][itx]. 

Si  l'on  remplace  ensuite  les  points  A,  B,  C,  D,  P  par  les  plans 
a,  p,  Y»  S,  ic  et  les  plans  te,  x,  p  par  les  points  P,  Q,  R,  on  déduit 
des  formules  (6),  • .  • ,  (9)  les  relations  corrélatives 

(10)  [aîT     R]  =  [aR]7:  — [7rR]a, 

(11)  [oLTz     Py^]  =  l^'^Ï^JP -^  [*^^P]Y  "+■  [*^Pï]^T 

(la)  [a?Y^]7r=  [7:pY^]a  — [7rYoa]3-+-[7roa?]Y  — [ttï^YIô, 

(i3)         [a     PQR]  =  [aP][QR]-h[aQ][RP]^-faR][PQ]. 

Dans  les  formules  précédentes  les  produits  extérieurs  [At:},  ..., 
[aP],  ...  sont  définis  par  les  expressions 

[ajsOJ-h  a,Ê(«J-+-a3e(3J-ha4£^*>         PiE<»'-h  PiEfsi^PjE^'^H-PvEf^^],     .... 

Comme  on  a,  d'après  les  conditions  [E^''£^'']= — [£('Œ^'^]=:-f-i, 
[E^'^e^*^]  =  0,  on  obtient 

[Att]  =4-(Ai7ri-f-  AjTTj-f-  AjTra-h  AiT:^)  =—  [ttA], 
[aP]=-(aiP,-4-a,P,-ha3P3-+-a4P4)=-[Pa]. 

13.  Supposons  maintenant  que  les  quatre  plans  quelconques 
a,  j3,  Y,  0  soient  les  faces  du  tétraèdre  dont  les  points  A,  B,  C^,  D 
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ibrment  les  sommets.  Alors  on  a 

(i4)      a=[BCDj,         ?=-[CDA],         ^(  =  [D\ni        o^  —  fABC], 

et  Ton  déduit  de  la  formule  (i3) 

i[a31=      i[CD],        [y5]=      i[AB], 

(i5)  [aYl=-i[BDj,         [38]=-i[AC], 

([a8l=      i[BGl,        [.3y1=      i[AD], 
où 

(16)  i=[ABGD|. 

Au  mojen  de  la  formule  (6)  on  en  tire  de  plus 

/  OYol  =  -i*A, 

)[Y5aJ=      i^B, 

[8a31=-i^G. 

l[a?Y]=      i*t)> 

et,  en  combinant  ces  formules  avec  les  formules  (i4)»  ^^  obtient 
enfin 

<:i8).  [oL^^o]=£K 

En  tenant  compte  des  formules  (1 4),  ..-,  (18),  les  formules  (8)  et 
(la)  deviennent 

<  19)  iI>  =  fI>a]A-+-[P?JB-i-fF>YlG-h[Po]D, 

C  ao)  i-  =  [A7:Ia  -f-fB?:]?  -+-|C7:|y  -i-f  DttIo. 

Comme  on  a 

fAai  =  [B;i|  =  [(:Yj  =  [no|=--i, 

[A?l  =  |Bal=[Av]  =  |Ca]  :..... [(:8|  =  [Dy]  =  o. 
^n  déduit  des  formules  (19)  et  (20) 

<-,n     rP^I-'^'^HATTl        [P3j[B::l    .    [Py|[(:t:|        [PaifOr] 
V^i)     li^I-        ^^^1  [BTP'"        [CyI  [1)81       ' 

Relation  qui  est  donnée,  sous  une  forme  légèrement  différente,  par 
M.  Kronecker  (  *). 

n.  Les  formules  (H)  cl  (u))  méritent  un  intérêt  particulier. 


<')  Voir  Journal  (Ir  Pt>rrhttr(it,  t.  7'2.  p.  iC»». 
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parce  qu'elles  sont  les  généralisations  de  l'expression 

P  =  P,E  "H-  P,E<*>-4-  PsE^a^H-  P^E'^ S 

formant  la  base  et  le  point  de  départ  des  recherches  actuelles.  On 
obtient  ce  résultat  immédiatement,  en  posant 

A  =  E'*',        B  =  E(î',        C  =  E'3),        D  =  E(^\ 

et  en  tenant  compte  que 

[  E«»)  E^î^  E(»^  E<*>  ]  =  H-i ,        [  PE'*J  E^'J  E^'"'  ]  =  P/. 

De  même,  les  formules  (12)  et  (20)  sont  les  généralisations  de 
l'expression 

De  plus  on  trouve  que  les  formules  (i4)»  (i5),  (17),  qui  four- 
nissent, en  Algèbre,  des  théorèmes  connus,  relatifs  aux  relations 
entre  les  mineurs  et  leurs  adjoints,  sont  les  généralisaUons  des  for- 
mules(l),(II),(ITI).  Enfin  on  voit  que  les  formules  (6),  (16)  et  (18) 
sont  les  généralisations  des  formules  (IV*)  et  (V).  On  conclut  de 
là  que  les  points  E^'^  formant  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence 
ne  jouent  point  un  rôle  exceptionnel  et  qu'ils  peuvent  être  rem- 
placés par  quatre  points  quelconques,  non  situés  dans  le  même 
plan.  Si  l'on  passe  des  points  E^'^  à  quatre  autres  points,  on  a, 
dans  notre  théorie,  ce  que  l'on  appelle  en  Géométrie  analytique 
la  transformation  des  coordonnées.  Les  notions  et  les  formules 
que  je  viens  d'établir  simplifient  ce  problème  d'une  manière  re- 
marquable et  leur  généralisation  conduit  à  une  théorie  nouvelle 
et  simplifiée  des  formes  invariantives.  Cependant,  comme  cette 
théorie  des  invariants,  des  covariants  et  des  formes  intermédiaires 
appartient  à  l'Algèbre  et  comme  clic  surpasse  le  but  de  ce  Mémoire, 
je  me  borne  à  l'indiquer. 

En  terminant  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  je  résume 
rapidement  les  résultats  obtenus  : 

La  multiplication  extérieure,  due  à  Caucliy  et  à  J/.  Grass- 
mann,  permet  d'exprimer,  d'une  manière  simple,  les  points, 
les  droites  et  les  plans  dans  r espace.  Si  ces  éléments proK^ien- 
nent,  soit  de  la  jonction,  soit  de  r  intersection  d'autres  éléments 
originaux,  leur  produit  extérieur  représente  exactement  i  élé- 
ment composé.  En  Géométrie  synthétique .  la  juxtaposition  des 
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lettreR  qui  représentent  y  dans  le  produit  extérieur  y  les  éléments 
orif^inaux  fournit  la  eonstruction  linéaire  de  Vêlement  com- 
posé; en  Géométrie  analytique,  les  coej/icients  des  E^'^  et  de 
leurs  produits  extérieurs  en  fournissent  les  coordonnées  liomo- 


f^^enes. 


Si  deux  éléments  d'un  produit  extérieur  sont  incidents,  c'est- 
à-dire  si  V un  est  situé  sur  Vautre,  le  produit  extérieur  est 
égala  zéro;  et  vice  versa. 

Les  produits  extérieurs  sont  désignés  par  deux  crochets 
qui  renferment  leurs  éléments. 

II. 

GÉNÉRATION  DES  SURFACES,  DES  COMPLEXES,  DES  COURBES  GAUCHES  ET  DES 
CONGRUKNCES  DE  DROITES.  TRANSFORMATIONS  DES  PRODUITS  EXTÉRIEURS, 
REPRÉSENTANT  DES  SURFACES.  EXPRESSION  DES  COORDONNÉES  d'uNE  COURBE 
GAUCHE  AU   MOYEN   DE   PARAMÉTRES. 

13.  J'ai  désigné,  dans  la  Partie  précédente,  les  points  et  les 
droites  dans  l'espace  par  les  majuscules  et  les  minuscules  de  Tal- 
pliabet  latin;  j'ai  désigne  de  plus  les  plans  par  les  minuscules  de 
Talpliahet  grec.  Je  conserverai  cette  notation  et  je  désignerai, 
d'ailleurs,  par  \cs  premières  lettres  des  deux  alphabets  les  élé- 
ments /?xeA*  et  par  les  dernières  lettres  les  cléments  Dariables  ou 
mobiles.  Soient,  conformément  à  cette  notation,  A,  B,  ...  et  a, 
i^j  ...  des  points  et  des  plans  fixes;  soit  de  plus 

X  =  X,  K'i^  -+-  Xa  Iv2)  -+-  Xt  L'a'  -+-  X^  K  '♦•' 

*'o  point  variable.  Alors  le  [)roduit  extérieur 

[XAaB?  ...| 

«esignera  ou  un  point  ou  une  droite  suivant  que  le  dernier  élé- 
"îent,  renfermé  dans  le  produit  extérieur,  est  un  plan  ou  un  point. 
01 1  On  transforme  ce  produit  extérieur  à  Taide  de  la  formule  (6), 
^n  obtiendra  une  expression,  homogène  par  rapport  aux  coor- 
données X/  et  du  premier  ordre.  D'une  façon  analogue,  un  pro- 
duit extérieur  dans  lequel  le  point  X  entre  m  fois  sera  égal  à 
une  expression  homogène  d'ordre  m,  par  rapport  aux  coordon- 
nées X,. 


f# 
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Soient  P,  [PQ],  [PQR]  de  telles  expressions  dans  lesquelles  le 
point  X  entre  plusieurs  fois. 

Pour  établir,  dans  ce  cas,  une  distinction  entre  les  expressions 

^1  Q>  •••>  ["^QJî  [PQf^]?  j^  '^"^  attribue  une  dimension  égale 
respectivement  à  i;  2;  3.  11  résulte  de  là  immédiatement  que  la 
dimension  d'un  produit  extérieur  qui  renferme  des  éléments, 
eux-mêmes  composés  d'autres  éléments,  sera  égale  à  la  somme 
des  dimensions  de  leurs  éléments.  Prenons  cette  somme  suivant 
le  module  4-  Alors  on  n'aura  que  des  produits  extérieurs  dont  les 
dimensions  sont  ^  o,  i ,  2,  3,  mod.  4» 

16.  Les  produits  extérieurs  dont  les  dimensions  sont  ^  o, 
mod.  4>  ïic  contiennent  ni  les  E^'^  ni  leurs  produits  extérieurs 
[E^'Œ^*'],  [E^'Œ^*^^'^];  ce  sont  exactement  des  fonctions  homo- 
gènes d'ordre  n  si  le  point  X  y  entre  n  fois.  Donc  on  a  : 

i**.  Si  l'on  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^  o,  mod.  4j  ^^  dans  lequel  le  point  X  entre  n  /ois, 
on  a  V équation  d' une  ^uvidice  algébrique  rf'ordre  /i,  décrite />ar 
le  point  X. 

En  désignant  par 

un  plan  variable,  on  a  le  théorème  corrélatif  : 

I*.  5/  l^on  égale  à  séro  un  produit  extérieur  dont  la  di- 
mension est  ^  o,mod.  4j  ^t  dans  lequel  le  plan  ^  entre  n  fois, 
on  a  réquation  d'une  surface  algébrique  de  la  classe  /ï,  enve- 
loppée/?«/'  le  plan  Ç. 

Rien  n'empêche  de  remplacer  le  point  ou  le  plan  variables  par 
une  droite  variable  x.  Cette  droite  peut  être  envisagée  comme  la 
jonction  de  deux  points  ou  comme  l'inlerseclion  de  deux  plans. 
Alors  on  a  : 

1*^.  Si  Von  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^  o,  mod.  4  f^t  dans  lequel  la  droite  x  entre  n  fois, 
on  a  V équation  d\in  complexe  algébrique.  Ce  complexe  sera 
ou  rf'ordre  n  ou  de  classe  /?,  suivant  que  la  droite  x  est  la  jonc- 
tion de  deux  points  ou  l'intersection  de  deux  plans. 
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PassoQS  maintenant  à  l'étude  des  produits  extérieurs  dont  les 
dimensions  sont  ^  i  ou  ^3,  mod.  4-  Ces  produits  extérieurs 
peuvent  être  représentés  par  les  expressions  [PQ    p]  et  [tix    R]. 

Or  on  a,  d'après  les  formules  (6)  et  (10), 

[PQ    ?]  =  [Pp]Q-[Qp]P, 

[ttx      R]  =  [7rR]x  —  [xR]7r. 

Par  conséquent,  Técpiation 

[PQ     p]  =  o 

se  décompose  en  les  deux  équations 

[Pp]  =  o,         [Qp]=o; 

et  d'une  façon  analogue  Péquation 

[ttx     RJ=o 
entraine  les  deux  autres 

[TrR]  =  o,         [xR]  =  o. 
Donc  on  a  : 

2.  Si  ion  égale  à  zéro  un  produit  extérieur  dont  la  dimen- 
sion est  ^  I  ou  ^3,  mod.  4?  on  a  l'équation  ou  d^une  courbe 
gauche,  ou  d'une  surface  développable,  ou  d^une  congruence  de 
droites,  suivant  que  l'élément  imriahle  qui  entre  dans  le  pro- 
duit extérieur  est  un  point,  ou  un  plan,  ou  une  droite. 

17.  Pour  donner  à  ces  théorèmes  une  forme,  à  la  fois  plus 
concise  et  plus  géométrique,  j'appellerai  élément  dérivé  un  tel 
élément  qui  renferme  un  élément  variable,  point,  droite  ou  plan. 
Alors  les  théorèmes  i*^,  1*,  i^,  2  deviennent  : 

I.  Si  un  point  et  un  plan  sont  assujettis  à  la  condition  de 
demeurer  incidents  y  et  si  le  point  et  le  plan  sont  dérivées  ou 
d'un  point,  ou  d'un  plan,  ou  d'une  droite  mobiles,  lesquels 
éléments  mobiles  entrent  n  fois,  le  point  mobile  décrira  une 
surface  d'ordre  n  ;  le  plan  mobile  erweloppera  une  surface  de 
classe  n  ;  la  droite  mobile  formera  un  complexe,  étant  ou 
d'ordre  n  ou  de  classe  n  suivant  que  la  droite  mobile  est  la 
jonction  de  deux  points  ou  l' intersection  de  deux  plans. 
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IL  Si  un  point  ou  un  plan  sont  assujettis  à  la  condition  de 
demeurer  incidents  d^une  droite,  et  si  le  point,  le  plan  et  la 
droite  sont  dérivés  ou  d'un  point,  ou  d'un  plan  ou  d'une  droite 
mobiles,  le  point  mobile  décrira  une  courbe  gauche,  le  pian 
mobile  enveloppera  une  surface  développable  et  la  droite  mo- 
bile formera  une  congruence  de  droites. 

Le  théorème  général,  relatif  à  la  génération  des  surfaces,  a  été 
découvert  par  AL  H.  Grassniann,  qui  en  a  tiré,  comme  premières 
consé(|uences,  ses  générations  célèbres  des  surfaces  du  troisième 
ordre  (')  ;  le  théorème  relatif  à  la  génération  des  courbes  gauches 
est  établi  par  moi  dans  un  Mémoire  publié  au  tome  G  du  Journal 
de  J/.  Kronecker,  Dans  ce  Mémoire,  dont  M.  Carvallo  (^)  a 
donné  une  exposition  élégante  et  approfondie,  j'ai  déduit,  en 
outre,  du  théorème  général  quelques  générations  des  cubiques 
gauches;  d'ailleurs,  j'ai  ajouté,  dans  un  autre  travail,  inséré  dans 
ce  Bulletin  (2*^  série,  t.  XI,  p.  222),  de  nouvelles  propriétés  de 
ces  courbes  en  espace. 

l^a  méthode,  employée  dans  les  deux  Mémoires,  est  purement 
géométrique  et  se  repose  seulement  sur  les  principes  les  plus 
simples  de  l'intuition.  Après  en  avoir  établi,  dans  ce  Mémoire, 
la  base  algébrique,  on  peut  transformer  immédiatement  les  résul- 
tats, déduits  de  l'intuition,  en  ceux  du  calcul  ;  il  me  reste  à  montrer, 
par  quelques  exemples,  avec  quelle  facilité  celte  transformation 
s'eirectue. 

18.  Soit  X  un  point  mobile  el  A,  B,  G,  D,  E,  F  six  points  fixes. 
J'en  forme  les  trois  droites  [AB],  [GD],  [EF]  et  je  désigne,  pour 
rinstanl,  par  P  le  point  [X  AB  GD].  On  voit  immédiatement 
que  la  droite  [XPJ  rencontre  les  deux  droites  fx\B]  et  [GD];  elle 
rencontrera  d'ailleurs  la  troisième  droite  [EF]  si  Ton  pose 

[P     V.V     X]=o, 
ou 

l)=\\     AB     CD     Er     \|r=o. 

Par  conséquent  />  =  o  représente  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  ayant  [AB],  [GD],  [EF]  comme  génératrices. 


(')  Voir  Journal  de  C relie,  l.  iO,  p,  47. 

(^)  S o'w  Bulletin  de  la  Société  mathéntatif/ue  de  France,  l.  W,  p.  l'iS. 
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Pour   transformer   l'expression  ^Jj,    j'emploie   la    formule   {()). 

Alors  on  a 

[X     AB     CD]  =  [XABG]D  — [\ABD]C, 

et,  par  conséquent, 

5  =— [XABG][XDEF]-^-tXA3D][\CEFj. 

Comme  les  produits  extérieurs  [XABC],  . .  . ,  [XCEF]  sont  des 
déterminants,  l'équation  de  l'hyperboloïde  5  est  donnée  sous  la 
forme  que  l'on  emploie  ordinairement  en  Géométrie  analytique. 

10.  Pour  établir  un  deuxième  exemple  plus  compliqué,  je  vais 

déduire  l'équation  de  la  surface  rf  qui  forme  le  lieu  géométrique 

des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  passant  par  les  six  points 

A,  B,  ...,  F.  D'après  l'article  o  de  mon  Mémoire  sur  les  cubiques 

gauches,  cette  surface  du  quatrième  ordre  peut  être  représentée 

par  l'expression 

^  =  [X     L'     M     N]  =  o, 
où 

L'  =  [XDE     AB], 

M  =  [XEF     BC], 

N  =[XCD     FA]. 

D'après  la  formule  (6)  on  a 

L'  =  [XADE]B  — [XBDE]A, 
M  =  [XBEF]G-[XCEF]B. 

N  =[XGDF]A-[XAGD]F; 

par  conséquent  on  obtient 

^=[XABG][XADE][XBEF][\GDF]-[\AGD]5l, 

J^  étant  égal  à 

[XADE1[XBÏi:F][XBGF]-[XBDE][XBEF][XAGFJ 

-f-  [XBDE][XGEF][XABF]. 

Or  on  a,  d'après  la  formule  (8), 

[  XBGE ]  F  —  f  XBGF  ]\i-^\  XBEF  )  G  -  [  XCEF  |  B   h  f  BGEF  ]  X  =  <» 

on  en  déduit  immédiatement 

[\BGF|[XAEF1  -  [XBEF1|XACF|  -i-  [XCEFlfXABF]  =  o. 
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Par  conséquent  on  obtient 

5l  =  [XBCF]j[XADE][XBEF]-[XBDE][XAEF]J, 

et  comme 

[XADE][XBEF]  — [XBDE][XAEF]-[XABE][XDEF]  =  o, 

on  trouve  enfin 

51  =  [XBGF][XABE][XDEF]; 
donc  on  a 

i=      [XABC][XADE][XBEF][XGDF] 

—  [XACD][XBGF][XABE][XDEF], 

conformément  au  résultat  que  j'ai    donné,   sans  démonstration 
dans  mon  Mémoire  cité. 

20.  Si  les  droites  [AB],  [CD],  [EF]  ou  d'autres  ne  sont  pas 
données  par  les  points  qu'elles  joignent  ni  par  les  plans  dont  elles 
forment  l'intersection,  mais  si  elles  sont  représentées  par  les  ex- 
pressions 

/?=;?,î[E(i'E(«^]4-/.,3[E(*^Ef3)]^....y,3^E(»)E(^'], 
y  =yi2[E^«^E  '-M  4-  yi5[E(î'E^3)]  ^_  . . .  5r34E{3)Ef*J], 
r  =r„[E(»JE<2J]-+-r,3[Efï^E(3)]+  ...  Tj*  [E^'Œ^^^J, 

les  formules  (6)  et  (lo)  doivent  être  remplacées  parles  suivantes  : 


(•;»2) 


-^  (  pi  <7U  -+-  p3  7.12  -^  ?4  <7i2  )  E'^^ 
—  (Pl731   H-  p2  5'32-+-pW3i)*^^' 

-+-  (pi7iv  -H  p2<72i  -^  ps^sOfc^'*' ; 

[X/>]  =      (X2/?.n-^-  X3y?42  -+-  X^/;23)^'*' 

—  (X,/>3i-+-  Xa/^vi  +  Xv/>i3)£'-' 

-T-(X,/>2i-h  X2/?4i  -+-  X4y?,2)£'3^ 
—  (-^l/>23-+-  X2/?3i  -l-X3/),2)£^i\ 

qtk  =  —  7A^- 

On  en  déduit  d'abord,  si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des 
K^'^  et  des  z^^\  les  conditions  qui  expriment  qu'un  plan  et  qu'un 
poinl  sont  incidents  d'une  droite.  De  plus,  si  l'on  pose  [X/>]  =  p. 


(23) 


ou 
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on  tire  des  expressions  (22)  et  (aS) 

(24)        Y  =  [X/^y]  =2(Xi  Ya  -+-X,Y,,-+-  X3Y,-3-f-  X^Y.OE^^ 

i 
OÙ 

(25) 
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Y/7  =  pkiqim  -^Plmqik-^ Pmkqth 
^ik  =  fini  qn  —pu  qtm- 


Les  formules  (24)  et  (26)  permettent  de  transformer  Téquation 
de  l'hjperboloïde,  donnée  sous  la  forme 


5  =  [^pqr\]  =  o, 
/?,  <7,  r  étant  trois  génératrices.  On  trouve  aisément  (*  ) 

c5  =2^0  X/Xy  (  i,  y  =  1, 2, 3, 4  ). 


où 


»./ 


5/A- 


/JAi 


5//  = 


Pkt      qki 

Plm      qim 


rkl 


Pmk      qmk      f'/nk 


qu         ''il 
qim      f'iin 
q  mk     f'mk 


Pk( 
Plm 


qkl       f'kl 
qim      rifn 


Pmi      qmi      r„a 


Sous  cette  forme,  Téquation  de  Th^perboloïde  est  donnée,  pour 
la  première  fois,  par  M.  Gayley  (  •  ). 

21.  Après  avoir  établi  les  exemples  précédents,  je  vais  continuer 
la  théorie  générale.  Je  me  propose  d'expliquer  une  méthode  pour 
exprimer  au  moyen  de  paramètres  les  coordonnées  d'une  courbe 
gauche,  représentée  par  un  produit  extérieur  éçal  à  zéro.  Je  com- 
mence par  deux  cas  particuliers. 

Soient  a^'\d'^\  ..., «^*''.+'^  b^'\  b^^\  ...,  6f2«,^.i);  c(0,c^«),  ..., 
ç(2/i,+0.  nrdes  droites  fixes,  situées  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace.  Alors  l'expression  (-) 


(')   Voir  Cayley,    On  tlic  six  coordinates  of  a   Une  {Transactions  of  the 
Cambridge  Pliil.  Soc,  Vol.  \I,  Part.  II,  article  5i). 
\' )  Voir  mon  Mémoire  au  loine  C  du  Journal  de  M.  Kronecker,  p.  4»o- 


I 
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se  décompose  en  les  trois  expressions 

5'2'  =  fXc(»^c'2'  ...  c^2«,-hi)     Xa'J^af*'...  a(««t-^ï>^]  =  o, 

dont  deux  entraînent  la  troisième.  Comme  5^'^  =  ^j  5^^^  ^^  ^» 
,j(3)  ^  Q^  représentent  trois  quadriques  réglées  qui  possèdent 
deux  à  deux  une  génératrice  commune,  savoir  })^^\!)^^^]  i)^'^>5^*^» 
lyi)^  jj(2)  respectivement  la  génératrice  a^'^  ;  6^'^  ;  c^'^  Texpression 
Cs)  =  o  représente  ///î^  cubique  gauche. 

Désignons  par  Q  le  point  d'intersection  des  trois  plans  : 

|X6<«^6'2^  ...  6(2/1.^-1)  1^ 

Alors  l'expression  (C^3)  =  o  prend  la  forme 

D'ailleurs  on  a 

[.Xa(^'a'^^..  rt^2''.+>^Q]  =  o, 

|X6'i>6'2J  ...  6  2«.^»>Q]  =  o, 

[Xcï^c'2'  ...  C^î«î+»'Q]  =0. 

On  voit  immédiatement  que  Ton  peut  en  déduire  les  équations 

qui  proviennent  des  dernières  si  l'on  j  intervertit  l'ordre  des  élé- 
ments renfermés.  Ces  équations  expriment  que  le  point  X  est  situé 
sur  les  trois  plans 

[  Qa'2«.+  i)  . . .  a''i'a"^^\,     [Q  //2/'.+  i'  .  . .  h'-  //i^  ].     I  Qcf2«3H-iJ . .  .  c  s^c^»'], 
et  qu'il  en  est,  par  conséquent,  le  point  d'intersection;  donc  on  a 

Je  dis  que  celle  e\|>rcssioii  de  X  est  déduite  de  l'équation 
(C  3)  =  o  par  le  procédé  (\{nlcr\rf'lissenienl. 

Comme  on  a  [Q^»^]  =  o,  le  point  Q  est  situé  sur  la  droite 
fixe  g,  et  comme  le  point  (^  est  variable,  il  décrira  sur  la  droite  i* 
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une  série  de  points.  Dans  ce  cas,  le  produit  extérieur 

[Qa^««.-»-i)...a<«>a(»J] 

représente  un  faisceau  de  plans  qui  est  homographique  de  la 
série  de  points  décrite  par  Q.  L'axe  de  ce  faisceau  est  la  droite  a^^K 
De  même  les  produits  extérieurs 

représentent  des  faisceaux  de  plans,  homographiques  de  la  môme 
série  de  points  et  passant  par  les  axes  b^^\  c^^K  Donc  ces  trois 
faisceaux,  homographiques  de  la  même  série  de  points,  sont  ho- 
mographiques entre  eux  et  leur  point  d'intersection  X  décrit  la 
cubique  gauche  C^s). 

A  ce  résultat  connu,  appartenant  à  la  Géométrie  synthétique, 
correspond,  en  Géométrie  analytique,  la  représentation  des  coor- 
données X|  au  moyen  de  paramètres.  En  effet,  comme  le  point 
variable  Q  est  situé  sur  la  droite  fixe  g^  on  peut  poser 

où  ^,,  ^2  sont  deux  paramètres  variables  et  où  G^*\  G^^^  désignent 
deux  points  fixes,  situés  sur  g.  Si  Ton  met  cette  expression  dans 
le  produit  extérieur 

[Qa(2«.-»-i)...  a^2) «(!)], 
on  obtiendra 

c'est-à-dire  on  aura  une  forme  homogène  et  linéaire  par  rapport 
aux  paramètres  4^,,  s^^.  Par  conséquent,  l'expression 

sera  homogène  et  du  troisième  ordre  par  rapport  à  ^«  et  ^2.  Donc 
on  obtient,  en  égalant  dans  les  deux  membres  de  cette  expression 
les  coefficients  des  E^'^,  les  valeurs  des  coordonnées  X/  comme 
fonctions  homogènes  du  Iroisième  ordre  par  rapport  aux  para- 
mètres .«^,,  .«^2- 

22.   Passons  maintenant  à  l'élude  de  l'expression 
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se  décompose  en  les  trois  expressions 

5(»J  =  [X^<»'6<«'  ...  Af»".*^»»  Xc<i>c<«»  ...  cî««.+»»^]=o, 
^t*^  =  [Xc<«J  cfï'  . . .  c<««i-»-»'  Xaf»Ja(«>.. .  a(«»t-Hi)^]  =  q, 
,»)<«  =  [Xat»>aî«) . . .  rt'*«.^-i>     Xôï'>ô'«> . . .  6t«».+»^^]  =  G, 

dont  deux  entraînent  la  troisième.  Comme  5^''  =  ^i  5^^^  " 
1^(3)  _—  Q^  représentent  trois  quadriques  réglées  qui  possèd 
deux  à  deux  une  génératrice  commune,  savoir  5^^^S^*^î  S''^>£ 
^(1)^  ij(i)  respectivement  la  génératrice  a^'^  ;  6^'^  ;  d'^  l'exprcsfl 
C^3)  =  o  représente  une  cubique  gauche. 

Désignons  par  Q  le  point  d'intersection  des  trois  plans  : 

[Xrtt»'rt<«\..at*'»«-»-«>], 

[Xc'»^r<ï)  ...c<««3-^«>]. 

Alors  l'expression  C(3)  =  o  prend  la  forme 

[Q^]  =  o. 
D'ailleurs  on  a 

[.Xa«»>aî«)...a<««.+>^Q]  =  o, 

[X6'«>6'»'...  6'î'».+î>Q]=o, 

[Xc<»Jcf«'...c<««.+«>Q]  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  l'on  peut  en  déduire  les  éqnalit 

qui  proviennent  des  dernières  si  l'on  y  intervertit  l'onl' 
ments  renfermés.  Ces  équations  expriment  que  le  poini 
sur  les  trois  plans 

et  qu'il  en  est,  par  conséquent,  le  point  d'intersr. 

Je  dis   que  cette  cx|)ression   de  X  est  d«' 
Cn)  =  o  par  le  [)r()cédé  iï intense rtissemen i 

Comme   on   a    [Qx,'']  =  o,    le  point  Q   « 
fixe  g,  et  comme  le  point  Q  est  variable,  ï 
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Par  conséquent  l'expression  f^ij  prend  la  forme 
[DKjiOL-hDXL:iaL*     OÏL,  ?  h- OlT^aP*     OÎLjY -4- 3K.3Ï*     Ol^iS -+-01^8*]. 
On  en  déduit 

C(V)  =  mo OÏL} 2(\L\  -+-  DXi ,  OIV, OÎL3 (nii  OÏL,  -h  m, OHi )  -+-  OU  J  C(j,  =  o, 

IHo,  nt,,  nt2  étant  des  constantes  égales  respectivement  aux  valeurs 

et  C(2)  étant  une  forme  homogène  du  deuxième  ordre  par  rapport 
aux  paramètres  OTt^,  OTI2,  OTI3. 

Admettons  maintenant  que  les  paramètres  01i«,  DIV2,  OIL3  soient 
les  coordonnées  homogènes  d'un  point  OU,  qui  se  meut  dans  un 
plan  quelconque.  Alors  l'expression  f^^j  =  o  représentera  une 
courbe  plane  du  quatrième  ordre,  décrite  par  le  point  OÏL,  et 
douée  des  deux  points  doubles  OÏL,  =0,  0H3  =  o;  0ri2=Ot 
OIL3  =  o.  Par  conséquent  la  courbe  plane  f(4)  aura  le  genre  1  et  les 
coordonnées  OÏL,,  OIL2,  OIL3  pourront  être  exprimées  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques.  Il  résulte  de  là  que  par  les  mêmes  fonctions 
on  pourra  exprimer  x,  X  et  conséquemment  aussi  les  coordonnées 
X/  de  la  courbe  gauche  C(4).  Donc  cette  courbe  gauche  aura  elle- 
même  le  genre  i . 

23.  Pour  étendre  les  considérations  que  je  viens  d'appliquer 
dans  les  deux  articles  précédents  et  pour  établir  un  théorème  gé- 
néral, relatif  aux  courbes  gauches,  je  rappelle  les  notions  des 
systèmes  élémentaires  de  première  et  de  seconde  espèce  que  l'on 
emploie  en  Géométrie  synthétique. 

Soient  P,  />,  7:  un  point,  une  droite  et  un  plan,  tout  à  fait  varia- 
bles dans  l'espace,  et  A,  a.  a  un  point,  une  droite  et  un  plan  fixes. 
Alors  : 

I**  [P«]  représente  tous  les  plans  passant  parla  droite  a; 

2®  [lîa]  représente  tous  les  points  situés  sur  la  droite  a; 

3**  [Paa]  représente  toutes  les  droites  du  plan  a  qui  passent  par 
le  point  [r/a]; 

4"*  [TiaA]  représente  toutes  les  droites  du  plan  [aA]  qui  pas- 
sent par  le  point  A. 

Ces  systèmes  sont  appelés  systèmes  élémentaires  de  première 
.  De  plus  : 


?28  PREMIÈRE  PARTIE. 

5**  [/?A]  représente  tous  les  plans  passant  par  le  point  A; 
6"  [p^]  représente  tous  les  points  situés  dans  le  plan  a; 
7"*  [ira]  représente  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  a; 
8**  [PA]  représente  toutes  les  droites  passant  par  le  point  A. 
Ce  sont  les  systèmes  élémentaires  de  seconde  espèce. 
Ceci  rappelé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Par  le  procédé  d' intervertissement  on  peut  déduire  d'un 
produit  extérieur  représentant  une  courbe  gauche  les  ex- 
pressions de  ses  coordonnées  au  moyen  de  paramètres.  Si  par 
V intervertissoment  un  seul  système  élémentaire  de  première 
espèce  est  introduit,  les  coordonnées  sont  exprimées  par  des 
fonctions  entières  et  homogènes  de  deux  paramètres.  Dans  ce 
cas,  la  courbe  gauche  est  unicursale  ou  de  genre  o.  Si,  au  con- 
traire, par  V intervertissement ,\deux  systèmes  élémentaires  de 
première  espèce  ou  un  système  élémentaire  de  seconde  espèce 
sont  introduits,  on  obtient  une  équation  homogène  entre  trois 
paramètres,  qui  peut  être  envisagée  comme  Inéquation  d'une 
courbe  plane.  Le  genre  de  cette  courbe  plane  est  aussi  celui 
de  la  courbe  gauche.  Les  expressions  des  coordonnées  de  la 
courbe  plane  au  moyen  des  fonctions  transcendantes  étant 
connues,  les  formules,  fournies  par  V interK>ertissement,  don-- 
ncnt  les  coordonnées  de  la  courbe  gauche,  exprimées  au 
moyen  des  mêmes  fonctions  transcendantes. 

Dans  une  autre  occasion  je  communiquerai  des  applications  de 
ce  théorème. 

ITl. 

GKNÉRAUSVTIONS.  PRODl  ITS  EXTÉRIEURS  ET  LES  DÉTERMINANTS.  COMPLÉMENT. 
FORMULES  GÉNÉRALES.  LEUR  INTERPRÉTATION  AU  MOYEN  DE  LA  GÉOMÉTRIE 
A  N  DIMENSIONS.  PRODUITS  INTÉRIEURS  ET  LEURS  APPLICATIONS  AUX  RELA- 
TIONS  MÉTRIQUES.    REMARQUES   FINALES. 

21-.  Pour  généraliser,  d'abord  en  sens  purement  alf^ébrique,  les 
notions  et  los  résultats,  obtenus  dans  les  deux  premières  Parties 
de  ce  Mémoire,  je  remplace  les  expressions  E^'^  E^^^,  E^'',  E^*^ 
par  les  quantités 


.(I)  ^.'2)  />(«! 


\j  •  •     •     • 


En  Algèbre,  je  ne  donne  à  ces  quantités  aucune  inU 
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s  introduis  comme  un  instrument  de  calcul,  comme  une  sorte 
;lef  algébrique.  Pour  avoir  une  dénomination  pour  les  e^'\ 
. . .,  e^"^,  je  les  appelle  d'unités,  et  je  dis  que  les  expressions 

dérii'ées  des  unités  e^^\  e^-\  .. .,  e^"^  au  moyen  des  coeffi^ 
ts  af,{]'  =  \,  2,  ...,  /?). 

sla  établi,  je  forme,  conformément  aux  développements  de 
icle2,  les  produits  a^'^ï^^);  a^^)  a''^)  a^^^  \  ...  a^*^^^^).  _^(r). 
'emplace  les  produits  e^'»^  e^'t^  ;  e^'«^^^'V  eM*-  ;  . . .  e^'i^e^'V . .  .e^'V) 
«j,  ...,  fV=ï)  2,  ...,  n)  par  les  expressions  [e^'i^e^'V]- 
>gU«)g(i,)];  ...,  [(?f'Je''V' . .  .e^'r)]  et  je  soumets  ces  expressions 
conditions  de  changer  de  signe  si  Ton  y  échange  deux  unités 
e  s'évanouir,  par  conséquent,  si  deux  unités  renfermées  sont 
les.  Enfin  j'ajoute  lacondition  (jue  l'expression  [e^^^e^^i , ,  .p^"^], 
renferme  les  unités  rangées  dans  l'ordre  naturel,  est  égale 
1. 

>nformément    à    la    notation    et   aux    dénominations,    intro- 

^  dans   les   articles    2,   0  et  8,   je  désigne    par  [a^'^a^*^], 

•f»)ût(3)jj  ...,  [<2^''«^-  .  .  .rt^'^  ]  les  expressions  qui  provien- 

Darle  procédé  exposé,  des  produits  a^^hi'\  «f'^a^'^a^'*',  ..., 

.  •  •a^'"'  \  je  les  appelle  produits  extérieurs  et  je  nomme  le 

>ar  lequel  les  produits  extérieurs  sont  formés  multiplient 

térieure. 

•ireconnaîlaiséinenlquelcproduitextérieur[a^'^rt^2^  ...a^"'] 

«'ment  le  déterminant  |  a^j^  |  (/, y  =  1 ,  2,  .  .  . ,  /i);  on  re- 

eplus  que  le  produit  extérieur  [a^'^a^*'. .  .a^''^],  où  r  •<  /j, 

mmecoeflicienls  des  produits  extérieurs  [e^'Ve^'*^...^^'''^^] 

?^  C  »  '<  >  'jî  ...,/,.=  1 ,  2,  . . . ,  n)  les  mineurs  d'ordre  /*. 

quent  le  produit  extérieur  [«^'^a^^^. .  .a^'*^]  est  dérivé 

ni  n  —  \). .  .{n  —  /'  -4-  i  ) 

n,.  =z  -^ 

\ ,'}..,.  r 

vtérieurs  [^^'«^f* '^^.  .  .<' '"^j  de  la  même  façon  que 
<ri^'^  est  dérivée  des  n  unités  e^''...e^"^  Pour  cette 
filerai  les  produits  extérieurs  [e^''^e^'*^. .  .e^''^]  d'unités 
mension.  D'après  celle  définition,  les  c^^\e^'^ e^"^ 


>.3o  PREMIÈRE   PARTIE. 

sont  les  unilés  de  la  première  dimension  et  + 1  et  —  i  sont  les 
unités  de  la  n^^'"*^  dimension. 
Donc  on  a  : 

Si,  au  moyen  des  coefficients  a^j^  {i^j  ^=z\j  ^^  . .  • ,  n),  les  ex- 
pressions 

sont  dérii'ées  des  n  unités  de  la  première  dimension  e^^\  e^^',  . . . , 
e^"\  le  produit  extérieur  [a^^^a^-^ . . .  a^'"'],  où  r  <C  «,  sera  dé- 
rii'é  des  Ur  unités  de  la  H*'"*^  dimension^  et  les  coefficients  se- 
ront les  Ur  mineurs  fornuKs  des  coefficients  a^ , 

Le  produit  extérieur  [a^'^«^*^ .  .  .a^"']  est  le  déterminant 
I  «y'  I  (/,  y  =  I ,  :>.,  . ,  , ,  n)  d\)rdre  n. 

Le  produit  extérieur  [a^'^a^*'. .  .a^^^],  oii  y  >  n,  est  éf^al  à 
zéro. 

Ce  dernier  résultat  découle  de  la  remarque  que  les  unités  de  la 
yième  dimension,  si  q^n^  sVvanouissent  sans  exception,  parce 
qu'elles  doivent  renfermer  des  unités  égales  de  la  première  di- 
mension. 

2(5.  Le  théorème  précédent  met  en  évidence  que  les  produits 
extérieurs  [«^'^a^-' .  .  .^^''^]  (r^n)  changent  de  signe,  si  Ton  v 
(H'hani;e  deu\  expressions  n'^  ,  a^^^  et  qu'ils  s'évanouissent  par 
conséquent  si  deux  expressions  rcînfermées  deviennenl  égales.  On 
tirede  cetle  proposilion  la  couse  c|uencc  plus  gt'nérale  qu'un  produit 
extérieur  quelconque  s'é'vanouil  s'il  y  a  une  relation  linéaire  onlrc^ 
les   expressions    rcnferniées,  et    rire  versa.  Or  on   a,   d'après  le 

théorème  pr(''c«'Hlent, 

[a  >^  2  ...r/'«+»'|  —  o; 

par  conséquent,  on  aura  entre  les // 4- 1  ex])ressions  </^'- ,  a''\  ..., 
^^(//+i}  y^Y^Q  relation  linéaire 

dont  je  vais  dcHerminer  les  coellicicnts  J",„. 

Par  multiplication  extérieure  on  tire  de  la  dernière  formule 

OU 

£^\(i  »'a'-  .  ..^/^"- I  -f-  (-  I)"-  '  f„4  i|^/'^'  ...(('<  a'"  •']=(). 


(a6) 
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ou 

Il  résulte  de  là  que  les  coefficients  S ^  et  S n^\  sont  proportion- 
nels respectivement  aux  produits  extérieurs 

et  l'on  trouve  de  même  que  le  coefficient -^^  est  proportionnel  au 
produit  extérieur 

(_  ,)m-i  [a^i'at») . . .  a^m-\) a^m+\) , . .  «(/i+i)]. 
Donc  on  a  la  relation  identique 

qui  représente  la  généralisation  de  la  formule  (8)  (n°  10). 

Les  développements  précédents  montrent  la  liaison  intime  qui 
existe  entre  les  produits  extérieurs  et  les  déterminants.  En  effet, 
on  peut  établir,  au  moyen  des  notions  déjà  expliquées  et  de  celles 
que  je  donnerai  encore,  une  théorie  des  déterminants  qui  me  pa- 
raît bien  remarquable  par  sa  simplicité.  Elle  est  due  à  Cauchy  (*) 
et  à  M.  Grassmann  (2)  et  Ton  en  trouve  une  exposition  élégante 
dans  les  Ouvrages  importants  de  M.  Schlegel  (  -^  )  et  de  M.  Scott  (*). 

27.  Soient  C  une  unité  quelconque  de  la  dimension  /•  <!  /i  et  C' 
Tunité  de  la  dimension  n  —  r  qui  renferme  les  unités  de  la  pre- 
mière dimension  qui  n'entrent  pas  dans  C,  Je  suppose  d'ailleurs 
que  les  unités  e^^\  e^'^\  . . .,  e^"^,  renfermées  dans  ^',  soient  ran- 
gées dans  un  tel  ordre  que  \^^^\  =  +  i .  Alors  j'appelle  C^  le  com- 
plément de  C  et  je  désigne  le  complément  de  C  par  |  <C,  c'esl-à-dirc 
par  un  trait  vertical,  posé  devant  C, 


(*)  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique^  t.  IV,  p.  374. 
{*)  Die  Ausdehnungslehre.  Berlin,  18G2.  Articles  02,  03,  13i,  173-187. 
(')  System  der  Raumlehre.  Leipzig,  1872,  t.  II,  p.  129. 

{*)  A  Treatise  on  the  theory  of  déterminants  and  their  applications  in  Ana- 
lysis  and  Geometry,  Cambridge,  1880. 

f'oir  aussi  les  deux  Mémoires  (juc  j'ai  publics  au  Journal  de  M.  Kronecker, 

t.  xcn  et  XCV. 
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D\iprô>  celle  délînilion  on  a 


l 


/       ' 


I  I 

.  I 


»       

.'.   !  4  1^  tJo>ii  jaaiogue  on  pourrail  établir  les  compléments  des 
j  f.LH^  i\ttt«?  •liïueQ>ioQ  quelconque. 


iv   SM.'co>on<,  pour  uo  inslanU  que  n  soil  égal  à  4  et  posons 

1-  fc      ..'•=£**.  Alors,  en  comparant  les  formules  (F), 

■',    .     !'î      j^^r^:  k>  formules  ilutll»,  (III)  du  n**  9,  on   obtient 


r.  '      t     1  : 


V  ■»■ 


■  Ij 


-    .   . -'   •    ^re  formule,  rj^al  à  E*   ol 
^       •    .:     lll'    au  n''0,  savoir 


-    ï     E  •  E-"  E/JfE^'li^'], 


i 
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peuvent  être  représentées  sous  la  forme  commune 

(Vil)  [CC    CC**]  =  [CC*C*'']C, 

étant  dans  la  première  formule 

c  =  [E^i^m^],      c*=Fj'»\      i:**=E</', 

et  dans  la  deuxième  formule 

C  =  E('«\        iC*=  E(/^        C**=  [E('^E(*J]. 

J^admets  dès  à  présent  que  les  formules  (VI)  et  (VII)  soient  gé- 
néralisées pour  n  unités;  ou  : 

Etant  Cj  C*,  C**  trois  unités  de  telles  dimensions  que  la  somme 
de  leurs  dimensions  est  égale  à  /i,  j^ introduis  les  définitions: 

(VI)  \[CC*]^[\C    \C*] 
et 

(VII)  [CC/    CC^*]  =  \CC*C**]C, 

En  changeant  <^  et  i**,  la  formule  (VII)  devient 

et,  en  y  changeant  Tordre  de  C  et  ê'*,  on  obtient 

(VII,)  [cc  c*c**]  =  [cc*<î:**]c*. 

Nous  avons  supposé  que  la  somme  des  dimensions  des  unités  C^ 
C* ^  C**  soit  égale  à  n;  supposons  d'ailleurs,  pour  un  instant,  que 
les  unités  C,  C*,  C**  ne  renferment  que  des  unités  différentes 
de  la  première  dimension  et  rangées  dans  un  tel  ordre  que 
[ce* C**^^=  -\-  I.  Alors  on  aura,  d'après  la  définition  du  complé- 
ment, 

1  C  =  [C*C**] 

et,  par  conséquent,  la  formule  (Vlli)  prendra  la  forme 

(IV)  [CC''      \C]  =  C\ 

Dans  cette  formule,  qui  représente  la  généralisation  de  la  for- 
mule (IV*)  (n**  9),  C  et  C*  sont  des  unités  de  telles  dimensions, 
que  la  somme  de  leurs  dimensions  reste  plus  petite  que  /?. 

Bail,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XIII.  (Septembre  1889.)        19 
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39.  Soit 

éW  =  *i«e<»  +  6i«ei«  +. .  ,^-  jw«t«  j  *^'  *      '■*>■■••  ~'> 

et  remplaçoDS,  dans  ces  expressions,  les  et",  . . . ,  et*>  par  les 
compléments  |  «<*',  . . . ,  j  e'",  sans  changer  lea  Taleors  des  coeffi- 
cients. 

Je  déiîgae  par  |  a<''  et  |  b^f>  les  expressions  qui  proriennent  de 
cette  manière  des  expressions  a'^'  et  fr''',  et  je  nomme  les  expres- 
sions 

I  al*' «  oV' I  «'*' ^- aV"  I  «"•+-...+ «if  '  I  «<"', 
I  fil»)  =  fiV"  I  «'"  +■  *»"  I  e'**  -»-•  •  •-•-  *i?'  I  «'"■ 
tes  eompUmentt  de  o"'  e(  ¥iK 

D'apris  les  fonnutes  (F),  on  a 
(Vni)       [«mieW]»!,      [«"' I  «"']  =  o.      (tV*;  »,*  =  i,a.. ..,»>, 
et,  par  consiqaent,  on  obtient 
(97)  [flii-i  I  fil*']  =ay"fi',«'  +  a!fifii»i+...-«-aif'Alf>. 

30.  La  formule  (IV)  donne  naissance  à  beaucoup  de  s^rslèmes 
de  relations  dont  je  vais  établir  quelques-unes. 

Égalons  C  i  e'",  ■■•>  e""  et  C*  successivement  anx  anïtés  de  la 
première,  de  la  deuxième,  ...,  de  la  r*^"*  dimensioo.  Alors  oo 
trouve 


{■>») 


[allia*  |6(ui  = 


[ad'  I  éii'Jo'»' 
-[«*|fi<"]ai", 

[a""  I  éiii][a(i)aU)] 
.-[a«'|*<i'][a'"o<"] 
)-[a'"  I  i"'][(ii"ai»'], 


|,."'|*"'|K«o*...aM] 

, .  a"- 

.(_,)i-.|„«>|».u][aiU„OJ. 

..<."] 

l)'Ét|tH^!>  Ih  r^iniHilc  (VI),  on  obtient  aisément 
(III  II "»'... "»'l"ll<""Moi«...  In" 
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el  à  Taide  de  cette  égalité  on  déduit  de  la  formule  (28) 

De  même,  on  tire  de  la  formule  (29) 

-h  [«(3)  I  6(»>][a(iJat»)  I  ^(1)], 
et,  au  moyen  de  la  formule  (28),  on  a 

(33*)       {  -f-  [a(«^  I  6(î)]  j  [a<»)  |  b^^)]a^^^  —  [a<»  |  6(«']a<'>  j 

ou 

(33) 


( 


[a(i»a(«^  I  6(»>6«)]a(»'. 


En   tenant  compte   de   la   formule  (3i),   on    tire    de  la  for- 
mule (33*) 

D'une  façon  tout  à  fait  analogue,  on  obtient  la  formule  générale 


(3a)      la^^^a<^K..a^r)  |  6tt)^(»)...6(r)]  = 


[a^'-J  I  6'»^]       [a^r)  I  ^(1)] 


[a'-'  1  6<'-J] 


où  r  est  plus  petit  ou  égal  à  n.  Même,  si  r  est  plus  grand  que  /i, 
la  relation  (32)  existe  encore,  mais,  dans  ce  cas,  le  premier  membre 
s'évanouit. 

31 .  La  formule  (32)  représente,  sous  une  forme  très  simple,  le 
théorème  le  plus  général  relatif  à  la  multiplication  des  détermi- 
nants. 

J'ai  déduit  cette  formule  de  la  définition  (IV),  tirée  elle-même 
de  la  définition  (VII),   pour  prouver  qu'elles  conduisent,  d'une 


236  PREMIÈRE  PARTIE. 

part,  à  des  relations  connues.  D^autre  part,  ces  définitions  ont 
fourni  les  formules  (28),  (29)  et  (33),  qui  représentent  les  gé- 
néralisations des  formules  (6),  (i3)  et  (y).  Pour  montrer  ce  ré- 
sultat, j'admets  n  =  4,  et  je  fais  d'abord 

ct»^  =  E(i^     ...,     c{*'  =  Ef*^ 

Alors  on  peut  poser 

et  Ton  voit  que  la  formule  (28)  se  change  en  la  formule  (6). 
Si  l'on  pose 

«(»>  =  P,         «(«  =  Q,         a(8>  =  R  ;  |  b^^^  ==  et, 

la  formule  (29)  prend  la  forme 

[PQR     al  =  [Pa][QR]  +  [Qa][RP]4-[Ra][PQ] 

ou,  en  tenant  compte  des  identités, 

[PQR     aj=-[a     PQR],         [P«]=-laP],         ...; 

on  obtient  la  formule  (i3) 

[a    PQR]  =  [aP][QR]  +  [aQJ[RP]  +  [aR]lPQ]. 

Comme  b^*^  et  b^^^  représentent,  sous  les  conditions  introduites, 
deux  points,  le  produit  extérieur  [6^*^6^2)j  qi  sqq  complément 
I  [6f*J6<2)j  représentent  des  droites.  Par  conséquent,  on  peut  poser 

I  [^»(»)6^»']  =  [AP] 
et,  en  posant  de  plus 

la  formule  (33)  devient 

[BCD    AP]  =  [GDAPJB  -h  [DBAPJG  -h  [BGAPJD. 

On  en  déduit,  comme  on  a,  d'après  la  formule  (VII), 

[BCD     APJ  =  [AP     BGD], 
a  formule  (7) 

[AP     BGD]  =  [APGD]B  -i-[APDB]G  -+-  [APBGJD. 
D'une  façon  analogue,  en  posant 
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on  tire  des  formules  (28),  (29)  et  (3v3)  les  formules  (10),  (9) 
et  (i i). 

32.  Les  considérations  précédentes  conduisent  à  une  des  inter- 
prétations que  l'on  peut  donner  aux  quantités  a^'^  à  leurs  produits 
extérieurs  et  aux  unités  e^*^,  ...,  e^^^  savoir  à  l'interprétation 
attachée  à  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

En  Géométrie  de  l'espace  ordinaire  (/i  =  4),  j'ai  appelé  élé- 
ments de  la  première,  delà  deuxième  et  de  la  troisième  dimension 
les  points,  les  droites  et  les  plans.  Si  Ton  appelle,  d'une  façon 
analogue,  éléments  les  êtres  géométriques  qui  correspondent, 
dans  l'espace  à  n  dimensions,  aux  points,  aux  droites  et  aux  plans 
de  l'espace  ordinaire,  on  reconnaît  qu'il  y  a,  dans  l'espace  à 
n  dimensions,  des  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  ..., 
de  la  (n  —  lyème  dimension. 

En  désignant  par  a^j^  (^j z=z\^'i^  . . .,  /i)  les  coordonnées  homo- 
gènes des  éléments  de  la  première  dimension  a^'\  les  coordonnées 
homogènes  des  éléments  de  la  deuxième,  ...,  de  la  (/i  —  iy«rae  jj_ 
mension  seront  représentées  par  les  mineurs  de  deuxième,  ...,  de 
{n  —  iy«^»n«  ordre,  formés  des  termes  dp.  Par  conséquent,  les 
éléments  dans  l'espace  à  n  dimensions  seront  représentés  par  les 
expressions  a^'\  [«^'t^a^'*^],  . . .,  [a^'i^a^'»^ . .  .  a^'«-«^]  en  ce  sens  que 
les  coefficients  des  e^^\  . . .,  e^"^  et  de  leurs  produits  extérieurs  en 
fournissent  les  coordonnées  homogènes.  Si  l'on  égale  les  coefficients 
a^j^  à  H- 1  et  les  autres  coefficients  a^p  (yiy'^= '?  2, ...,  ^^y  T^y') 
à  zéro,  on  obtient 

Conformément  aux  développements  du  n"  6,  on  en  conclut  que 
les  unités  e^^\  . . .,  e^"^  peuvent  être  envisagées  comme  des  élé- 
ments particuliers  de  la  première  dimension  qui  forment,  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  un  n-ièdre.  En  le  choisissant  comme 
H'ièdre  de  référence,  les  éléments  se  représentent  comme  fonc- 
tions linéaires  des  éléments  correspondants,  relatifs  à  ce  n-ièdre 
de  référence.  Les  coefficients  qui  entrent  dans  les  expressions  li- 
néaires sont  des  coordonnées  n-iédriques. 

33.  Quant  aux  éléments  composés  qui  proviennent  de  la  jonc- 
tion ou  de  l'interseclion  d'autres  éléments  originaux,  la  dimension 
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Il  composé  est  égale  à  la  somme  des  dioieDsions  de* 
I  Qiposanli^,  cette  somme  prise  suivant  le  module  n.  \ 

!ux  définitions 

I  lïi . . .  e<Ai  ]  «""+11 . , .  ei-"]  =  [f  11^(11 . . .  e"''e"'-^".  -  .«"-'l  (r^  n), 

C"  ties  unités  de  telles  dimensions  que  la  somme  dr 

S  d         sions  est  égale  à  n,  un  élément  cum]>osé  qui  provient, 

de  l'ii    -rsection,  soit  de  la  jonction  d'autres  élémenU  origi- 

,  peut  étrt'  I       Pt'senté  parles  u      ,és  avant  la  même  dimension 

élément  co...j)osé.  De  plus,  à     aide  des  dêGnitions  (Vil)  et 

un    élément  composé  de   la  dimension  r  s'exprime  par 

Lres  éléments  de  1»  dimension  /-,  eux-mêmes  convenablement 

composés  des  éléments  originaux. 

Par  l'xenqile,  l'élément  de  U  preniièi-e  dimension 

provient  de  l'intersection  de  l'élément  de  la  deuxième  dîmen- 
[«"'«'"]  et  de  l'élément  de  la  (n  — i}"""*  dimension  |  fc'" 
prime,  au  moven  de  la  formule  (at<),  par  les  deux  éléments  de 
la  pri'niii'-i'e  dirufniion  n"*  et  u''-". 

De  même,  l'élément  de  la  {;■  —  t)''"'  dimension 

(«<.'«<'>...«<-']  6"' 1. 
qui  provient  de  l'intersection  des  deux  éléments 
[a<"a^"...a'r>]     et       \b^", 

ayant  respectivement  les  dimensions  r  et  (n  —  i),  s'exprime,  au 
moyen  de  la  formule  (3o),  par  les  r  éléments  de  la  (r  —  iy*""=  di- 
mension 

3i.  Les  résultats  précédents  forment  la  généralisation  de  ceux 
que  j'ai  établis  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire.  D'une 
façon  analogue,  on  peut  généraliser  les  résultats  de  la  deuxième 
Partie. 

On  reconnaît  d'abord  que  le  produit  extérieur  de  la  dimension 
zéro 

[«'•'a'>'...a""|  =  o, 
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dans  lequel  a^'^,  . . . ,  a^"^  sont  dérivés  d'un  élément  variable  de  la 
^irme  dimension  (r  =  i,  si,  . . . ,  /i  —  i),  en  Géométrie  à  n  dimen- 
sions, fournit  les  êtres  géométriques  qui  deviennent  dans  les  cas 
/i  =  4i  '^  =  I  ou  3  les  surfaces  et  dans  le  cas  n  =  4?  r  =  2  les 
complexes  de  la  Géométrie  ordinaire.  On  en  déduit  ensuite  que  le 
produit  extérieur  de  la  dimension  n  —  3 

dans  lequel  a^^\  a^^\  •..,  a^''*"^).  ^(o  sq^^  dérivés  d'un  élément 
variable  de  la  r**"'-'  dimension,  fournit,  en  Géométrie  à  n  dimen- 
sions, les  êtres  géométriques  qui  deviennent  pour  les  mêmes  sup- 
positions, relatives  aux  nombres  n  et  r,  les  courbes  gauches,  les 
surfaces  développables  et  les  congruences  de  droites  de  la  Géo- 
métrie ordinaire.  Afin  de  ne  pas  franchir  les  limites  que  je  me  suis 
fixées  pour  ce  Mémoire,  je  me  borne  à  indiquer  les  résultats 
établis.  Dans  une  autre  occasion,  je  reviendrai  aux  recherches 
relatives  à  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

33.  En  terminant  ce  Mémoire,  je  reprends  les  formules 
(VIII)     [e^«  |c(')]  =  i,      [c("|«^*^]  =  o      (i,A:  =  i,2,...,Ai;     i9^k). 

Ces  formules  expriment  que  le  produit  extérieur  de  l'unité  e^'^ 
et  de  son  complément  |  e^'^  est  égal  à  +  1,  et  que  le  produit  exté- 
rieur de  e^'^  et  du  complément  d'une  unité  e^^\  différente  de  e^^\ 
s'évanouit. 

On  peut  donnera  ces  résultais  une  forme  plus  simple,  en  disant 
<|ue  les  formules  (VII)  définissent  un  nouveau  calcul,  nommé  par 
lA.  Grassmann  multiplication  intérieure. 

Ce  calcul  constitue  les  produits  intérieurs  qui  forment  la  gé- 
xiéralisation  des  produits  géométriques  (  '  )  dont  se  sont  déjà  servis 
^M.  Resal  et  Somoff  dans  leurs  recherches  cinématiques.  La 
multiplication  intérieure  fournit,  en  Géométrie  ordinaire,  la  dis- 
-*ince  de  deux  points,  la  projection  d'un  vecteur  sur  une  droite 
>u  un  plan,  le  cosinus  d'angle,  formé  par  deux  droites,  par  deux 
^iansou  par   une  droite  et  un   plan,  et  enfin  la  condition  delà 


C  •  )  Sous  le  môme  nom  M.  de  Saint-Venant  a  inlroduil  dans  une  Noie,  insérée 
■  ^L    Comptes  rendus  (t.  \\I,  p.  r»2n),  un  ras  partirulior  des  produits  extérieurs. 
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perpendicularité;  en  Géométrie  à  n  dimensions,  la  multiplication 
intérieure  donne  naissance  à  la  généralisation  de  ces  notions.  Il  ré- 
sulte de  là  que,  tandis  que  la  multiplication  extérieure  s'adapte  à  la 
Géométrie  de  position,  la  multiplication  intérieure  est  attachée 
à  la  Géométrie  métrique. 

36.  Les  combinaisons  que  la  multiplication  extérieure  et  la  mul- 
tiplication intérieure  forment  des  coordonnées  sont  précisément 
celles  dont  on  a  besoin  en  Géométrie  et  en  Mécanique.  En  adop- 
tant ces  deux  espèces  de  multiplication,  toutes  les  notions  de  la 
Géométrie  et  de  la  Mécanique  obtiennent  une  représentation  plus 
concise,  les  formules  se  simplifient  et  permettent  une  interpréta- 
tion immédiate.  La  différence  qui  existe  jusqu'à  présent  entre  les 
méthodes  de  Tintuition  et  du  calcul  disparaît  et  Ton  peut  profiter 
des  avantages  qui  résultent  de  l'une  et  de  l'autre.  Dès  lors,-  il  me 
semble  que  la  multiplication  extérieure  et  la  multiplication  inté- 
rieure méritent  l'attention  des  géomètres  et  la  réception  définitive 
en  Mathématiques. 

Quant  à  l'interprétation  des  unités,  elle  varie  suivant  le  domaine 
et  le  but  des  recherches  auxquelles  on  applique  les  produits  exté- 
rieurs et  les  produits  intérieurs.  Dans  le  présent  Mémoire,  j*aî 
établi  une  des  interprétations  que  l'on  peut  attacher  à  la  Géo- 
métrie; dans  un  prochain  Mémoire  j'établirai  une  deuxième 
interprétation  des  unités  e^^\  .  . .,  e^*^  qui  se  rattache  aussi  à  la 
Géométrie  et  tout  particulièrement  à  la  Mécanique.  On  verra,  je 
l'espère,  que  la  notion  de  produit  extérieur  qui  a  établi,  dans  ce 
Mémoire,  le  lien  entre  la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie 
analytique  forme  de  même  le  lien  entre  les  deux  branches  cor- 
respondantes de  la  Mécanique. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

G.  DARBOUX.  —  Leçons  sur  lv  thkorib  ukxkrale  des  suRFACESt  et  les 
APPLICATIONS  géométriques  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL.  —  Dcuxiome  Partie. 
I  volume  gr.  iii-8°.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils;  1889. 

Le  second  Volume  du  Traité  de  M.  Darboux  est  divisé  en  deux 
Livres,  le  IV*"  et  le  V*  de  l'Ouvrage. 

Le  Livre  IV  a  pour  titre  :  Les  congru ences  et  les  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles;  le  Livre  V  traite  des  lignes 
tracées  sur  les  surfaces, 

1.  On  trouvera  dans  le  Livre  IV  le  développement  de  plusieurs 
idées  fécondes  dont  le  premier  Volume  déjà  laissait  entrevoir  Je 
germe  :  l'application  à  la  Géométrie  des  équations  dilTérentielles 
partielles  du  type  de  La  place 

ô^z  f)z        ,  âz 

-\-  a- \-  o \-  cz  =  o. 


ôx  ôy  dx  dy 

On  doit,  comme  Ton  sait,  à  Laplace,  un  mode  de  transforma- 
lion  de  ces  équations  les  unes  dans  les  autres  qui  consiste  à 
prendre  pour  nouvelle  fonction,  soit  l'expression 

Zi  —   -7 —   -f-  (l  z 

soit  la  suivante 

_  '^-       / 
z.-\  —  -- —  -f-  nz. 

dx 

En  réitérant  Tune  et  l'autre  de  ces  transformations,  on  engendre 
une  suite  d'équations  illimitée  dans  les  deux  sens,  dite  suite  de 
JLaplace,  dont  fait  partie  Téquation  proposée.  L'intégration  d'une 
seule  équation  de  la  suite  entraîne  celle  de  toutes  les  autres. 

Dans  un  premier  Chapitre,  consacré  à  d'intéressantes  généralités 
sur  les  congruences  de  lignes  et,  en  particulier,  de  lignes  droites, 
M.  Darboux  montre  comment  des  considérations  purement  géomé- 
triques conduisent  naturellement  à  la  transformation  de  Laplace. 
Les  attaches  géométriques  de  cette  remarquable  transformation  se 
trouvent  dès  lors  nettement  posées,  et  Ton  peut  déjà  pressentir  le 
rôle  considérable  auquel  elle  est  appelée. 

iiull.  des  Sciences  mathem.,  ■.>'  série,  t.  XIIL  (Octobre  1889.)  ïo 
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perpeadicularité;  en  Géométrie  à  n  dimeniionB,  la  muIdpliutîoD 
intérieure  donne  naissance  à  la  généralÎBatîon  de  ces  notions.  Il  ré- 
sulte de  là  que,  tandis  que  la  multiplication  extérieure  s'adaptp  è  If 
Géométrie  de  position,  la  multiplication  intërieuM>  e^I  ati3ch<-(^ 
à  la  Géométrie  métrique. 

36.  Les  combioaisoDs  que  la  multiplication  extérieure  eL  la  mul- 
tiplication intérieure  forment  des  coordonnées  sotil  précisémenl 
celles  dont  on  a  besoin  en  Géométrie  et  en  Mécanique.  £n  adop- 
tant ces  deux  espèces  de  multiplication,  toutes  let;  notions  delà 
Géométrie  et  de  la  Mécanique  obtiennent  une  représeolation  plui 
concise,  les  formules  se  simplifîent  et  permettent  nnc  inlcrpréU' 
tion  immédiate.  La  difTéreoce  qui  existe  jusqu'à  présent  entre  les 
méthodes  de  l'intuition  et  du  calcul  disparaît  et  l'on  ptruL  proGUf 
des  avantages  qui  résultent  de  l'une  et  de  l'autre.  Dès  lors,  il  tat 
semble  que  la  multiplication  extérieure  et  la  mnlti^ilicalioa  inlé- 
rieure  méritent  l'attention  des  géomètres  et  la  réception  di^ùaiûst 
en  Mathématiques.  ^H 

Quant  à  l'interprétation  des  unités,  elle  varie  soivjint  le  domiîi^H 
et  le  but  des  recherches  auxquelles  on  applique  les  produit»  ^*^^| 
rieurs  et  les  produits  intérieurs.  Dans  le  présent  MritiojV*'.  j^^| 
établi  une  des  interprétations  que  l'on  peut  attacher  à  l:i  '"*^H 
mtHrie;    dans   un   prochain    Mémoire  j'établirai   une  denxiiV 
interprélalion  des  unités  e<",  . . .,  e^*'  qui  se  rattache  aussi 
Géométrie  el  tout  particulièrement  à  la  Mécanique.  On  ven 
l'espère,  que  la  notion   de  produit  extérieur  qui  a  établi,  il 
Mémoire,  le  lien  entre  la  Géométrie  synthétique  et  la  G'- 
analytique  forme  de  même  le  lien  entre  les  deux  hram 
respondanlcs  de  la  Mécanique. 


liai)  capi- 
'c-iicontré 


■oipe  le  Cliapîlre  V; 
btions  d'ordre  impair 
Ireutrenl  loutes  dans 


li^tîcalîon  de  la  Iransforma- 
:  autre  dans  ud 
Jré  dans  les  Mémoires  de 
Ictle  nouvelle  iin^lhode  est 
m  le  au  cas 


f  tt  homogène  par  rapport  à  la 
n  X  el ,}',  dont  les  coefli- 
.  Od  pcul  trouver  une  oxpres- 
!  qiie, 


|ître  aualofïue  eii    , 
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quelles  que  soient  les  fonctions  :;  et  w,  on  ait  l'identité 

où  M,  N  sont  des  fonctions  de  .r,  y,  de  5,  u  et  des  dérivées  par- 
tielles de  z  et  de  u. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de 

-?/    .         à^  z  àz        ,  ()z 

Ox  Oy  ox  Oy 


on  a 


,^,  ô^u  du        ,  du       /         ()a        db\ 

_  _  ï  /    àz  âu\  Mi  i  /    àz  du  \ 

M  =  auz  -i —  lu- s  ~   ))  n  =  Ouz  -\ —  lu- z--  ]- 

2  \    o|/  oy  /  'i\    ox  ox  I 

Les  équations 

sont  dites  adjointes  Tune  de  Tautrc.  Riemann  était  parvenu  à  cette 
conclusion  que,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  ^(:j)  =  o,  il 
suffit  de  trouver  une  solution  de  l'équation  (j'(w)  =  o  vérifiant 
certaines  conditions  simples  faciles  à  remplir.  M.  Darboux  a  pré- 
cisé le  résultat  de  Riemann  en  montrant  que,  pour  intégrer  l'équa- 
tion ,^(;;):=:o,  il  suffit  de  trouver  une  fonction  parfaitement  dé- 
terminée u(x^y,  ^OîJ>^o)  ^}^h  ^^  ^^^^  <1"^  fonction  de  x^y  vérifie 
Téqualion  (j'(f/)=:o,  et,  en  tant  que  fonction  de  .ro,  J'o,  vérifie 
l'équation  proposée  elle-même.  La  fonction  i/{.T^y^XQ^yo)îo\ie 
un  rôle  en  quelque  sorte  symétrique  par  rapport  aux  deux  équa- 
tions J  =  o,  (j  =  o,  et  fournit  tout  aussi  bien  Tintégrale  générale 
de  (J{u)  =  o  que  celle  de  ^{z)  =  o;  de  la  sorte,  l'intégration  de 
ces  deux  équations  se  trouve  être  un  seul  et  même  problème. 

3.  L'application  la  plus  remarquable  et  la  plus  simple  de  ces  di- 
verses méthodes  se  rencontre  dans  l'équation  d'Kulor  et  de  Poisson 

à-z    _       [i'_  dz    ^       ^        ôz  _ 
Ox  Oy        X  —  y  O.r        x  —  y  Oy 

qui  se  présente  fréquemment  dans  diverses  questions  d'Analyse 
et  de  Géométrie,  et  dont  les  attaches  avec  la  fonction  h^pergéo- 
métriquc  sont  bien  connues.  M.  Darboux  consacre  un  Chapifro 
entier  à  cette  équation,  sur  laquelle  il  revient  trailleurs  ensuite  à 
diverses  reprises. 
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4.  Parmi  les  équations  du  type  de  Laplace,  une  des  classes  les  plus 
étudiées,  qui  a  été  l'objet  du  travail  déjà  cité  de  M.  Moutard,  c'est 
celle  des  équations  dont  les  invariants  h  et  k  sont  égaux.  Ces 
équations  sont  toutes  réductibles  au  type 

et  A  est  la  valeur  commune  aux  deux  invariants. 

Le  premier  problème  que  traite  M.  Darboux  consiste  dans  la 
recherche  des  équations  à  invariants  égaux,  pour  laquelle  la  suite 
de  Laplace  est  limitée  dans  les  deux  sens^  étant  donné  du  reste 
que,  dans  ce  cas,  la  suite  ne  peut  se  limiter  dans  un  sens,  sans 
être  aussitôt  limitée  dans  l'autre.  Les  équations  d'ordre  impair 
équivalentes  à  leur  adjointe  trouvent  ici  leur  rôle,  et  leur  inter- 
vention dans  cet  important  problème  explique  l'étude  appro- 
fondie que  l'auteur  en  avait  faite  précédemment. 

La  méthode  de  M.  Moutard  repose  sur  des  principes  tout  diffé- 
rents; elle  est  fondée  sur  une  proposition  simple  et  féconde  qui 
consiste  en  ce  que,  si  deux  équations 

I     ô^z   _  .  I     d^z    _  ^ 

z  dx  ôy  '  z  dx  dy 

admettent  l'une  la  solution  w,  l'autre  la  solution—,  l'intégration 

de  l'une  entraîne  celle  de  l'autre.  De  là  résulte  la  possibilité  de 
déduire  d'une  équation  intégrable  donnée  une  infinité  d'autres 
équations  complètement  intégrables,  et  qui  contiennent  autant  de 
fonctions  ou  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut. 

Parmi  les  équations  à  invariants  égaux  figurent  celles  que 
M.  Darboux  appelle  harmoniques  et  qui  sont  réductibles  au  type 

l'équation  d'Ëuler  et  de  Poisson,  par  exemple,  est  une  équation 
harmonique.  Ces  équations  présentent  des  particularités  tout  à 
fait  spéciales,  et  la  méthode  de  M.  Moutard  y  trouve  un  champ 
bien  propre  à  en  faire  ressortir  la  fécondité.  Nous  ne  pouvons 
entrer  dans  le  détail  des  propositions  que  M.  Darboux  en  a  dé- 
duites, mais  nous  ne  saurions  omettre  de  noter  ici  le  lien  fort  ori- 
ginal qui  unit  celte  théorie  à  celle  des  surfaces  découvertes  par 
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Liouville,  et  dont  le  ds^  est  de  la  forme 

ds^  =  Ui^-^y)  —  ?(^  —  j)]  ^^  ^y- 

L'auteur  termine  ce  Chapitre  en  mentionnant  une  série  de  desi- 
derata qui  auront  pour  effet  d'attirer  l'attention  des  géomètres  sur 
ces  théories  difficiles,  qui  sont  comme  des  postes  avancés  du  pro- 
grès scientifique. 

5.  Avant  d'abandonner  la  partie  exclusivement  analytique  du 
Livre  IV,  n'omettons  pas  de  signaler  un  Chapitre  fort  curieux,  qui 
a  pour  titre  La  résolution  des  équations  linéaires  les  unes  par 
les  autres.  Nous  l'avons  réservé  pour  la  fin  de  l'analyse  de  cette 
Partie,  car  il  en  présente  tout  à  la  fois  la  généralisation  et  la  syn- 
thèse. 

La  transformation  de  Laplace  consiste  à  prendre  pour  nouvelle 

fonction  l'expression 

ôz 

Zi= h  az, 

ox 

et  la  fonction  z^  vérifie  une  équation  qui  a  la  même  forme  que  la 
proposée.  Est-ce  là  le  seul  cas?  Ne  pourrait-on  trouver  une  fonc- 
tion ^1  composée  linéairement  avec  la  fonction  z  et  ses  dérivées 
partielles,  qui  vérifiât  une  équation  de  Laplace,  en  même  temps 
que  zl  Telle  est  la  question  générale  que  se  pose  M.  Darboux  et 
dont  il  présente  la  solution  complète. 

On  remarque  d'abord  que  l'équation  proposée  permet  de 
chasser  de  l'expression  de  z  toutes  ses  dérivées  prises  à  la  fois 
par  rapport  k  x  el  y,  en  sorte  que  Zy  est  toujours  réductible  au 
type 

l'auteur  représente  une  telle  expression  par  le  symbole  (/7i,  ai). 
Cela  posé,  si  Ton  détermine  les  coefficients  M,  P/,  Q/,  ou  plu- 
tôt leurs  supports,  de  sorte  que  (m,  n)  s'annule  pour  (//^  -f-  /?)  so- 
lutions linéairement  indépendantes  de  la  proposée,  on  aura  le  type 
général  des  expressions  (/?î,  n)  qui  vérifient  une  équation  du  type 
de  Laplace,  sauf  un  cas  exceptionnel,  qui  se  ramène  toutefois  au 
précédent  après  application  préalable  de  la  transformation  de  La- 
place. On  a  donc  là  un  moyen  général  de  rattacher  à  toute  équa- 
tion de  La|)lace  que  l'on  sait  intégrer  une  infinité  d'équations  du 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  a47 

même  type  immédiatement  intégrables.  Mais,  fait  remarquable, 
et  qu'une  interprétation  géométrique  ultérieure  explique  très  bien, 
la  transformation  de  Laplace  ne  figure  pas  parmi  les  nouvelles 
transformations  ainsi  définies,  ou  plutôt  elle  se  présente  comme 
une  limite  de  certaines  de  ces  transformations. 

M.  Darboux  indique  ensuite  une  seconde  méthode  de  transforma- 
tion, sur  laquelle  il  insiste  un  peu  moins,  et  qui  conduit  au  même 
but  que  la  précédente,  au  moyen  de  certaines  quadratures. 

6.  Les  Chapitres  que  nous  venons  de  parcourir  constituent  la 
base  analytique  d'une  série  d'applications,  par  lesquelles  se  termine 
le  IV*  Livre,  et  qui  se  présentent  ensuite  dans  diverses  parties  de 
l'Ouvrage.  Comme  premières  applications,  l'auteur  résout  plu- 
sieurs problèmes,  dans  lesquels  figurent  des  congruences  dont  les 
développables  découpent  un  réseau  conjugué  sur  certaines  sur- 
faces; tantôt  on  suppose  la  congruence  donnée  et  Ton  cherche  les 
surfaces  correspondantes;  tantôt  on  suppose  connue  l'une  des  sur- 
faces, ainsi  que  le  réseau  découpé  sur  elle  par  les  développables, 
et  l'on  demande  la  congruence,  de  même  que  les  autres  surfaces 
sur  lesquelles  les  développables  de  cette  congruence  découpent  un 
réseau  conjugué.  Ces  divers  problèmes  se  ramènent  uniformément 
à  l'intégration  d'une  équation  de  Laplace,  etl'on  y  voit  intervenir  les 
deux  espèces  de  transformations  que  nous  avons  signalées  ci-dessus. 

Comme  application  de  ces  problèmes.  Fauteur  étudie  d'intéres- 
santes propriétés  des  rayons  réfractés  ou  réfléchis  dont  l'origine 
se  trouve  dans  des  travaux  de  Malus  et  de  Dupin,  et  sur  lesquelles 
îl  revient  quelques  pages  plus  loin,  à  propos  des  normales  d'une 
surface. 

L'extrême  généralité  de  ces  problèmes  de  Géométrie  leur  ouvre 
du  reste  accès  aux  théories  les  plus  diverses.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  M.  Darboux  leur  rattache  l'étude  des  surfaces  à 
lignes  de  courbure  isothermes,  qui  occupent  un  Chapitre  entier. 
Après  avoir  donné  de  diverses  manières  l'équation  diflerentielle 
du  quatrième  ordre  de  ces  surfaces,  l'auteur  démontre  l'élégan 
théorème  que  voici,  qui  affirme  une  fois  de  plus  l'utilité  des  coor- 
données pentasphéri(jues  dans  l'étude  des  questions  métriques. 

Soient  j*!,  cTj,  .  . . ,  j\;  les  coordonnées  pentasphériques  cVun 
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point  d^  une  surface  à  lignes  de  courbure  isotherme  s  y  exprimées 
en  fonction  des  paramètres  p,  p,  des  lignes  de  courbure;  les 
cinq  fonctions  xisont  les  solutions  d'une  équation  de  Laplace 
à  invariants  égaux;  et  réciproquement,  si  x^^  x^y  . . . ,  j?5  sont 
cinq  solutions  d'une  équation  de  Laplace  à  invariants  égaux, 
liées  par  l'équation 

X I  ~T~  ^2  ~T~  •  •  •  ~r"  «t  5  —  Oj 

ces  cinq  quantités  sont  les  coordonnées pentasphériques  d'un 
point  d'' une  surface  à  lignes  de  courbure  isothermes;  les  va- 
riables indépendantes  sont  les  paramètres  de  ces  lignes. 

Les  Chapitres  suivants  traitent  des  trajectoires  orthogonales 
d'une  famille  de  surfaces,  et  en  particulier  des  droites  normales  à 
une  surface;  ils  présentent  de  curieux  théorèmes  sur  les  systèmes 
de  rayons  réfléchis  ou  réfractés.  Citons,  par  exemple,  le  suivant, 
qui  complète  une  proposition  due  à  Dupin.  Si  les  développables 
d'un  pinceau  lumineux  se  conservent  par  réfraction  ou  ré- 
flexion, ce  pinceau  est  formé  des  normales  d'une  surface. 

M.  Darboux  applique  les  divers  résultats  qu'il  obtient  à  l'étude 
du  problème  suivant  :  Trouver  les  surfaces  dont  les  plans  prin- 
cipaux sont  conjugués  par  rapport  à  une  quadrique  donnée. 
Il  suffît  évidemment  de  connaître  pour  chaque  surface  le  sys- 
tème de  ses  normales.  Or,  à  ce  point  de  vue,  une  première  solution 
est  fournie  par  le  système  des  tangentes  à  une  famille  de  géodé- 
siques  tracées  sur  une  quadrique  homofocale.  Une  seconde  solution 
est  due  à  Chasles,  mais  surtout  à  Liouville,  qui  en  a  donné  la  re- 
présentation complète  :  cette  seconde  solution  est  constituée  par 
Fensemble  des  tangentes  communes  à  deux  quadriques  homo- 
focales  à  la  quadrique  proposée. 

Après  avoir  étudié  et  discuté  avec  beaucoup  de  détail  cette  so- 
lution célèbre,  Tauteur  fait  voir  que  la  variation  des  constantes 
suffit  pour  obtenir  l'intégrale  générale  du  problème;  il  suffit 
d'assujettir  la  variation  des  Irois  constantes  de  la  surface  de  Liou- 
ville à  une  loi  qui  est  fournie  par  l'équation  bien  connue 

Le  Livre  IV   se  termine  par  un  (chapitre  cnlièrfMiicnl  consacré 
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j^  à  l'élude  des  congruences  de  cercles  et  des  systèmes  orthogonaux 
^  appelés  cycliques  par  M.  Rihaucour. 

k.  En  transformant  d'après  Lie  les  propositions  obtenues  par  les 
L.  Sphères,  M.  Darboux  obtient  ce  théorème  élégant  : 

F  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  lignes 
Wn-tisympto tiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la 
%.,.turface  focale  d'une  congruence  de  droites,  cest  que  les  six 
k  ;f\COordonnées  de  chaque  droite  de  la  congruence,  lesquelles  dé- 
'.  pendent  de  deux  paramètres,  vérifient  une  même  équation 
L.    linéaire  aux  dérivées  par  fie  lies  du  second  ordre. 

I  Par  exemple,  les  surlaces  dont  la  congruence  des  normales  pos- 
bt.  iSède  celle  propriété  sont  celles  dont  les  deux  rayons  principaux 
1^  -sont  fonction  Tun  de  Tautre. 

L  7.  Le  Livre  V  a  pour  objet  les  lignes  tracées  sur  une  surface.  Il 
t  offre  dès  son  début  une  continuation  et  des  applications  des  for- 
mules cinématiques  établies  dans  le  premier  V^olume.  L'auteur 
lldople  un  trièdre  de  référence  mobile  Oxy  Oy,  Oz,  dont  Taxe  Oz 
OSt  normal  à  la  surface;  mais  il  n'introduit  aucune  restriction  à 
regard  des  deux  autres  axes,  qui  conservent  dans  le  plan  tangent 
une  orienlation  déterminée,  mais  arbitraire,  par  rapport  aux  tan- 
f.fifentes  principales,  par  exemple. 

Le  Chapitre  I***^  contient  l'exposé  des  principales  formules  gé- 
nérales^ l'équation  différentielle  des  lignes  remarquables,  etc. 
Le  Chapitre  II  a  trait  aux  formules  de  Codazzi;  l'emploi  des 
'.^rotations  dulrièdre  de  référence  mobile  donne  à  ces  formules  une 
l.Sùrme  nouvelle  plus  élégante  et  plus  symétrique.  Ce  Chapitre  se 
termine  par  des  Tableaux  récapitulatifs  des  formules,  qui  épar- 
gneront aux  chercheurs  l'ennui  de  longs  calculs  préliminaires. 

Dans  le  Chapitre  111,  M.  Darboux  donne  la  théorie  de  la  cour- 
bare,  le  théorème  d'Euler  sur  les  sections  normales,  les  théorèmes 
de  M.  Bertrand  sur  la  distribution  des  normales;  il  donne  Tex- 
r  pression  du  moment  de  deux  normales  voisines  et  fait  connaître 
la  formule  de  M.  Bonnet,  qui  conduit  naturellement  à  la  torsion 
giodésique ;  ces  questions  donnent  lieu  à  chaque  instant  à  un 
grand  nombre  de  remarques,  destinées  à  prendre  par  la  suite  une 
pins  grande  importance. 
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L'équation  des  géodésiques  occupe  le  Chapitre  IV;  Fauteur  se 
propose  de  revenir  plus  longuement  sur  ces  courbes  dans  son 
troisième  Volume.  Dans  le  Chapitre  actuel,  il  présente  d'abord 
diverses  transformations  de  cette  équation,  et  notamment  celle 
qui  n'y  laisse  subsister  que  les  éléments  du  ds^  de  la  surface. 

L'auteur  traite  de  divers  problèmes  concernant  ces  lignes, 
comme  celui  de  la  géodésique  issue  d'un  point  avec  une  tangente 
donnée;  celui  des  géodésiques  menées  par  deux  points;  dans  celte 
étude,  M.  Darboux  introduit  les  variables  appelées  normales  par 
M.  Lipschitz  et  dont  l'emploi  est  si  profitable  dans  quantité  de 
questions  concernant  les  géodésiques. 

M.  Darboux  donne  également  le  curieux  théorème  de  Wein- 
garlen  sur  les  ellipses  et  les  hyperboles  géodésiques. 

8.  La  détermination  des  géodésiques  d'une  surface  tombe  sous 
l'application  de  la  méthode  générale  de  Jacobi;  M.  Darboux  est 
donc  naturellement  amené  à  considérer  sous  un  point  de  vue  géo- 
métrique la  méthode  de  ce  grand  géomètre,  et  les  géomètres  ap- 
précieront à  quel  degré  d'élégance  et  de  clarté  il  l'a  ainsi  portée. 

Quatre  Chapitres  sont  consacrés  à  ces  développements  géomé- 
trico-mécaniques,  car  M.  Darboux  a  étendu  ses  considérations 
du  cas  des  géodésiques  au  cas  d'un  mouvement  quelconque  sur 
un  plan,  puis  au  cas  d'un  point  dans  l'espace,  puis  enfin  au  cas 
d'un  système  matériel  quelconque. 

Le  ds"^  d'une  surface  étant  de  la  forme 

ds^^~  E  du^-+-iF  du  dv -h  G  dv^, 

on  sait  que  Jacobi  fait  dépendre  la  recherche  des  géodésiques  de 
l'intégration  de  l'équation 

_       \ôu)         ^     <)u  Ov  \i)v/     _ 

^^^^  -  EG  -  Vi  ~ 

M.  Darboux  remarque  d'abord  que  les  courbes 

0  =  const. 

constituent  une  fanilllc  de  courbes  parallèles,  c'est-à-dire  dont  la 
famille  orthogonale  est  formée  de  géodésiques,  en  sorte  que  la 
méthode  de  Jacobi  revient  à  clierclicr  des  familles  de  courbes  dont 
les  trajectoires  ortliogonalcs  soient  des  j^éodésiqucs. 
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Il  remarque  en  outre  que,  si  l'on  prend  la  valeur  de  6  corres- 
pondant à  deux  courbes  0  =  const.  différentes,  par  exemple  a  et 
P,  la  différence  (a  —  P)  représente  la  longueur  commune  de  Tare 
que  ces  deux  courbes  interceptent  sur  toutes  les  géodésiques  de  la 
famille  orthogonale  aux  courbes  9. 

Des  considérations  du  même  genre  s'appliquent  au  cas  d'un 
mouvement  quelconque,  pourvu  que  l'on  convienne  de  réunir  tous 
les  mouvements  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  la  con- 
stante de  l'intégrale  des  forces  vives,  supposée  existante.  La 
fonction  8  représente  dans  ce  cas  l'intégrale 

oiiU  eslla  fonction  des  forces,  ou,  s'il  s'agit  d'un  système  matériel 
quelconque,  l'intégrale 

^^dtl^        représentant  la  force  vive  du  système. 

M.  Darboux  donne  à  cette  intégrale  9  le  nom  A^action.  Si  l'on 
pose,  pour  abréger, 

ds^  =  2^11  ai^  dqi  dqkj 

il  existe  un  système  de  variables  dont  9  fait  partie,  9,  9i,  ...,  9,|_|, 
pour  lequel  la  forme  ds^  prend  la  forme 

où  y  désigne  une  forme  quadratique  définie  positive  des  {n  —  i) 
différentielles  e/9,,  ...,  d^n~\'  On  reconnaît  là  une  généralisation 
de  la  forme  à  laquelle  Gauss  ramena  pour  la  première  fois  le  ds'^ 
d'une  surface  rapportée  à  une  famille  de  géodésiques  et  à  une 
famille  orthogonale.  M.  Darboux  tire  le  plus  grand  parti  de  celte 
formule,  due  à  M.  Beltrami,  et  y  puise  une  démonstration  sin- 
gulièrement claire  et  élégante  du  principe  général  de  la  moindre 
action,  et  du  principe  d'Hamilton. 

Dans  cette  analyse  rapide,  longue  quoique  incomplète,  nous 
n'avons  pu  tracer  que  les  grandes  lignes  de  l'Ouvrage;  sur  elles 
viennent  se  ramifier  quantités  de  remarques  et  d'applications  ingé- 
nieuses, qui  montrent  que  les  soins  de  l'auteur  ont  pénétré  jus- 
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qu'auii  moindres  détails  :  beaucoup  de  ces  remarques,  jetées 
comme  en  passant,  seront  certainement  recueillies  par  les  géo- 
mètres, et  deviendront  l'origine  de  nouvelles  découvertes. 

G.  K. 


P.  DUIIEM.  —  Théorie  nouvelle  de  l'aimantation  par  influence  fondée 
SUR  la  Thermodynamique,  xl-i4o  p.,  10-4°.  Paris,  Gauthier- Villars  et 
Kils;  1888. 

Cet  important  travail  a  été  présenté  comme  thèse  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris.  11  a  été  publié  dans  les  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  L'auteur  débute  par  une  inté- 
ressante élude  historique  des  travaux  faits  sur  la  théorie  de  l'ai- 
mantation par  influence.  Cette  étude  est  accompagnée  d'une  liste 
de  plus  de  soixante  Mémoires  publiés  entre  1824  et  1886.  Elle 
amène  M.  Duhem  aux  conclusions  suivantes. 

Poisson  avait  cherché  à  déduire  les  équations  de  l'équilibre  ma- 
gnétique d'hjpothèses  simples  sur  la  nature  des  corps  aimantés. 
Mais  cette  déduction  a  rencontré  trois  sortes  d'objections  : 

1"  Les  hypothèses  sur  lesquelles  elle  reposait,  acceptées  volon- 
tiers par  les  contemporains  de  Poisson,  semblent  peu  compatibles 
avec  les  idi'cs  actuellement  en  faveur  auprès  des  physiciens. 

2°  La  rigueur  des  déinonslralions  mathématiques  données  par 
Poisson  laisse  beaucoup  à  désirer. 

3"  (Certaines  consé((uences  de  la  théorie,  telles  que  la  constance 
du  coefficient  d'aimantation,  ne  sont  pas  conformes  à  l'expérience. 

Ces  objections,  les  théoriciens  qui,  après  Poisson,  se  sont 
occup(\s  de  l'aimantMlion  par  influence  ont  cherché  à  les  éliminer; 
mais  ils  n'y  sont  parvenus  qu'en  admettant  d'emblée  les  équations 
(le  r<''(jnilibre  magn(''lique  sans  chercher  à  les  relier  à  des  hypo- 
thèses plus  siîuples  ou  à  une  théorie  plus  générale. 

M.  Duhem  a  cherché  à  réaliser  un  progrès  dans  cette  théorie, 
pro<;rès  consistant  à  (h'-duire  la  th('*orie  de  l'aimantation  par  in- 
iluence  d'un  petit  nombre  de  faits  d'expérience  simples  au  moyen 
des  principes  de  la  Thermodynamique. 

Son  point  de  départ  est  le  suivant. 

Les  actions  mécaniques  internes  d'un  système  d'aimants  admet- 
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lent  pour  polenlicl  la  quanlilé 


-U{ 


A---hB----+-C—  )dv. 
ôx  ôy  ôz 


A,  B,  C  étant  les  composantes  de  l'aimantation,  V  la  fonction  po- 
tentielle magnétique  et  h  une  constante. 

Ce  point  de  départ  lui  permet  de  calculer  le  potentiel  thermo- 
dynamique interne  d'un  s^'Stème  aimanté;  ce  potentiel  a  la  forme 
suivante 

rfo  étant  le  potentiel  thermodynamique  interne  du  système  non 
aimanté,  et  F(M)  une  certaine  fonction  de  l'intensité  d'aimanta- 
tion M. 

On  déduit  aisément  de  là  les  équations  de  l'équilibre  magné- 
tique sur  une  masse  de  fer  doux.  Ces  équations  sont 

f)V  ô\  d\ 

A=/(M)^,         B=/(M)^-,         C=/(M)-. 

Elles  ont  déjà  été  données  par  G.  Rirclihoff. 

M.  Duhem  montre,  en  développant  les  idées  de  G.  Rirclihoff, 
comment  on  peut  en  déduire  l'équation  aux  dérivées  partielles  et 
la  condition  aux  limites  qui  déterminent  le  problème. 

L'étude  de  la  variation  seconde  du  potentiel  thermodynamique 
permet  à  M.  Duhem  de  démontrer  que,  pour  les  corps  magné- 
tiques, il  existe  une  et  une  seule  solution  au  problème  de  l'aiman- 
tation par  influence  et  que  cette  solution  correspond  à  un  état  d'é- 
quilibre stable.  La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  corps 
diamagnétiques.  L'étude  directe  de  ceux-ci  conduit  M.  Duhem  à 
cette  conclusion  :  s'il  existe  sur  un  corps  diamagnétique  un  état  d'é- 
quilibre magnétique,  c'est-à-dire  un  minimum  du  potentiel  ther- 
modynamique, ou  bien  le  potentiel  thermodynamique  présentera 
une  infinité  d'autres  minima,  ou  bien  il  existera  un  nombre  fini 
ou  infini  de  séries  illimit<;es  et  continues  de  distributions  magné- 
tiques, telles  que  le  long  de  chacune  d'elles  le  potentiel  thermo- 
dynamique décroisse  sans  cesse.  Ce  résultat  paradoxal  semble 
conforme  aux  récentes  expériences  de  M.   P.  Joubin. 

L'équilibre  d'une  masse  magnétique  ou  diamagnétique,  soumise 
à  l'action  d'aimants  permanents  et  d\me  force  constante  en  gran- 
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(leur  et  en  direction  telle  que  la  pesanteur,  est  toujours  un  étal 
d'équilibre  instable.  Cette  proposition,  démontrée  par  M.  Duhem, 
contredit  en  partie  une  proposition  énoncée  par  Sir  W.  Thomson. 
La  proposition  de  Sir  W.  Thomson  découle  de  cette  loi  de 
Faraday  :  un  corps  magnétique  infiniment  petit,  placé  sans  vitesse 
initiale  dans  un  champ  magnétique,  se  déplace  dans  un  sens  tel 
que  la  valeur  absolue  de  la  force  du  champ  soit  plus  grande  au 
point  011  il  se  rend  qu'au  point  où  il  se  trouvait;  Tinverse  a  lieu 
pour  un  corps  diamagnélique.  M.  Duhem  montre  que  cette  loi 
doit  être  rejelée.  Les  calculs  effectués  dans  ce  but  prouvent 
aussi  que  Ton  doit  rejeter  la  méthode  proposée  par  Jamin  sous  le 
nom  de  Méthode  de  ^arrachement  pour  étudier  la  distribution 
du  magnétisme. 

La  loi  de  Faraday  étant  repoussée,  on  doit  chercher  ailleurs  une 
caractéristique  qui  sépare  les  corps  magnétiques  des  corps  diama- 
gnétiques.  M.  Duhem  montre  qu'on  peut  adopter  la  suivante  : 

Deux  corps,  l'un  très  peu  magnétique,  l'autre  très  peu  diama- 
gnélique, ayant  même  forme  et  des  fonctions  magnétisantes  égales 
en  valeur  absolue,  soumis  aux  mêmes  liaisons,  dans  le  même  champ 
magnétique,  ont  les  mêmes  positions  d'équilibre;  mais  les  posi- 
tions d'équilibre  stable  de  l'un  sont  les  positions  d'équilibre  in- 
stable de  l'autre. 

Apres  avoir  exposé  deux  méthodes,  dues  à  Kirchhoff,  pour  dé- 
terminer la  fonction  magnétisante,  M.  Duhem  aborde  l'étude  des 
phénomènes  thermiques  produits  dans  un  système  magnétique.  11 
montre  que  les  équations  données  auparavant  par  d'autres  auteurs 
sont  fort  incomplètes.  L'étude  de  l'influence  exercée  par  l'aiman- 
tation sur  la  chaleur  de  dissolution  du  fer  dans  un  acide  lui  montre 
qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  entièrement  le  cas  d'un  aimant  perma- 
nent du  cas  d'un  morceau  de  fer  doux,  ce  qui  permet  de  dé- 
brouiller les  idées  contradictoires  émises  par  plusieurs  auteurs  sur 
cette  question. 

Il  traite  ensuite  de  rinducnce  de  l'aimanlalion  sur  la  possibilité 
d'une  réaction  chimique.  Complétant  certaines  idées  émises  par 
iM.  P.  Janet,  il  donne  la  théorie  des  expériences  de  M.  Ira  Remsen 
et  prouve  que,  dans  ces  expériences,  les  lignes  suivant  lesquelles 
le  dépôt  de  cuivre  a  une  épaisseur  constante  sont  les  lignes  d'égale 
intensité  d'aimantation  et  non  les  lignes  équipotenlitîlles. 
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L'élude  des  phénomènes  électriques  au  sein  d'un  système 
aimanté  lui  permet  de  déterminer  l'influence  de  Taimantalion  sur 
la  force  éleclromotrice  d'une  pile. 

Enfin,  en  terminant,  il  montre  comment  sa  théorie  s'étend  aux 
corps  cristallisés.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES  D'UNE  FAMILLE  DE  CONIQUES  ; 

Pau  m.  BLUTEL. 

L'étude  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  coniques 
d'une  surface,  qui  est  en  même  temps  touchée  suivant  ces  coniques 
par  des  cônes  du  second  degré,  conduit  à  l'examen  du  cas  simple 
où  le  sommet  du  cône  se  projette  orthogonalement  en  un  foyer  de 
la  conique. 

On  démontre  alors  que  le  plan  de  la  conique  doit  rester  normal 
à  la  courbe  C  décrite  par  le  foyer  en  question  ;  mais  cette  condition 
n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  existe  un  cône  circonscrit  à  la  sur- 
face le  long  de  chaque  conique. 

Si  l'on  appelle  £  l'angle  que  fait  l'axe  focal  de  la  conique  avec 
la  normale  principale  à  C,  /?  le  paramètre  de  cette  conique  et  e 
son  excentricité,  co  et  m  la  courbure  et  la  torsion  de  C,  s  son  arc, 
on  doit  avoir  de  plus 

dp        ^\  ds)  ds  p 

VI)  -7-   =  ; =   =  —  ~> 

ds  tosin£  lOCOSE  0 

o  désignant  la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  de  la  conique. 
Ces  conditions  déterminent/?  et  e,  la  courbe  C  étant  choisie  arbi- 
trairement, ainsi  que  l'angle  s. 

En  particulier,  si  la  surface  réglée  S,  décrite  par  l'axe  focal  de 
la  conique,  est  une  développable,  la  conique  est  de  grandeur 
constante,  et  le  cône  circonscrit  devient  un  cylindre  admettant 
cette  courbe  comme  section  droite. 

Laissant  de  côlé  les  conditions  nécessaires  à  l'existence  d'un 
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cône  circonscrit,  étudions  les  trajectoires  orthogonales  d^une 
famille  de  coniques  dépendant  dUin  paramètre,  leur  plan 
restant  normal  à  la  trajectoire  C  d'un  foyer. 

Conservons  les  notations  précédentes  :  appelons  de  plus  \  cl  r 
les  coordonnées  polaires  A\\n  point  de  la  conique  dans  son  plan, 
l'axe  polaire  étant  Taxe  focal  même  de  la  conique. 

Ces  deux  quantités  sont  liées  par  la  relation 

(2)  r(n- e  cosX)  =  ^. 

On  démontre  alors  que  Téquation  différentielle  des  trajectoires 
orthogonales  de  ces  coniques  est 

( 3 )  [( e*  —  1  ) r  -+-  2/> ]  rfr-h  /?( de  —  dp  j  -h  rpe  sin  X {dt  —  m  ds)  =  o. 

(^elte  équation  présente  différentes  particularités  remarquables  : 
d'abord  elle  ne  dépend  pas  de  la  courbure  w  de  C.  De  plus,  si  l'on 
appelle  S  les  surfaces  réglées  engendrées  par  des  normales  à  C  et 
découpant  sur  la  surface  proposée  les  trajectoires  orthogonales  de 
ses  coniques,  on  voit  que  Tangle).  des  génératrices  de  ces  surfaces 
avec  les  génératrices  de  S  ne  change  pas,  si  l'on  augmente  £  d'une 
quantité  constante,  attendu  que  l'équation  (3)  ne  change  pas.  Par 
conséquent,  si  l'on  fait  tourner  les  génératrices  de  S  d'un  angle 
constant,  il  suffira  de  faire  tourner  les  génératrices  des  surfaces  S 
du  même  angle  pour  obtenir  les  trajectoires  orthogonales  dans  la 
nouvelle  surface. 

L'équation  (3)  prend  une  forme  simple  si  Ton  suppose  la  sur- 
face S  dévcloppablc,  et  devient 

(  4  )  €\{e'^  —  \)  r  -^  '}.  p\  dr  -^  p\{  p  —  v)  de  —  e  dp^  =  o. 

Elle  s'inlégre  immédiatement  si  e  est  constant,  c'est-à-dire  si  la 
surface  est  engendrée  par  une  conique  qui  reste  semblable  à  elle- 
même. 

Son  intégrale  est 

[/>  —  r{e  —  i}J^-'[/?  —  r(e  4-1)]'^+-'  =  consl. 

En  particulier,  si  l'on  y  fait  ^  =  i ,  c'csl-à-dirc  si  la  conique  gé- 
nératrice est  une  parabole,  Tintégrale  se  réduit  à 

p 
r  —       -4-  (•(Mj'it . 
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Il  en  est  encore  de  même  si  les  deux  polynômes  du  premier 
degré  en  r  qui  figurent  dans  l'équation  (4)  sont  divisibles  l'un  par 
l'autre,  c'est-à-dire  si  p  et  e  sont  liés  par  une  relation  de  la  forme 

pe  =  l(e^—  i), 

oii  /  est  une  constante  quelconque.  Elle  se  réduit  alors  à 

Ide 

dr  =  — — , 

dont  l'intégrale  est 

/ 

r  — h  consl. 

e 

Pour  ces  coniques,  la  distance  focale  est  constante. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  conique  génératrice  soit  un  cercle, 
l'équation  (3),  où  l'on  a  préalablement  remplacé  r  par  sa  valeur  et 
où  l'on  fait  e  ■=  o,  se  réduit  à 

dÇk  -^  t)  —  m  ds  =  o, 

ce  qui    montre   que   les   surfaces   2  sont  les  développables   en- 
gendrées par  les  normales  à  la  courbe  C. 


SUR    LES   COURBES   SYNCHRONES; 
Par  m.  a.  de  SMNT-GEHMAIN. 

Les  propriétés  de  la  lemniscate  qui  ont  été  découvertes  par  Sa- 
ladini  et  par  M.  Bonnet  amènent  naturellement  à  se  poser  la 
question  suivante  : 

Etant  données  dans  un  plan  deux  familles  de  lignes  (A)  et 
(C)  <iui  toutes  passent  par  un  point  O,  peut-on  trouver  une  force 
F,  dérivant  d\in potentiel  U  et  telle  que,  sous  son  action,  un 
mobile  partant  du  point  O  avec  une  vitesse  déterminée  et  sui- 
vant rune  quelconque  des  lignes  (C)  arrive  en  un  point  quel- 
conque M  de  cette  ligne  dans  le  même  temps  que  s' il  avait  suivi 
celle  des  lignes  {K)  qui  passe  en  M? 

Je  désignerai  les  lignes  (A)  sous  le  nom  de  trajectoires  et  les 

diut  Sciences  niat/ic/n.,  j*  série,  i.  XIII.  (Octobre  i88;).)  ji 
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lignes  (C)  sous  celui  de  lignes  synodales;  il  est  d'ailleurs  évident 
que  leurs  rôles  peuvent  être  intervertis. 

Le  problème  peut  toujours  être  résolu  d'une  infinité  de  ma- 
nières. M.  Fouret  a  indiqué  la  solution  dans  deux  Notes  insérées 
aux  Comptes  rendus  des  séances  de  C  Académie  des  Sciences, 
décembre  1886,  et  il  Ta  développée  dans  un  élégant  Mémoire  qui 
fait  partie  du  LVl*^  Cahier  du  Journal  de  C  f£cole  Polytechnique, 
pour  le  cas  où  les  trajectoires  sont  reclilignes  et  les  lignes  syno- 
dales liomolliéti(|uos  par  rapport  au  point  O.  L'habile  géomètre  . 
cherche  quelles  doivent  être  les  lignes  synchrones  conjuguées  aux 
trajectoires  données  et,  de  la  forme  ([u'il  a  trouvée  pour  leur  équa- 
tion, il  déduit,  à  Taide  du  théorème  des  forces  vives,  l'expression 
de  U,  puis  les  composantes  X  et  Y  de  F  suivant  deux  axes  rec- 
tangulaires. Je  voudrais  montrer  (pTon  peut,  d'une  manière  directe 
et  presque  intuitive,  trouver  le  potentiel  U  dont  doit  dépendre 
le  mouvement  sur  des  trajectoires  passant  par  un  même  point  pour 
que  les  courbes  synchrones  soient  d'es|)è(:e  donnée;  il  n'est  d'ail- 
leurs pas  avantageux,  en  général,  de  chercher  X  et  Y  pour  déter- 
miner F.  Je  ferai  tous  les  calculs  dans  deux  cas  très  simples  qui 
ne  rentrent  pas  dans  le  cadre  du  Mémoire  précité,  puis  j'exami- 
nerai le  cas  où  les  lignes  synchrones  sont  orthogonales  aux  trajec- 
toires :  celles-ci  se  conloiideiil  alors  avec  les  lignes  svnodales  et 
devieniu;nl  des  hraclilsloeliroiies  pour  la  lon'e  considérée.  Pour 
plus  (le  génrralilé,  j'adinetlrai  (pie  la  vilessc  i'„  dvi^  mobiles  au 
point  ()  puisse  dépernbe,  suivaiil  une  loi  connue,  de  ^a  (liicclion. 

La  r<'lalion  ([ui  existe  entre  les  trajectoires,  les  lii^nes  svncbrones 
et  les  sNHodales  est  foit  simple  :  soient  MA,  MB,  MC  les  tani^cntes 
respcclives,  UK^iées  dîins  le  sens  du  niouveinenl,  à  ccll<*s  de  ces 
lignes  (pii  se  coupent  en  M.  On  a 

(I)  '2A.MB  --  TT  H  VMC, 

le  sens  des  angh.'s  positifs  étant  arbitraire.  AMB  étant  ci;al  à 
AMC  -\-  (^MB,  on  a  aussi 

2CMIÎ  -  TT-f-CMA; 

les  (leu\  égalités  nionlrenl.  la  réci()ro(*ité  cpii  exisie  entre  les  trajec- 
toires et  les  synodales  :  la  première  |)crniet  de  déterminer  Tune 
des  trois  raniill<'s  de  courbes  considérées  «piand  on  connaît  les  deux 
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autres.  Mais  je  veux  surlout  chercher  les  forces  qui  répondent  à 
un  ensemble  donné  de  trajectoires  et  de  synchrones. 

Chacune  des  trajectoires  peut  être  définie  au  moyen  d'un  para- 
mètre UL  :  si  Ton  considère  en  même  temps  un  faisceau  quelconque 
de  lignes  déterminées  par  un  paramètre  X,  "k  et  [x  pourront  former 
un  système  de  coordonnées  curvilignes;  un  élément  ds  de  trajec- 
toire est  égal  à  H^/â,  Il  étant  une  fonction  connue  de  X  et  de  [x. 
D'autre  part,  si  un  mobile,  soumis  à  la  force  F  qui  dépend  du 
potentiel  U,  part  du  point  O  avec  une  vitesse  donnée,  sa  vitesse  ^' 
en  un  point  M  sera  une  fonction  déterminée  des  coordonnées  X 
et  a  de  ce  point,  et  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  l'arc  de 
trajectoire  OM  sera 

(2)  t=  f   -  d\y 

l'intégration  étant  faite  en  regardant  [x  comme  constant.  Pour  une 
valeur  déterminée  de  /,  l'équation  (2)  constitue  l'équation  en  A  et 
[JL  d'une  quelconque  des  synchrones,  et  il  s'agit  de  voir  comment 
doit  varier  ç  pour  que  ces  courbes  soient  d'espèce  donnée.  Dépla- 

çons-nous  sur  une  de  ces  courbes  :  le  rapport  -j-  pourra  s'expri- 
mer par  une  fonction  connue  o>  de  X  et  de  |ui;  difierentions  donc 
l'équation  (2)  en  regardant  /  comme  constant  et  divisons  par  rf[x  : 
nous  aurons 


(O 


^     .A.  ^i^  ^ 


une  nouvelle  différentiation  relative  à  ).  donne  l'équation 

f)     II  r)      II  II    OOJ 

OA     V  djJL     Ç  i'      VA 

d'où  l'on  déduit  pour  —  et,  par  suite,  pour  i'  une  valeur  qui  con- 
tient une  fonction  arbitraire  assujettie  à  Tunique  condition  de 
donner  pour  l'intégrale  {'a)  une  valeur  finie.  Dans  le  cas  assez 
étendu  où  l'équation  des  synchrones  serait  de  la  forme 

/(X)/,(jJi)  =  p, 
3  étant  un  paramètre  arbitraire,  on  trouve 

.=.n-/^  =  [/iX)/.(!.)|. 

'^  dcsijrnanl  une  loiiclion  arbitraire. 


■  r»  ^'liatem 
".•  bilr>  c 


n  «If 


:.  :?i 


ne? 
-  F 
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IV'qualion  donnée  d'une  synchrone  quelconque  :  on  aura 

Si/(r,  0)  est  de  la  forme  — t^t»  les  synchrones  et,  parsuile,  les 

lignes  synodales  sont  homothétiques,  et  l'on  retrouve  les  formules 
de  M.  Fouret  :  U  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  de  r 
et  de  Tïj(6).  En  faisant 

T3(ô)  =  cos8,         U  =  ar*  -+-  ibr  cosd  -h  ccos*6, 


i^o,  égale  à  y/2ccos0,  dépend  de  la  direction  suivant  laquelle  part 
le  mobile,  mais  on  peut  dire  qu'elle  est  bien  déterminée  :  les 
lignes  synodales  sont  des  lemniscates,  et  l'on  pourra  vérifier,  au 
moyen  d'intégrations  assez  intéressantes,  qu'un  arc  OM  de  l'une  de 
ces  courbes  est  décrit  dans  le  même  temps  que  la  corde  OM. 
Les  trajectoires  étant  toujours  rectilignes,  soit 

(6)  X  =  r  — aO 

l'équation  des  synchrones  :  ces  courbes  sont  alors  des  spirales 
d'Archimède  superposables; 

U  est  de  la  forme  i(/*  —  aO)  et  Ton  a,  pour  les  composantes  de 
F  suivant  le  rayon  vecteur  et  sa  perpendiculaire, 

R=f(r— aO)        e  =  --R. 

Si  l'on  veut  connaître  les  lignes  synodales,  quand  Téquation  (5) 
représente  les  synchrones,  on  recourra  à  l'équation  (i),  qui  nous 
donne 

cotAMG  =  -  (cotAMB—  tan{;AMB), 
OU,  comme  MA  est  ici  le  prolongement  du  rayon  vecteur  OM, 


Cette  équation  linéaire,  qui  détermine  les  synodales  cherchées, 
n'est  pas  de  celles  qu'on  sait  intégrer  quelle  que  soit  la  forme 
de  f\  mais,  quand),  prend  la  valeur  simple  (G),  les  variables  se  se- 
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parent  cl  Ton  trouve 

,-         2  a  dr  e^  —  r. 

flf 0  =  — ,         r^a  -E— —  ; 

a*  —  r*  eo  -4-  c 

il  en  résulte  que  les  lignes  synodales  sont  des  espèces  de  spirales 
comprises  à  l'intérieur  du  cercle  r-=.a^  auquel  elles  sont  asym- 
ptotes; elles  passent  par  son  centre. 

Considérons  un  cas  où  les  trajectoires  sont  des  lignes  courbes, 
par  exemple  des  cercles  dëiinis  par  une  équation  de  la  forme 

(;)  r=[jisin6; 

cherchons  à  déterminer  U  de  telle  sorte  que  les  synchrones  soient 
des  lemniscates 

(8)  rî  =  X«cos26. 

L'élément  ds  de  trajectoire  est  égal  à  |jl  ^  rfX;  mais  des  équa- 
tions (7)  et  (8)  on  tire 

COS2O  = -T-r 1»         


on  aura  donc,  en  se  servant  encore  de  la  formule  (3) 


en  remplaçant  \  et  a  par  leurs  valeurs  lirces  des  équations  (7) 
et  (8),  on  aura,  sous  une  forme  plus  commode,  U  et  les  compo- 
santes de  F  : 


2cos2  7, 0  sinO  r  .^    .         r 


e -3- (1  +  4  cos^  0  )  ^  -  -— ^_  ^'    ; 


les  lignes  synodales  sont  définies  par  une  équation  de  la  forme 

r^  =  %^  sin3  0 

Supposons  maintenant  que  les  trajectoires  soient  orthogonale^ 
aux  courbes  synchrones  :  elles  seront  alors  des  brachistochrone^ 
et  nos  formules  montreront  avec  quelles  forces  elles  jouissent  d^ 
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celle  propriélé.  Soit  d'abord 

(9)  /•'«  =:fji'"sin/n6 

rëqiiation  des  trajectoires  ;  si  les  synchrones  doivent  les  couper  à 
angle  droit,  elles  auront  pour  équation 

r"*  =  X'«  cos/n6. 

Un  élément  de  trajectoire  (9)  est  de  la  forme 

ds  = Ts   a  A  = 


sin    '"    /wO  (X2'"-i-{x*'«)  *'" 

Téquation  (3)  nous  donnera  encore  la  valeur  du  potentiel 


— -  =  cos  /n  u  u>  / 

7. 


:os/nO/ 


(X*"»  -4-  [Ji2'«; 


m 


Prenons  pour  'l{u)  la  l'orme  simple  laii  —  w-  :  nous  aurons  la 
vitesse  initiale  égale  à  zéro,  puis 

( j  =  cos*  m  0  [  'A  rt  r  "^/cos  m  0  —  r*  ] , 

R  —  •;i  cos^  m  6  [ a  "i/co^  m  0  —  /' ]  ; 

6  =  —  sin 2 wi  0  [ ( 2  m  H-  I  )  a  V^*^^  '"  ^  —  ''i ^J  î 

on  peut  vérifier  que,  pour  la  force  dont  nous  venons  de  donner 
les  composantes,  les  courbes  (9)  satisfont  aux  conditions  qui  dé- 
terminent les  brachistochrones. 

Cherchons  enfin  l'expression  générale  des  forces,  dérivant  d'un 
potentiel,  pour  lesquelles  la  cycloïde  est  brachistochrone.  Dési- 
gnons par  X  et  )'  des  coordonnées  rectangulaires  et  posons 

1 10)  .r  =  ji2  / sin  -   1  >  j^  —  a'-^  I  I  —  cos  -  I  ; 

quand  on  attribue  à  [x  une  valeur  i\\e  et  à  )^  une  valeur  variable, 
les  équations  (10)  déterminent  la  position  d'un  point  dont  le  lieu 
est  une  cycloïde  dépendant  de  la  valeur  de  jx;  si,  au  contraire,  on 
suppose  \  fixe  el  a  variable,  les  mêmes  équations  définissent  des 
courbes  orthogonales  aux  cycloïdes  précédentes  et  qui  doivent  être 
des  lignes  synchrones.  On  a,  pour  les  éléments  d'arc  comptés  sur 
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une  courbe  de  Tune  ou  de  l'autre  famille, 

(is  —  '}.  »JL  sin  —  d\,  dst  =  s*  (  X  cos— ^ 2  u  sin  —  ]du,. 

L'équation  (3)  va  encore  nous  fournir  l'expression  générale 
du  potentiel  qui  doit  régler  le  mouvement  sur  les  cycloïdes  pour 
que  le  système  des  synchrones  leur  soit  orthogonal  :  soit 

En  prenant  pour  «y»  (  A)  une  constante,  la  force  motrice  F  aura 
une  grandeur  fixe  et  sera  toujours  parallèle  h  l'axe  des  j^  :  c'est  le 
cas  bien  connu  pour  lequel  la  cycloïde  est  brachistochrone;  mais 
elle  l'est  encore  quand  on  prend  pour  A  une  fonction  quelconque. 
Comme  nous  ne  pouvons  pas  tirer  des  équations  (10)  une  valeur 
explicite  de  )>,  nous  devons  déterminer  F  par  ses  projections  sur  la 
tangente  et  sur  la  normale  à  la  cycloïde  et,  pour  cela,  nous  appli- 
querons les  équations  (4)  en  faisant  jouer  à  ).  et  [Jl  le  rôle  de  a  et 
de  P  :  les  expressions  de  cls  et  de  rf.ç,  nous  font  connaître  les 
quantités  représentées  par  a  et  b,  et  nous  aurons,  pour  les  compo- 
santes de  F, 

A  =  cos-     -J;  ( ).  )  -4-  V  ^in  —  'V  {1  ),  U  =  —  sin-^  «W X  ). 

2  ?x  ^  •         2a'  2  tji  ^ 
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H.  RESAL.  —  Traité  de  Physique  mathématique. 
2*  édilion,  t.  I,  1887,  t.  II;  1888. 

M.  Resal  avail  publié,  il  y  a  quelques  années,  sons  le  litre  de 
Traité  de  Physique  mathématique  y  un  Ouvrage  qui  était  plutôt 
la  réunion  de  Mémoires  personnels  sur  la  Physique  mathématique 
qu^un  exposé  didactique  de  cette  partie  de  la  Science.  Dans  une 
seconde  édition,  le  savant  professeur  de  l'École  Polytechnique 
vient  de  reprendre  son  œuvre  de  fond  en  comble  :  il  a  ajouté  à 
son  premier  Ouvrage  Tétude  de  certaines  parties  de  la  Physique, 
telles  que  la  Thermodynamique  et  l'Optique,  qui  n'y  étaient  point 
contenues^  il  a  comblé  un  certain  nombre  de  lacunes,  et  il  nous 
offre  aujourd'hui,  en  deux  Volumes  de  cette  lumineuse  impression 
i  laquelle  nous  habituent  MM.  Gauthier-Villars,  l'exposé  théo- 
rique de  toutes  les  questions  les  plus  achevées  de  la  Physique.  Par 
sa  concision,  par  ses  proportions  ni  trop  restreintes  ni  trop  éten- 
dues, ce  Traité  se  recommande  aux  professeurs  ou  aux  étudiants 
qai  n'ont  pas  les  moyens  de  se  procurer  ou  le  temps  de  lire  les 
livres  spéciaux  à  chacun  des  domaines  qu'embrasse  l'Ouvrage  de 
M.  Resal,  ou  les  Traités  généraux  plus  étendus,  celui,  par  exemple, 
dont  M.  Ë.  Mathieu  poursuit  la  publication. 

Le  tome  I  de  l'Ouvrage  de  M.  Resal  débute,  selon  le  mot  de 
M.  Resal  lui-même,  par  une  innovation  ;  disons  par  une  innovation 
heureuse,  surtout  pour  la  catégorie  de  lecteurs  à  laquelle  nous 
faisions  allusion  à  l'instant.  Dans  une  Introduction  d'une  soixan- 
taine de  pages,  l'auteur  condense  Texposé  d'un  certain  nombre 
de  questions  d'Analyse  qui  sont,  en  Physique  mathématique,  d'un 
conUnuei  usage. 

Cette  introduction  renferme  le  calcul  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales définies  usuelles;  l'élude  des  principales  propriétés  des 
<*quations  de  Bessel  et  de  Heine,  le  développement  d'une  fonction 
d'une  variable  par  la  série  de  Fourier;  la  formule  de  Green  ;  le 
développement  d'une  fonction  de  deux  angles  en  série  de  fonctions 
«.le  Laplace.  A  propos  de  cette  dernière  question,  M.  Resal  repro- 
<luit  l'élégante  démonstration  par  laquelle  M.  G.  Darboux  prouve 
Buil,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XIII.  (Novembre  1889.)        71 
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que  le  développement  obtenu  représente  bien  la  fonction  donnée. 
Il  n'a  pas  cru  devoir  démontrer  la  proposition  analogue  relative 
au  développement  d'une  fonction  en  série  trigonométrique,  bien 
que  la  démonstration  de  Tune  de  ces  propositions  fût  aussi  néces- 
saire que  la  démonstration  de  l'autre.  La  démonstration  de  celle 
proposition  relative  à  la  série  de  Fourier  eût  donné  occasion  à 
M.  Resal  de  faire  connaître  au  lecteur,  à  côté  de  l'élégante  mé- 
thode imaginée  par  M.  Darboux,  la  méthode  puissante  de  Lejeune- 
Dirichlel. 

La  méthode  de  M.  Darboux,  prise  dans  les  propriétés  mêmes 
de  la  sphère,  et  dans  laquelle  toute  opération  analytique  prend 
une  signification  géométrique  évidente,  doit  à  ces  caractères  son 
extrême  élégance;  mais  elle  leur  doit  aussi  de  ne  pouvoir  s'étendre 
aux  autres  questions  du  même  genre;  au  contraire,  la  méthode  de 
Lejeune-Dirichlet,  prise  dans  ces  propriétés  élémentaires  des  in- 
tégrales définies  qu'expriment  les  deux  théorèmes  de  la  moyenne, 
s'applique  également  bien  aux  développements  eu  séries  de  fonc- 
tions trigonométriques,  de  fonctions  de  Laplace,  de  fonctions  de 
Bessel  et  de  fonctions  de  Lamé.  Nous  pensons  que  le  rapproche- 
ment des  deux  méthodes  eût  heureusement  complété  l'Introduc- 
tion du  Traité  de  M.  Resal. 

Le  tome  I  du  Traité  de  M.  Resal  renferme  l'étude  de  la  Capil- 
larilr,    de  Y  Elasticité  et  de  VOptique. 

Dans  la  première  édition  de  son  Traité,  M.  Resal  avait  traité  la 
Capillarité  par  une  méthode  semi-analytique  et  semi-géométrique 
dont  il  a,  dit-il,  reconnu  l'insuffisance.  Aussi,  dans  cette  nouvelle 
édition,  adopte-t-il  franchement  la  méthode  de  Gauss.  Sans  dis- 
cuter l'hypothèse  de  l'attraction  moléculaire  qu'il  adopte  d'emblée, 
M.  Resal  forme,  comme  Gauss,  l'équation  que  donne  l'application 
au  liquide  du  principe  des  vitesses  virtuelles;  comme  Gauss,  il 
réduit  les  intégrales  sextuples  qui  figurent  dans  cette  équation 
d'abord  en  intégrales  quadruples,  puis,  par  l'hypothèse  de  l'at- 
traction moléculaire,  en  une  somme  de  termes  proportionnels  aux 
aires  des  surfaces  qui  limitent  le  fluide;  abandonnant  alors  la 
marche  suivie  par  Gauss  et  qui  exige  l'emploi  du  calcul  des  va- 
riations, il  établit  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface 
du  fluide  et  la  condition  relative  au  contour  par  la  voie  si  élégante 
que  M.  J.  Bertrand  a  tracée  en  1848. 
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es  lois  fondamcnlales  sont  cnsuile  appliquées  à  quelques-uns 
plus  beaux  problèmes  de  la  théorie  de  la  Capillarité, 
a  forme  de  la  surface  d'un  liquide  au  contact  d'une  lame  ver- 
e  ou  entre  deux  lames  parallèles  et  verticales  est  déterminée 
plèlemenl  parla  méthode  de  Poisson.  L'expression  approchée, 
née  par  Poisson,  pour  la  hauteur  du  liquide  soulevé  dans  un 
)  cylindrique  de  faible  diamètre  est  ensuite  établie.  Puis,  par 
léthode  de  M.  Bertrand,  est  démontré  le  beau  théorème  de 
lace  sur  le  volume  du  liquide  soulevé  par  un  tube  cj^lindrique 
Iconque. 

tudiant  le  problème  des  liquides  superposés  dans  un  tube  cy- 
nique, M.  Resal  démontre  ce  théorème  de  Laplace,  que  le 
la  total  des  liquides  soulevés  ne  dépend  que  de  la  nature  du 
ide  inférieur.  Il  examine  ensuite  la  forme  d'une  goutte  de 
tore  posée  sur  un  plan  de  verre. 

L  Resal  traite  complètement  un  problème  dont  il  avait  entamé 
fotion  dans  la  première  édition  de  son  Traité  ;  il  s'agit  du  mou- 
ent  d'une  bulle  d'air,  presque  sphérique  dans  sa  position  ini- 
Vquî  est  abandonnée  dans  un  fluide  pesant  et  s'élève  au  travers 
éflaide. 

\  figure  prise  par  une  masse  liquide  au  sein  d'un  autre  liquide 

\êmc  densité  avec  lequel  elle  ne  se  mélange  pas  est  ensuite 

c  avec  des  développements  suffisants;  puis  vient  le  problème 

mes  de  liquide  glycériquc.  Ce  problème,  un  des  plus  beaux 

le  la  théorie  des  phénomènes  capillaires,  nous  paraît  un  peu 

irement  traité.  M.  Resal  indique  que  la  lame  liquide  doit 

3  la  forme  d'une  surface  à  courbure  moyenne  nulle;  puis  il 

,  sans  les  démontrer,  les  formules  qui  fournissent  l'intégrale 

•  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces;  il 

cette  intégrale  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Ossian 

sans  indiquer  qu'elle  est  due  à  Monge,  et  sans  présenter 

•s  plus  commodes  sous   lesquelles   elle  a  été  mise  par 

rstrass;  il  montre   enfin    que,    parmi   ces   surfaces,   se 

'alysséide  et  riiélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  Mais  il 

'  des  efforts  puissants  par  lesquels  Uiemann,  M.  Weier- 

.  Schwarz  ont  cherché  les  surfaces  à  courbure  moyenne 

ni  par  un  contour  donné,  ni  de  la  méthode  par  laquelle 

z  distingue  entre  ces  surfaces  les  véritables  surfaces 
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innombrables,  cl  Ton  a  une  grande  tendance  aujourd'hui  à  les  re- 
garder toutes  comme  équivalentes,  parce  que  les  équations  aux- 
njuelles  elles  conduisent  cadrent  toutes  également  bien  avec  l'ex- 
périence. Mais  la  valeur  d'une  théorie  ne  dépend  pas  seulement 
de  l'exactitude  de  ses  conclusions;  elle  dépend  aussi,  dans  une 
large  mesure,  de  la  méthode  qui  conduit  à  ces  conclusions.  Or, 
parmi  toutes  les  théories  de  la  double  réfraction,  celle  de  Lamé 
ssi celle  qui  emploie  le  moins  grand  nombre  d'hypothèses;  celle 
îonl  les  hypothèses  sont  susceptibles  d'être  énoncées  avec  la  plus 
rande  netteté  et  d'être  comparées  le  plus  immédiatement  à  l'ex- 
rience;  enfin,  elle  est  la  seule  qui  soit  absolument  compatible 
'C  les  saines  idées  introduites  par  son  auteur  dans  la  théorie  de 
isticité,   idées   trop    peu    comprises   encore   aujourd'hui.   Le 
•e  de  M.  Resal  contribuera  certainement  à  répandre  davantage 
lées,  et  ce  ne  sera  pas  le  moindre  des  services  qu'il  rendra. 
•n  de  particulier  à  signaler  dans  l'exposé,  donné  par  M.  Resal, 
théorie  des  interférences  et  des  principes  généraux  de  la 
»  de  la  diflraction.  Cet  exposé  s'éloigne  peu  de  celui  qui  est 
dans  la  plupart  des  Traités  de  Physique.  Nous  eussions  pré- 
^M.  Resal  exposer,  avec  les  élégantes  simplifications  géo- 
^8  qui  lui  sont  familières,  les  puissantes  idées  introduites 
•>ar  Kirchhoff  dans  cette  partie  de  la  Science, 
égrales  deFresnel,  qui  servent  à  la  résolution  numérique 
ae  de  la  diffraction,  sont  étudiées  avec  de  grands  détails. 
les  de  Knochenhauer,  de  Gauchy,  et  surtout  la  méthode 
M.  Ph.  Gilbert,  font  l'objet  d'une  élude  approfondie. 
e  mécanique  de  la  réflexion  et  la  théorie  drs  anneaux 
exposées  par  la  méthode  ordinaire.  Enfin,  le  tome  1 
se  termine  |)ar  une  Note  où  M.  Kesal  fait  connaître  la 
I.  Senf  pour  rétablisscnionl  de  Téquation  de  la  sur- 


'înferme  les  Ghapitrcs  suivants  : 
îrmodynamique.    Electrostatique.    Gourants  élec- 
lynamique.  Magnélisme  statique.  Mouvement  des 
mranls. 

c  la  Théorie  de  la  chaleur,  M.  Resal  se  borne  à 
>S  isotropes;  il  ne  dit  rien  de  la  conductibilité 
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dai  cfislaiix.  L't-qiintîon  aux  tli'rivi^cs  parliclles  du  uoiive- 

ment  calurifîqui;  étant  l'Uibtie,  l'an teiir  étudie  Ir  mouviinieniilsla 
chaleur  dans  un  solide  limiu^  par  une  surface  canal  à  seclion  Lris 
{leLitti,  iluiis  une  SfiUi^re,  dans  un  cylindre  circulaire  indi'-fini,  dani 
un  cube,  dans  uu  milieu  indt^lini  en  loul  sens.  La  iht'urie  du  n- 
froidisscmcnl  d'une  spb6rc  dans  le  cas  le  plus  g(5néral  est  ap- 
{)li()uéâ  à  IVtudc  du  refroidissement  de  la  Terre. 

«  J'espère,  dit  M.  Kesal,  avoir  mis  ta  Thermodynamiques 
niveau  des  connaissancc<i  actuelles.  » 

Sans  doute,  M.  Rcsal  n'a  pas  fait  attention  que  cette  phrase, 
pristt  à  lu  lettre,  consliluersil  une  appréciation  bien  si'vère  des  tra- 
vaux dont  il  n'a  pas  cru  devoir  parler.  A  coup  sûr,  il  n'a  paspH 
eoLrcr  dans  l'esprit  de  l'imminent  géomètre  de  condamner aiasî  lis 
travaux  de  MM.  Moutier,  Hortsinann  et  Gibbs  sur  la  Mécanique 
chimique,  ni  le  beau  Mémoire  où  KirchbolT,  en  i858,  a  abordr 
celte  étude  des  dissolutions  qui  donne  lieu  aujourd'hui  h  d'innom- 
brables recberches,  ni  l'introduction  de  la  fonction  caractéris- 
tique pour  laquelle  il  se  borne  à  de  brËves  indications. 

Dans  l'étude  de  V Électroslaiif/ue,  l'auteur  suppose  connue  la 
lliéorie  du  potentiel,  dont  il  se  borne  à  énoncer  les  propositions 
fondamentales.  \}n  exposé  succinct  de  cette  théorie  eût  sans  doulc 
étt'   ulile  k   beaucoup   de  ceux  auxquels  s'adresse  l'Omrage  "■'■ 
M.  Kesal  et  les  eût  dispensés  de  chercher  cette  théorie  dans  **** 
autre  livre.  Dans  le  domaine  même  de  l'Électrostatique,  nous  ^' 
grcitons  que  la  distribution  sur  une  surface  conductrice  qui  en*'* 
loppc  les  corps  éleclrisés  n'ait  pas  été  plus  complètement  éludî^^  ' 
c'est  en  effet  l'objet  d'un  problème  des  plus  intéressants  à  la  f-*"^^ 
pour  le  mathématicien  et  pour  le  physicien,  et  qui  est  trop  so^^^ 
vent  omis  dans  les  Traités  de  Physique;  les  Leçons  de  LejeocT^^ 
Dirichlet  sont,  à  notre  connaissance,  le  seul  Ouvrage  où  il  sc^  ' 
exposé  d'une  manière  suflisante. 

Le  Chapitre  relatif  aux  courants  lUectriqiies  se  compose  seul»  * 
ment  de  quelques  pages;  il  traite  de  la  loi  d'Ohm,  des  couran  -*' 
thermo-électriques,  de  la  théorie  de  la  pile;  la  proportionnali*  • 
entre  l'effet  Pellîer  et  la  différence  de  niveau  potentiel  au  conta»  ^ 
de  deux  métaux,  la  non-esistcnce  de  l'effet  Thomson,  la  propoi*  * 
tionnalilc  de  la  force  éleclroniolrice  d'un  couple  ihernio-éleclriq*-* 
à  la  différence  de  température  des  deux  soudures,  l'é^'alité  enli*  ' 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         271 

la  chaleur  chimique  et  la  chaleur  voltaïque  sont  exposées  dans  ce 
Chapitre.  L'intérêt  historique  de  cette  exposition  est  incontestable  ; 
mais  on  voudrait  quelques  indications  relatives  aux  travaux  qui 
ont  conduit  à  rejeter  de  ces  lois,  tant  au  point  de  vue  expérimental 
qu'au  point  de  vue  théorique,  et  à  leur  substituer  des  propositions 
plus  exactes. 

Le  Chapitre  consacré  à  \ Electrodynamiquè  débute  par  un  ex- 
posé très  simple  et  très  soigné  de  la  formule  d'Ampère  et  de  ses 
conséquences;  puis  l'auteur  aborde  la  théorie  de  l'induction  élec- 
trique :  il  fait  découler  cette  théorie  de  la  formule  de  Weber  qu'il 
adopte  sans  discussion. 

Nous  regrettons  que  l'auteur  ne  nous  ait  pas  laissé  entrevoir 
les  critiques  qui  ont  été  adressées  à  cette  formule,  et  ne  nous 
ait  rien  dit  de  ce  débat  qui  a  provoqué  des  centaines  de  Mémoires 
et  auquel  ont  pris  part  tous  les  grands  électriciens  de  notre 
époque. 

Dans  la  théorie  du  Magnétisme  statique  y  M.  Resal  signale  le 
défaut  de  rigueur  de  l'analyse  de  Poisson.  11  traite  ensuite  de  l'ai- 
mantation d'une  enveloppe  sphérique,  de  Taimantation  d'un  ellip- 
soïde plein  et  de  l'action  de  plusieurs  sphères  aimantées  par  la 
terre  sur  un  point  extérieur. 

Le  dernier  Chapitre  de  l'Ouvrage  est  consacré  au  Mouvement 
des  aimants  et  des  courants,  M.  Resal  y  développe,  en  partant 
de  la  loi  de  Biot  et  Savart,  la  loi  de  Laplace  sur  l'action  d'un  pôle 
d'aimant  sur  un  élément  de  courant. 

Signalons  enfin  deux  Notes.  L'une,  rédigée  d'après  les  idées  de 
M.  Maurice  Lévy,  sur  le  transport  du  travail  par  l'électricité; 
l'autre,  due  à  M.  Ph.  Gilbert,  ayant  pour  but  de  démontrer  l'exis- 
tence d'un  et  d'un  seul  état  d'équilibre  sur  les  conducteurs  élec- 
trisés.  Celle-ci  emploie  les  mêmes  principes  que  la  méthode  par 
laquelle  Riemann  démontre  le  principe  de  Dirichlet.  Elle  est, 
comme  elle,  soumise  aux  objections  de  M.  Weierstrass. 

En  résumé,  l'Ouvrage  de  M.  Resal  embrasse,  dans  un  cadre  re- 
lativement restreint,  la  plupart  des  grandes  questions  de  Physique 
mathématique;  elles  y  sont  traitées  avec  une  élégante  concision 
qui  fait  regretter  plus  vivement  les  sujets  qui  ne  sont  pas  abordés. 

Nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  regretter  aussi  que  M.  Resal 
n'ait  pas  réagi,  avec  Tauloritc  qui  lui  appartient,  contre  une  ten- 
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dancc  fâcheuse  qui  va  en  s'accentuant  dans  les  Traités  de  Physique 
mathématique.  Elle  consiste  à  s'occuper  surtout  des  cas  particu- 
liers où  peuvent  s'intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles  de 
la  Physique  sans  s'occuper  de  l'établissement  de  ces  équations,  de 
leurs  propriétés  générales,  de  leurs  conséquences  vérifiables  par 
l'expérience.  H  arrive  parfois  que  ces  intégrations,  prises  ainsi  en 
elles-mêmes,  présentent  un  intérêt  analytique  qui  justifie  la  peine 
que  l'on  a  prise  pour  y  parvenir;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  le  problème,  résolu  par  Lamé,  de  l'équilibre  des  tempéra- 
tures sur  un  ellipsoïde;  mais,  outre  que  celte  circonstance  est 
assez  rare,  elle  ne  saurait  en  tous  cas  faire  admettre  cette  conception 
de  la  Physique  mathématique  ;  pour  que  cette  science  mérite  son 
nom,  elle  doit  avant  tout  servir  au  physicien.  Or  le  physicien  a 
besoin  de  se  rendre  un  compte  exact  des  hypothèses  sur  lesquelles 
repose  la  mise  en  équation  des  problèmes  qui  l'occupent,  et  des 
lois  générales  qui  découlent  de  ces  hypothèses.  Rarement  il  a  be- 
soin d'intégrations  toujours  trop  particulières  pour  s'appliquer 
aux  corps  de  forme  compliquée  qu'il  a  à  manipuler.  Ces  intégra- 
tions n'ont  d'intérêt  pour  lui  que  lorsqu'elles  permettent  une  véri- 
fication expérimentale  des  hypothèses  faites,  ou  lorsqu'elles  four- 
nissent des  méthodes  de  mesure  des  coefficients  introduits  par  la 
théorie.  Les  grands  physiciens  qui,  comme  Laplace  et  Poisson, 
ont  fond('  la  Physique  mathématique,  avaient  bien  compris  ce  ca- 
ractère de  la  Science;  mais  depuis  il  a  été  méconnu,  et  les  Traités 
de  Physique  mathématique,  devenus  des  collections  de  problèmes 
sur  les  é(|uations  aux  dérivées  partielles,  ont  cessé  d'être  lus  par 
les  physiciens,  au  grand  détriment  de  la  Science. 

P.    DUHEM. 


George  Joiinston  ALLMAN.  —  Greek  Geometry  from  Thales  to  Euclid. 

Dublin,  Ilodgos,  Figgis  and  G*,  Grafton  Street.  London,  Longmans,  Groen 
and  C",  Patcrnoster  Row,  1889,  xii-237  p.  in-8°. 

Cet  Ouvrage,  formé  par  la  réunion  d'articles  publiés  dans 
Yllernialliena  de  Dublin  de  1878  à  1887  et  complétés  mainte- 
nant |)ar  diverses  Notes  et  par  l'addilion  d'un  index,  constitue 


lu« 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         273 

une  histoire  complète  de  la  Géométrie  grecque  avant  Euclide. 
L^auteur,  professeur  de  Mathématiques  au  Queen's  Collège,  à 
Galway,  a  suivi  la  méthode  inaugurée  par  Bretschneider  dans  son 
Ouvrage  similaire;  c'est-à-dire  qu'il  commence  par  réunir,  sur 
chaque  mathématicien,  les  témoignages  de  l'antiquité,  puis  qu'il 
commente  ces  témoignages  et  en  conclut  les  connaissances  qu'ils 
supposent. 

Les  lecteurs  du  Bulletin  savent  que  j'ai  moi-même  étudié  la 
même  époque  dans  une  série  d'articles  publiés  ici  de  i885  à  1887 
et  également  réunis  en  volume  (*).  Ils  savent  aussi  que  j'ai  adopté 
un  plan  essentiellement  différent  et  que  je  me  suis  proposé  moins 
d'exposer  l'histoire  des  débuts  de  la  Géométrie  que  d'examiner 
le  degré  de  confiance  que  méritent  les  documents  sur  lesquels 
repose  cette  histoire.  Je  me  plais  à  remarquer  que,  quand  même 
je  n'aurais  pas  été  devancé  par  M.  Âllman  pour  l'histoire  propre- 
ment dite,  je  n'aurais  pas  essayé  de  refaire,  ainsi  qu'il  y  a  réussi, 
l'œuvre  de  Bretschneider;  car  je  n'aurais  vraiment  pas  cru  qu'il 
fût  possible  de  réaliser,  comparativement  à  cette  dernière,  un 
progrès  aussi  sérieux  que  celui  que  l'on  peut  constater  dans  le 
volume  du  professeur  anglais.  Je  ne  crois  pas  pouvoir  en  faire  un 
meilleur  éloge. 

De  même  que  j'ai  souvent  eu  l'occasion  de  citer  M.  Allman,  il 
m'a,  à  son  tour,  fréquemment  mentionné,  soit  pour  s'appuyer 
sur  mon  opinion,  soit  pour  la  contredire  sur  quelque  point  de 
détail.  Mais  j'ai  d'autant  moins  l'intention  d'ouvrir  une  discussion 
sur  les  questions  où  nous  pouvons  ne  pas  être  d'accord  que  je 
lui  dois  rendre  celle  justice,  qu'en  tous  cas  il  expose  très  claire- 
ment et  très  loyalement  les  arguments  opposés  aux  siens  et  qu'il 
met  toujours  le  lecteur  à.  môme  de  se  prononcer  en  pleine  con- 
naissance de  cause. 

Je  préfère  donc,  après  avoir  donné  un  rapide  aperçu  de  l'Ou- 
vrage, relever  seulement  quelques  points  que  je  n'ai  pas  encore  eu 
l'occasion  de  traiter. 

Après  une  courte  introduction,  M.  Allman  traite  en  neuf  Cha- 
pitres séparés  :  Thaïes,  Pythagore  et  son  école,  Hippocrate  de 


(^)  La  Géométrie  grecque,  comment  son  histoire  nous  est  parvenue  et  ce 
que  nous  en  savons.  Paris,  Gaulhicr-Villars,  1887. 
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Ghios  el  Démocrîte,  Archytas,  Eudoxe,  Ménechme,  Dinoslrate, 
Arislce,  Théétète.  Il  rompt  ainsi,  et  à  bon  droit,  avec  la  tradition 
qui  ne  montre,  dans  les  géomètres  du  iv®  siècle  avant  notre  ère, 
que  Platon  et  TAcadétnie;  il  fait  ressortir  qu'au  contraire  les  tra- 
vaux importants  de  cette  période  sont  dus  soit  à  Eudoxe,  soit  à 
des  mathématiciens  qui  se  rattachent  directement  à  Técole  parti- 
culière qu'il  avait  fondée. 

C'est  en  tout  cas  à  cette  école  qu'appartient  la  découverte  des 
sections  coniques,  attribuée  à  Ménechme  sur  le  témoignage,  peut- 
être  insuffisant,  d'un  vers  d'Eratosthène,  car  il  est  bien  établi  que, 
avant  Ménechme,  Eudoxe  et  même  son  maître  Archjtas  avaient 
considéré  des  intersections  de  surfaces,  et  si  l'on  ne  peut  certai- 
nement prouver  qu'Eudoxe  ait  étudié,  par  exemple,  la  section 
oblique  du  cj'lindre,  il  est  incontestable  que  la  découverte  des 
propriétés  de  cette  courbe  ne  pouvait  lui  présenter  aucune  diffi- 
culté sérieuse. 

Au  sujet  de  l'emploi  des  courbes  en  général  et  en  particulier  de 
celui  des  sections  coniques  pour  la  solution  de  problèmes  comme 
la  duplication  du  cube,  il  y  a  une  importante  question  qui  reste 
en  suspens.  Les  courbes  étaient-elles  supposées  construites  par 
points  ou  autrement? 

En  faveur  de  la  construction  par  points,  j'ai  fait  observer  ici 
qu'on  ne  peut  guère  supposer  un  autre  tracé  pour  la  quadratrice 
(en  dehors  de  Temploi  de  patrons  taillés  sur  une  quadratrice  déjà 
construite).  M.  Allman  penche  pour  la  même  solution  en  ce  qui 
concerne  les  coniques  et  il  met  en  avant  divers  arguments  dont  la 
valeur  est  incontestable. 

On  a  objecté  qu'une  telle  construction  est  contraire  à  toutes 
les  habitudes  de  la  Géométrie  grecque;  c'est  là  une  assertion  plus 
facile  à  émettre  qu'à  développer.  Nous  voyons  de  fait  les  géo- 
mètres grecs  essayer  de  résoudre  les  problèmes  par  la  règle  et  le 
compas,  mais  pour  les  questions  solides,  quand  interviennent  les 
coniques,  nous  n'avons  aucun  indice  d'un  tracé  continu,  avant 
celui  de  la  parabole,  dont  il  n'est  parlé  qu'à  une  époque  très  pos- 
térieure (au  vi*'  siècle  de  notre  ère).  Bien  plus,  il  semble,  à  la 
façon  dont  Nicomède  exalte  sa  découverte,  que  la  conchoïde  ait 
été  la  première  courbe  dont  le  tracé  continu  ait  été  réalisé,  grâce 
à  l'emploi  d'un  instrument  spécial. 
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L'ohjcclion  est  donc  loin  d'être  décisive;  cependant  la  manière 
dont  Eratoslhène  parle  de  la  solution  du  problème  de  Délos  par 
Ménechme  ne  me  paraît  guère,  tout  compte  fait,  conciliable  avec 
l'hypothèse  de  la  construction  par  points  pas  plus  qu'avec  celle 
d'un  tracé  continu.  Il  ne  reste  donc  qu'une  supposition  à  faire, 
c'est  qu'on  ait  admis,  chez  les  géomètres  grecs  de  cette  époque, 
le  tracé  des  coniques  comme  pouvant  être  obtenu  au  moyen  de  la 
section  effective  d'un  cône  par  un  plan. 

Si  invraisemblable  que  puisse  paraître,  au  premier  abord,  une 
supposition  de  ce  genre,  elle  mériterait  peut-être  d'être  examinée 
-  à  fond.  Remarquons  tout  d'abord  qu'il  ne  s'agit  pas  là,  à  mon 
sens,  de  la  question  pratique  (la  construction  par  points,  avec  la 
règle  et  le  compas,  aurait  encore  été  plus  simple),  mais  d'une  con- 
ception théorique  susceptible,  à  la  rigueur,  d'une  réalisation  pra- 
tique. 

Cette  conception  aurait  reposé  sur  Tidée  qu'après  les  construc- 
tions manuelles  réalisables  avec  la  règle  et  le  compas  il  faut  passer 
aux  constructions  manuelles  susceptibles  d'un  égal  degré  de  pré- 
cision. Or  les  anciens  connaissaient  le  tour,  et  ils  se  rendaient 
parfaitement  compte  qu'avec  cet  instrument  on  peut  obtenir  des 
surfaces  de  révolution  à  méridienne  simple  au  moins  aussi  par- 
faîtes  que  tout  plan  dressé  à  la  main. 

A  propos  de  la  solution  d'Archytas  pour  le  problème  de  Délos, 
solution  obtenue  au  moyen  des  intersections  réciproques  d'un 
cylindre,  d'un  tore  et  d'un  cône,  j'ai  écrit,  comme  le  rappelle 
M.  Allman  (p.  122),  que  la  recherche  des  projections  de  ces  inter- 
sections était  si  naturelle  que  l'on  ne  pouvait  s'étonner  que  d'une 
chose,  à  savoir  qu'Archylas  eût  conservé  à  sa  solution  une  forme 
purement  théorique. 

Mais,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  que  j'ai  indiqué,  on  pourra 
moins  s'étonner.  Rien  ne  nous  serait  en  somme  plus  facile,  si  la 
chose  en  valait  la  peine,  que  de  disposer  un  engin  pouvant  réaliser 
la  solution  d'Archytas  avec  la  précision  de  la  règle  et  du  compas. 
Nul  doute  qu'Archytas  en  ait  pu  faire  autant,  ce  qui  ne  veut  nul- 
lement dire  qu'il  l'ail  fait  ou  qu'il  ait  proposé  de  le  faire  prati- 
quement; mais  il  pouvait  siiflire,  dans  Tordre  d'idées  de  l'époque, 
que  la*  chose  fût  simplement  possible. 

L'absurdité  prati(|ue  de  la  n'alisation  effective  de  sections  de 
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solides  pour  le  tract?  des  courbes  diiiiiniiG  sensiblement  si  Ion 
passe  de  la  solution  d'Arch^las  à  celle  de  Ménechme,  la  première 
par  exemple,  qui  emploie  deux  paraboles  de  paramètres  dinTêrenls. 
Avec  des  engins  relativement  simples,  ce  ne  sérail  qu'un  jeu,  â  la 
vérili5  un  peu  long,  que  de  construire  matériellement  un  cône 
orllujgone  el  de  le  couper  perpendiculairement  à  une  génératrice, 
à  des  distances  déterminées  du  sommet,  de  façon  à  olilenir  les 
patrons  de  deux  courbes  à  reporter  sur  un  plan.  A  un  Ici  procédé, 
le  langage  d'Eratoslhène  s'appliquerait  parfailement. 

Il  est  un  autre  point  de  l'histoire  des  coniques  qut  n'est  pas 
encore  sufilsaniment  élucidé,  même  depuis  les  travaux  de  Zeu- 
then.  Je  veux  parler  de  l'œuvre  d'Aristée. 

Je  crois,  avec  Heiberg,  et  contrairement  aux  conclusions  de 
M.  Allman,  qu'Aristée  n'a  composé  sur  les  coniques  que  ses  cinq 
Livres  des  Lieux  solides,  qui  formaient  tine  suite  aux  travaux  de 
Ménecbme;  qu'au  contraire  il  n'a  pas  rédigé  d'Éli^ments  de  co- 
nii/nes.  Ce  fut  Euclide  qui,  le  premier,  composa  de  tels  Eléments 
et  fit  ainsi  oublier  les  écrits  du  premier  inventeur. 

Ijis  Coni'/ues  d'EucIidc  disparurent  à  leur  tour  devant  celles 
d'Apollonius  ('),  mais  le  travail  d'Aristée  continua  au  contraire  à 
faire  partie  du  Recueil  classique  des  Ouvrages  d'Analyse  géomé- 
trique et  il  érait  encore  étudié  au  temps  de  Pappus,  comme  suite 
aux  Coniques  d'Apollonius. 

C'est  à  peu  près  tout  ce  qu'on  en  sait  et  aucune  divination 
sérieuse  n'a  été  tentée  sur  son  contenu.  11  me  semble  cependant 
qu'une  étude  approfondie  de  Pappus  et  en  même  temps  la  re- 
cherche des  lacunes  incontestables  qu'offre  l'œuvre  d'Apollonius 
pourraient  jeter  quelque  lumière  sur  ce  sujet. 

Pappus  nous  dit  expressément  qu'Euclide,  écrivant  après 
Aristée,  évita  d'aller  sur  ses  brisées,  c'cst-à-dirc  sans  doute  qu'il 
ne  reprit  pas  les  théories  complètement  traitées  par  l'auteur  des 
Lieux  solides,  qu'il  développa  au  contraire  celles  sur  lesquelles 
s'appujait  celui-ci,  comme  avant  déjà  été  traitées  par  Ménecbme. 


l  dcviiiit  les  quatre  preinie 
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Apollonius,  suivant  Tordre  adopté  par  EucHde,  laissa  probable- 
ment subsister  les  lacunes  volontairement  laissées  par,  son  pré- 
curseur et  ce  fut  évidemment  la  raison  qui  fit  maintenir  l'étude 
des  Lieux  solides  d'Aristée,  certaines  choses  essentielles  à  con- 
naître ne  se  trouvant  que  là. 

La  lacune  la  plus  saillante  des  Coniques  d'Apollonius  est  sans 
contredit  Tabsence  de  toute  mention  du  foyer  de  la  parabole, 
tandis  que  les  foyers  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  sont  l'objet 
d'une  théorie  étendue.  Le  foyer  de  la  parabole  ne  se  trouve  indi- 
qué d'une  façon  précise  dans  aucun  texte  grec  antérieur  à  An- 
ihemius  (vi*  siècle  de  notre  ère),  et  l'on  a  voulu  faire  à  ce  dernier 
mathématicien  l'honneur  de  cette  découverte  capitale. 

Je  crois,  tout  au  contraire,  que,  si  Apollonius  n'a  pas  parlé  du 
foyer  de  la  parabole,  c'est  qu'il  n'avait  rien  à  en  dire  de  plus  que 
ce  qu'en  avait  déjà  dit  Aristée.  En  considérant,  en  effet,  les  lieux 
solides  qu'emploie  Pappus  dans  sa  proposition  IV,  44?  dont  le 
texte  est  malheureusement  corrompu,  il  me  semble  impossible, 
d'une  part,  d'y  méconnaître  des  énoncés  tirés  d'Aristée,  et  de  sup- 
poser, d'un  autre  côté,  que  le  géomètre  qui  avait  recherché  ces 
lieux  n'eût  pas  de  même  cherché,  par  exemple,  celui  des  points 
également  distants  d'une  droite  et  d'un  point. 

Les  Lieux  solides  d'Aristée  devaient  sans  doute  être  un  Recueil 
de  problèmes,  les  uns  plus  simples,  les  autres  plus  compliqués, 
conduisant  à  des  équations  de  sections  coniques.  S'il  avait  pro- 
cédé avec  une  certaine  méthode,  il  avait  dû  sans  doute  reconnaître 
par  cette  voie  bon  nombre  de  propriétés  intéressantes  que  nous  ne 
rencontrons  pas  dans  les  Coniques  d'Apollonius  et  dont  nous 
pouvons,  dès  lors,  attribuer  la  découverte  aux  modernes,  quand 
ils  les  ont  simplement  retrouvées. 

J'estime  également  que  le  problème  du  lieu  à  trois  ou  quatre 
lignes  avait  été  déjà  posé  par  Aristée  et  qu'il  l'avait  même  traité 
d'une  façon  suffisante  pour  que  sa  solution  n'eût  besoin  que  d'être 
complétée  par  l'application  immédiate  d'un  certain  nombre  de 
théorèmes  successivement  découverts  par  Euclide  et  par  Apollo- 
nius. C'est  ainsi  seulement  que  je  puis  m'expliquer  que  ce  dernier 
n'ait  pas,  pour  son  compte,  traité  ce  célèbre  problème. 

Je  me  borne  à  ces  brèves  indications  qui  ont  pour  but  principal 
de  faire  ressortir  que  la  théorie  des  coniques  a  dû  se  développer 


PREMIERE  PARTIE. 
,      (ICC  IIS  iftl  et  hcaiicoiip  plus  complèiemenl  (]u'on  d'csI 

I       ^...viit  porté  â  le  croire;  que  d'ailleurs  ces  développcmctiis 
,  eu  lieu  dans  une  voie  beaucoup  plus  voisine  des  ini^ihodcs 
il^ti({ues  miiderncj   <{ui'  les  théories  d'Apollonius,   et   cela  à 
I  occasion  de  problèmes  de  lieux  posés  sur  le  plan  et  conduisant 
à  des  relations  tout  à  fait  analogues  à  nos  équations  entre  coor- 
données. Pacl  Takxeuï. 


NIJOHGE  (J.).  —  I.NTËGHiITlOX  DES   ÉQUATIONS   tIE   L*  MÉCASIQUE.  I  ïol, 

ia-8°;  290  p.  Liage,  Uesoor;  Bruxelles,  tlayez;  1889. 

Sous  ce  litre,  M,  Graindorge  public  une  exposilion  d'ensemble 
des  recherches  les  plus  importantes  concernant  ce  chapitre  essen- 
tiel de  l'Analyse  el  de  la  Mécanique.  Il  établit  d'abord  les  équa- 
tiont  de  Logrungc  et  il  en  déduit  celles  d'Haroillon.  Ces  dernières 
sont  obtenues  aussi  directeiiienl,  en  suivant  une  voie  qu'a  indiquée 
M.  k.  Mathieu. 

L'étude  (le  CCS  équations  se  relie  â  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  comme  l'ont  montré 
Mjimiltim  et  .lacubi.  L'auteur  traite,  en  suivant  cette  voie,  les 
problèmes  classiques  développés  par  Jacobi  dans  les  Vorlesungen 
liber  Dynamik  et  complète  sur  quelques  points  les  résultats  gé- 
néraux obtenus  par  ce  dernier  au  moyen  des  recherches  de 
M.  Ma^er  cl  de  M,  Darboux.  Il  développe  ensuite  les  consé- 
quences du  théorème  rondamental  de  Poisson-Jacobi,  ainsi  que  les 
remarques  essentielles  de  M.  Bertrand  surla  valeur  de  ce  théorème. 
Enfin,  après  avoir  analysé  les  travaux  de  Bour  sur  la  matière,  il 
consacre  à  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  el 
des  perturbations  les  dernières  pages  de  son  Livre.  J.  T. 
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H.  VOGT.  —  Sur  les  invariants  fondamentaux  des  équations  différen- 
tielles LINÉAIRES  du  SECOND  ORDRE. 

Ce  travail,  présenté  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  pour 
objet  l'étude  des  relations  qui  existent  entre  une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  et  le  groupe  correspondant. 

M.  Poîncaré  {Acta,  IV)  montre  que  le  groupe  dépend  de  cer- 
taines fonctions  des  coefficients  de  Téquation,  qu'il  appelle  inva- 
riants fondamentaux;  ils  sont  en  nombre  3/i  —  3,  si  n  est  le 
nombre  des  points  singuliers  non  apparents,  à  distance  finie. 

M.  Vogt  considère  d'abord,  indépendamment  de  toute  équation 
différentielle,  Zn  —  3  invariants  fondamentaux  particuliers  et  en 
déduit,  d'une  part,  les  n  substitutions  fondamentales  du  groupe, 
d'autre  part  l'invariant  d'une  substitution  quelconque.  Le  pro- 
blème ainsi  posé  dépend  de  la  résolution  Ae  n  —  2  équations  du 
second  degré  et  a  2""^  solutions;  Tinvariant  d'une  substitution 
quelconque  est  fonction  entière  des  3/i  —  3  invariants  primitifs 
et  de  /i  —  2  autres  qui  leur  sont  liés  par  n  —  2  équations  du  se- 
cond degré  à  coefficients  entiers;  cela  signifie  qu'il  y  a  2""^  équa- 
tions différentielles  avant  un  système  donné  de  in  —  3  invariants 
fondamentaux  ;  à  chacune  d'elles  correspond  un  groupe  différent. 

Il  y  a  exception  lorsque  les  invariants  satisfont  k  in  —  3  rela- 
tions rationnelles  et  entières;  ce  sont  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'équation  différentielle  soit  réductible. 

Dans  le  §  5,  on  forme  tous  les  systèmes  d'invariants  fondamen- 
taux; on  résout  d'abord,  par  rapport  à  S|,  S2,  ...,  S,^,  un  système 
d'équations  en  substitutions  de  la  forme 

SJ^'S?*...  =1k       (A- =  1,9.,  ...,/i). 

Pour  que  S|,  Sa,  ...,  S^  soient  un  produit  de  substitutions  T,  il 
est  nécessaire,  dans  le  cas  où  les  substitutions  sont  indépendantes, 
que  les  substitutions  T  s'expriment  au  moyen  des  S  par  applica- 
tion et  répétition  de  trois  opérations  simples;  ces  conditions  sont 
du  reste  suffisantes  dans  tous  les  cas;  elles  conduisent  à  des  trans- 
formations entières  et  réversibles  des  systèmes  d'invariants  fon- 
damentaux. Ces  transformations,  analogues  aux  transformations 

Bull,  des  Sciences  niathéni.,  2'  série,  l.  Mil.  (Dêrcinlirc  1889.)         iZ 
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Cremona,  laissent  invariable  le  système  des  2/1  —  3  relations  de 
réductibililë. 

On  résout  ensuite  ce  problème  important  :  Reconnaître  sur 
les  invariants  d/un  groupe  si  ce  groupe  est  fuchsien;  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  invariants  et  le  polygone  fuchsien 
fournissent  non  seulement  la  solution  de  la  question,  mais  encore 
la  traduction  géométrique  des  résultats  qui  précèdent. 

Dans  la  deuxième  Partie,  Tauteur  détermine  les  invariants  en 
fonction  des  paramètres  de  Téquation  différentielle;  la  nature  de 
ces  fonctions  sVxplique  par  la  présence,  dans  leur  développement 
en  série,  de  fonctions  désignées  par  A  et  analogues  au  logarithme. 

Dans  la  dernière  Partie,  on  cherche  à  étudier  les  fonctions  in- 
verses, c'est-à-dire  les  paramètres  de  Téquation  différentielle  con- 
sidérés comme  fonctions  des  invariants  fondamentaux.  Lorsque 
Ton  connaît,  par  la  théorie  des  fonctions  zéta-fuchsiennes  par 
exemple,  une  équation  avant  n  points  singuliers  donnés  à  l'avance, 
n  —  2  points  apparents,  et  un  groupe  donné,  toutes  les  autres 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  se  déduisent  de  la  première  par 
Tapplication  de  transformations  analogues  aux  transformations 
Cremona;  les  racines  des  équations  déterminantes  sont  altérées 
de  nombres  entiers,  les  points  apparents  sont  remplacés  par  n  — 2 
autres  et  les  paramètres  se  changent  en  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  paramètres  el  des  racines  des  équations  déterminantes. 

Il  existe  de  plus,  pour  les  paramètres  considérés  comme  fonc- 
tions des  invariants,  des  points  et  des  surfaces  de  singularité  ana- 
logues à  des  points  critiques  algébriques. 


JCKL.    —    BlDRAG  TIL   DEN    lUAGINARE   LIMES   OG    DEN    IMAGINARE   PLANS   GeO- 

METRi  (').  1   vol.  in-8**,  viii-ioi  p.  Copenhague,  i885. 

Celte  thèse  commence  par  un  résumé  des  définitions  de  v.  Staudt 
dos  éléments  imaginaires,  auquel  Fauteur  joint  une  simplifica- 
tion de  la  théorie  des  correspondances  projeclives  de  ces  élé- 
ments, en  considérant,  à  côté  de  la  projectivilé  propre,  une  espèce 

(')  Contrihulions  à  la  géoinélrie  de  la  droite  el  du  plan  imaginaires. 
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de  correspondances  qu'il  appelle  symétrales,  et  qui  font  corres- 
pondre les  éléments  d'une  figure  aux  éléments  conjugués  aux 
éléments  imaginaires  d'une  figure  projective  à  la  première  figure. 
L'introduction  de  la  symétralité  devient  nécessaire  lorsqu'on  veut 
étendre  aux  éléments  imaginaires  la  définition  suivante  de  la 
projectivité  des  éléments  réels  de  deux  figures  :  deux  figures 
planes  sont  projectives  si,  à  la  fois,  les  points  et  les  droites  de 
l'une  correspondent  d'une  manière  univoque  aux  points  et  aux 
droites  de  l'autre. 

La  discussion  de  ces  correspondances  est  en  partie  géométrique, 
en  partie  analytique.  Dans  la  partie  géométrique,  l'auteur  s'oc- 
cupe, par  exemple,  de  la  question  s'il  est  possible  de  composer 
une  transformation  symétrale  quelconque  d'une  série  d'involu- 
tions.  Dans  la  partie  analytique,  il  prend  un  point  de  départ  assez 
abstrait  pour  l'étude  des  Wiirfe  de  v.  Staudt,  en  cherchant  les 
transformations  projectives  dont  la  composition  est  soumise  aux 
principes  associatif,  commutatif  et  distributif.  Du  reste,  il  s'occupe 
en  particulier  des  invariants  d'une  ou  de  plusieurs  expressions 
de  la  forme  axy  —  bx  —  cy -^  d^  le  symbole.  J?  désignant  la 
quantité  conjuguée  à  la  quantité  imaginaires^. 

Les  points  réels  d'un  plan  réel  formant  un  groupe  bien  dis- 
tingué aussi  au  point  de  vue  projectif,  les  groupes  qu'on  en  forme 
par  une  transformation  projective  méritent  une  étude  particulière. 
En  étendant  la  terminologie  de  v.  Staudt^  l'auteur  les  appelle  des 
chaînes  à  deux  dimensions.  Après  avoir  trouvé  leurs  propriétés 
principales,  l'auteur  montre  l'application  de  cette  théorie  à  des 
problèmes  où  il  s'agit  de  critères  de  la  réalité  de  points  d'une 
figure. 

Un  plan  imaginaire  contient  une  seule  droite  réelle.  Ses  autres 
points  sont  imaginaires  et  correspondent  univoquement  aux 
droites  réelles  qui  les  contiennent.  Les  courbes  du  plan  imagi- 
naire sont  donc  représentées  par  des  congruences  de  droites. 
L'auteur  se  sert  de  cette  représentation  pour  étudier  les  pro- 
priétés des  courbes  du  second  et  du  troisième  ordre  et  certaines 
propriétés  d'une  courbe  algébrique  générale  dans  un  plan  ima- 
ginaire. Le  cas  où  le  plan  est  réel  n'étant  qu'un  cas  particu- 
lier, il  parvient  aussi  de  cette  façon  à  des  propriétés  d'une  courbe 
algébrique  dans  un  plan  réel,  par  exemple  à  la  relation,  trouvée 
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par  M.  Klein,  qui  a  lieu  entre  les  nombres  des  tangentes  et  des 
points  réels  d'une  courbe  algébrique  imaginaire  dans  un  plan 
réel.  H.  Z. 


GRUEY,  Professeur  d'Astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon,  direc- 
teur de  l'Observatoire.  —  Exercices  astronomiques  a  l'usage  des  élèves 
DES  Facultés  et  des  Observatoires,  i  vol.  in-8*,  346  p.,  22  pi.  gr.  A. 
Hermann;  Paris,  1889. 

Le  nouvel  Ouvrage  de  M.  Gruey  vient  compléter  d'une  manière 
heureuse  ses  Leçons  d* Astronomie,  publiées  dernièrement  (*). 
Après  le  cours,  voici  la  conférence.  Les  compléments  du  cours,  les 
149  problèmes  résolus  qui  sont  réunis  dans  les  Exercices  astro- 
miques  en  font  une  œuvre  bien  propre  à  éclairer  et  à  fixer  la 
théorie  dans  Fesprit  de  l'étudiant,  en  lui  permettant  un  essai  fé- 
cond de  ses  premières  connaissances  en  Astronomie.  Ce  Recueil 
rendra  ainsi  les  mêmes  services  que  rendent  journellement,  pour 
l'Analyse  et  la  Mécanique,  les  Recueils  si  répandus  de  MM.  Frenet, 
Tisserand,  Jullien,  de  Saint-Germain. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Livres,  et  les  questions  se  succè- 
dent dans  l'ordre  même  du  cours  lithographie,  auquel  le  lecteur 
est  renvoyé  à  chaque  instant. 

Les  Livres  I  et  11,  comme  les  Livres  correspondants  du  cours, 
unt  pour  titres  respectifs  :  Méthodes  générales  de  calcul,  Mé- 
thodes générales  d^obserK'ation, 

Le  Livre  I  comprend  ainsi  trois  Chapitres  :  1°  Trigonométrie 
sphérique  ;  2"  Développements  en  séries  ;  3"*  Erreurs  accidentelles. 
Dans  le  premier,  qui  renferme  une  dizaine  d'exercices,  on  remar- 
quera le  théorème  de  Legendrc,  si  utile  en  Géodésie,  et  des  réso- 
lutions numéricjues  de  triangles  qui  montrent  bien  l'usage  et  l'im- 
portance des  formules  dinerenlielles,  cl  qui  familiariseront  le 
lecteur  avec  les  logarithmes  de  Gauss,  souvent  si  avantageux. 
Quatre  exercices  sur  la  démonstration,  l'extension  ou  l'applica- 
tion de  certains  développements  en  séries  forment  le  Chapitre 
deuxième.  Quant  au   troisième  {Ex.  do  à  27),  il   débute  par  de 


(*)  Gruey,  Leçons  d'Astronomie  rédigées  conformément  au  programme  de 
la  Licence.  1  vol.  Id-^",  lilhogr.  A.  Hermann;  Paris,  188). 
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nouvelles  vérifîcalions  de  la  loi  de  répétition  des  erreurs.  Cette  loi 
a  été  établie  dans  le  cours  suivant  la  méthode  empirique,  basée 
uniquement  sur  Texpérience  et  les  faits.  L'expérience  ici  consiste 
en  pointés,  sur  un  trait  de  cercle  divisé,  et  Tauteur  en  donne 
trois  séries,  obtenues  à  Tobservatoire  de  Besançon,  qui  permet- 
tent donc  de  vérifier  à  nouveau  la  loi  et  de  calculer  l'erreur 
probable  d'un  pointé  pour  les  trois  observateurs.  Viennent  en- 
suite quelques  exercices  purement  analeptiques,  puis  une  Table 
donnant  la  probabilité  pour  que  l'erreur  d'une  observation,  de 
précision  connue,  tombe  entre  —  x  et  -^  x^  Table  qui  est  utilisée 
pour  résoudre  diverses  questions.  Le  Chapitre  se  termine  par  une 
application  de  la  méthode  des  moindres  carrés  et  du  procédé  plus 
expéditif  de  Caucliy. 

Le  Livre  II  s'ouvre  par  un  Chapitre  relatif  aux  cercles  divisés, 
contenant  des  détails  sur  la  construction  et  l'usage  de  la  machine 
à  diviser  les  cercles  de  M.  Secrétan.  Suit  un  Chapitre  sur  les  ni- 
vellements, traitant  du  niveau  des  maçons,  de  la  construction  du 
niveau  à  bulle  d'air,  de  remarques  pratiques  sur  le  nivellement 
d'un  axe,  et  se  terminant  par  cinq  problèmes,  avec  application  à 
la  lunette  méridienne.  Quatre  exercices  sur  la  mesure  des  angles 
constituent  le  Chapitre  suivant.  Enfin,  un  dernier  Chapitre  {Ex, 
37-39)  renferme  l'étude  très  détaillée  du  dipléidoscope,  du  mou- 
vement des  différentes  pièces  du  sidérostat  de  Foucault  et  de  l'hé- 
liostat  de  Silbermann. 

Avec  le  Livre  III,  La  Terre  et  le  mouvement  diurne,  nous 
entrons  dans  le  champ  de  l'Astronomie  mathématique  proprement 
dite.  Ce  Livre,  le  plus  étendu  de  l'Ouvrage,  ne  contient  pas  moins 
de  soixante-deux  exercices,  sans  parler  de  parties  théoriques  con- 
sidérables. Il  est  divisé  en  cinq  Chapitres.  Le  premier  se  rapporte 
au  mouvement  diurne  d^une  seule  étoile.  Les  problèmes  iO-49 
concernent  successivement  les  circonstances  principales  de  ce 
mouvement,  les  variations  des  coordonnées  zénithales  de  l'étoile, 
de  l'angle  parallactique,  les  développements  de  ces  angles  en  sé- 
ries et  certaines  de  leurs  dérivées  partielles,  puis  la  détermination 
de  l'heure  sidérale  et  la  réfraction.  Les  vingt-deux  pages  qui  sui- 
vent sont  consacrées  à  un  Mémoire  important  Sur  une  forme 
géométrique  des  effets  de  la  réfraction  dans  le  mouvement 
diurne.  En  un  jour  sidéral,  la  position  apparente  d'une  étoile  dé- 
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crit  une  conique  autour  de  sa  position  vraie  Les  éléments  de  la 
conique,  la  loi  du  mouvement  sur  cette  courbe  sont  calculés,  et 
l'auteur  en  déduit  le  mouvement  composé,  résultant  du  mouve- 
ment de  Tétoile  sur  la  conique  et  du  mouvement  d'entraînement 
de  la  sphère  céleste.  Des  remarques  sur  l'influence  de  la  réfraction 
dans  Torientation  du  (il  polaire  des  lunettes  équatoriales,  des 
Tables  et  des  applications  numériques  complètent  ce  travail.  Enfin, 
les  questions  o0-58  appartiennent  à  cette  classe  de  problèmes 
qui,  sous  une  forme  plus  ou  moins  déguisée,  reviennent  au  fond 
à  résoudre  un  certain  triangle  sphérique  dont  on  connaît  trois 
éléments.  Le  Chapitre  II  renferme  une  vingtaine  d'exercices  sur 
le  mouvement  diurne  de  deux  étoiles:  l'un  d'eux,  qui  conduit  à 
une  équation  du  quatrième  degré,  est  suivi  d'une  application  nu- 
mérique; l'exercice  79  est  relatif  au  micromètre  circulaire.  Une 
demi-douzaine  de  questions,  dont  plusieurs  d'une  grande  portée, 
composent  le  Chapitre  III,  Sur  le  mouvement  diurne  de  trois 
étoiles  au  moins.  Quant  au  Chapitre  IV  {Ex.  87-94),  intitulé  : 
Lieux  terrestres  définis  par  des  conditions  astronomiques,  il 
se  signale  par  des  problèmes  curieux,  dont  les  solutions  et  les  dis- 
cussions présentent  le  plus  haut  intérêt.  Nous  nous  bornerons  à 
citer  en  particulier  les  exercices  91  et  92  : 

Trouver  les  lieux  de  la  Terre  (-C,  cp)  qui  voient  ou  ont,  sous 
V azimut  donné  a,  une  étoile  désignée  E(.l.^  $),  à  V époque  si- 
dérale 0  du  premier  méridien; 

Étudier  la/orme  de  la  courbe  S  d'égal  azimut  en  projection 
orthographique  sur  une  carte, 

et  l'exercice  93  : 

Quelle  est  la  route  terrestre  d'un  voyageur  fictif  A,  qui 
marcherait  toujours  dans  l'azimut  d'une  étoile  donnée 
E'(.l,',  ^),  en  maintenant  invariable  la  distance  zénithale  z 
d'une  autre  étoile  aussi  donnée  E(X,  ^J?)? 

Le  cas  où  l'étoile  E'  se  confond  avec  Téloile  E,  c'est-à-dire  où 
le  voyageur  poursuit  directement  E  sous  une  hauteur  constante, 
est  spécialement  intéressant.  Le  Chapitre  V,  qui  termine  le  Livre  III, 
comprend  six  exercices  sur  ta  parallaxe  et  l'aberration  diurnes. 
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dont  les  formules  sont  démontrées  géométriquement  et  d'un  seul 
coup  au  n®  101. 

Le  Livre  IV,  comme  le  Livre  pareil  du  cours,  a  pour  titre  :  Le 
Soleil.  Il  est  divisé  en  quatre  Chapitres  et  suivi  de  quelques 
exercices  proposés  non  résolus.  Le  Chapitre  I:  Mouvement  diurne 
du  Soleil,  est  formé  de  dix  exercices,  accompagnés  de  remarques 
pratiques.  On  y  étudie,  entre  autres  choses,  le  passage  du  Soleil  à 
travers  le  réticule  d'une  lunette  pointée  sous  une  direction  connue, 
la  détermination  du  rayon  d'un  micromètre  circulaire,  l'observa- 
tion du  Soleil  au  cercle  méridien  et  sa  réduction,  le  moyen  de 
tenir  compte  de  la  réfraction.  Dans  le  Chapitre  II  :  Mouvement 
elliptique  du  Soleil  {Ex,  112-132),  on  remarquera  une  vérifica- 
tion numérique  des  lois  de  ce  mouvement,  une  démonstration,  due 
à  M.  Bonnet,  de  la  variabilité  du  jour  solaire  vrai,  puis  des  pro- 
blèmes sur  les  anomalies,  sur  les  équations  du  centre  et  du  temps, 
la  réduction  à  Féquateur,  et  enfin  une  série  de  questions  usuelles 
qui  familiariseront  le  lecteur  avec  la  Connaissance  des  Temps,  Le 
Chapitre  III  {Ex,  133-134)  traite  des  dirùcXes précession  et  nuta- 
tion^  changement  de  coordonnées  des  étoiles,  translation  du  So- 
leil, et  le  Chapitre  I V  donne  cinq  exercices  sur  les  taches  solaires. 

On  arrive  ainsi  au  Livre  cinquième  et  dernier,  qui  s'intitule  : 
Lune,  Planètes,  Phénomènes,  et  qui  vise  les  Livres  V,  VI  et  VII 
du  cours.  Ce  livre  débute  par  huit  problèmes  sur  la  Lune  :  cal- 
culer l'heure  du  lever  ou  du  coucher,  calculer  la  phase,  décrire 
l'observation  d'un  passage  de  la  Lune  et  sa  réduction  au  méridien  ; 
puis  quelques  questions  usuelles,  résolues  à  l'aide  de  la  Connais- 
sance des  Temps,  L'exercice  148  concerne  les  planètes.  Vient  en- 
suite une  importante  addition  à  la  théorie  des  éclipses  de  Soleil 
expliquée  dans  le  cours,  d'où  l'on  déduit,  dans  les  pages  suivantes, 
les  formules  à^ occultation  d^une  étoile  par  la  Lune,  Enfin, 
l'exercice  149  :  Calculer  V effet  d'un  petit  déplacement  de  l'ob- 
servateur sur  les  époques  d'immersion  ou  d^émersion  d^une 
étoile  occultée  par  la  Lune^  termine  l'Ouvrage. 

Outre  les  quelques  figures  qui  sont  intercalées  dans  le  texte, 
io3  figures  bien  gravées  sont  réunies  en  22  planches  à  la  fin  du 
Volume. 

Nous  avons  essayé  d'esquisser,  dans  leurs  traits  saillants,  les 
Exercices  astronomiques  de  M.  Gruey,  qui  viennent  combler  une 
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lacune  anormale  dans  roulillage  de  l'enseignement.  Mais  on  ne 
résume  pas  en  quelques  lignes  un  volume  de  346  pages,  surtout 
un  Recueil  d'exercices,  et  ce  que  nous  ne  saurions  montrer  ici, 
c'est  la  netteté  et  l'élégance  des  solutions,  c'est  le  soin  avec  lequel 
les  discussions  sont  détaillées,  c'est  la  méthode  qui  préside  aux 
développements  théoriques  ou  pratiques.  On  retrouve  là  toutes 
les  qualités  qui  ont  assuré  le  succès  du  cours,  et  Ton  ne  peut  que 
remercier  l'auteur  de  faire  ainsi  bénéficier  le  public  de  rensei- 
gnement si  élevé  qu'il  donne  à  Besançon.  G.  F. 


SANGUET  (J.-L.)»  Ingéaieur-Géomètre,  Président  de  la  Société  de  Topogra- 
phie parcellaire  de  France.  —  Tables  trigoxométbiques  centésimales, 
précédées  des  Logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo,  suivies  d'un  grand 
nombre  de  Tables  relatives  à  la  transformation  des  coordonnées  topogra- 
plaques  en  coordonnées  géographiques  et  vice  versa  ;  aux  nivellements  tri- 
gonométriques  et  barométriques;  au  calcul  de  l'azimut  du  Soleil  et  de 
V étoile  polaire^  du  temps  et  de  la  latitude;  au  tracé  des  courbes  avec  le 
tachéomètre;  etc. ^  etc.  A  l'usage  des  topographes,  des  géomètres  du  Cadastre 
et  des  agents  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Mines.  Petit  in-8;  1889. 

Extrait  de  la  Préface. 

Il  me  paraît  inutile  de  démontrer  ici  les  avantages  de  la  division 
décimale  du  quadrant  ;  l'expérience  a  parlé  depuis  longtemps  :  cette 
division  réduit  le  temps  de  trois  à  deux  et  les  chances  d'erreur  de 
quatre  à  une,  aussi  bien  dans  les  observations  que  dans  les  calculs. 
Uclambre,  après  en  avoir  fait  usage  dans  la  mesure  de  la  méri- 
dienne, assurait  qu'aucun  de  ceux  qui  ont  pratiqué  les  deux  modes 
de  division  ne  veut  retourner  à  l'ancien. 

Proposée  par  Lagrange  et  inscrite  au  nombre  des  nouvelles 
mesures  par  les  auteurs  du  système  métrique,  la  division  centési- 
male fut  bientôt  introduite  dans  les  Mathématiques  pures  et  dans 
la  pratique  de  l'Astronomie  et  de  la  Géodésie  par  Legendre,  La- 
croix, Carnot,  Prony,  Monge,  Borda,  La|)lace,  Méchain,  Delambre, 
Biot,  Puissant,  etc.;  parmi  nos  contem|)oraius,  on  trouve  au 
nombre  de  ses  partisans  des  savants  tels  que  MM.  Le  Verrier, 
Airv  et  Fcirster,  direrJours  des  obsfTvatoires  de  Paris,  Greenwich 
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et  Berlin;  MM.  le  général  Perrier,  d'Abbadie,  Houel,  de  Chan- 
courtoîs,  etc. 

Malgré  des  efforts  rétrogrades  inexplicables,  son  emploi  fut 
maintenu  par  notre  Dépôt  de  la  Guerre,  puis  introduit  dans 
l'enseignement  donné  à  l'École  d'Application  de  TArtillerie  et  du 
Génie;  il  vient  d'être  adopté  par  l'administration  du  Cadastre. 
La  Tachéométrie  a,  de  son  côté,  imposé  l'usage  de  la  nouvelle  di- 
vision dans  la  Topographie  appliquée  aux  travaux  publics. . .. 

Enfin  l'application  de  la  méthode  des  coordonnées  rectangulaires 
à  la  description  et  à  la  localisation  des  immeubles  ne  devient  réel- 
lement pratique  qu*à  l'aide  de  la  division  décimale  des  angles.  Ma 
qualité  de  président  de  la  Société  qui  a  précisément  pour  but  de 
faciliter  et  d'étendre  cette  application  me  faisait  en  quelque  sorte 
un  devoir  de  combler  la  lacune  que  j'étais,  d'ailleurs,  le  première 
regretter. 

Les  Tables  que  je  publie  aujourd'hui  ayant  pour  but  principal 
de  faciliter  et  abréger  les  opérations  de  détail,  je  devais  chercher 
avant  tout  à  les  rendre  portatives  et,  pour  cela,  à  réduire  leur  éten- 
due, tout  en  leur  conservant  une  précision  suffisante  pour  le 
calcul  des  triangulations  du  troisième  ordre  et  au-dessous.  J'ai  ré- 
duit de  100  à  5o  le  nombre  de  pages  de  la  Table  Irigonométrique, 
en  prenant  pour  argument  le  double  centigrade,  qui  correspond, 
à  moins  de  -^  près,  à  la  minute  sexagésimale.  Je  pouvais,  il  est 
vrai,  arriver  au  même  résultat  en  ne  donnant,  comme  Callel,  que 
trois  lignes  trigonométriques  sur  six  ;  mais  j'ai  préféré  la  facilité  et 
la  certitude  des  calculs  à  une  précision,  trop  souvent  illusoire, 
que  ne  comportent  ni  les  instruments  ni  les  méthodes  d'observation 
employés  en  Topographie.  D'ailleurs,  les  différences  logarith- 
miques pour  I  centigrade  et  la  disposition  particulière  de  la  Table 
des  parties  proportionnelles  permettent  de  tenir  compte  des  cen- 
tigrades impairs,  soit  d'interpoler  pour  les  milligrades  aussi 
promptement  que  si  la  Table  avait  une  étendue  double. 

La  Table  trigonométrique  contient  donc  les  logarithmes  des 
sinus,  tangentes,  sécantes,  cosinus,  cotangentes  et  cosécantes  de 
2  en  2  centigrades  de  o^  à  100^.  Sans  insister  sur  la  grande  sim- 
plification apportée  dans  les  calculs  par  l'usage  des  logarithmes 
sécantes  et  cosécantes,  je  ferai  seulement  remarquer  que  ces  loga- 
rithmes, combines  par  voie    de   soustraction   avec  le  logarithme 
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rayon,  fourDÎront  un  contrôle  sérieux  des  coordonnées  calculées 
avec  les  logarithmes  sinus  et  cosinus. 

Les  azimuts  et  les  orientations  se  comptant  de  o^  à  4^0^?  j^^ 
ajouté  à  chaque  page  des  chifTraisons  complémentaires  rendant 
inutile  le  calcul  de  V angle  avec  la  méridienne^  qui  est  une  source 
d'erreurs  dans  Temploi  de  Tancienne  division,  et  j*ai  placé  à  la 
suite  de  chaque  nombre  de  grades  le  signe  du  sinus  et  du  cosinus 
de  l'arc  qu'il  exprime.  On  verra  dans  l'Instruction  (p.  3i  et  82) 
combien  ces  signes  sont  encore  utiles  dans  le  calcul  inverse  des 
coordonnées. 

J'ai  limité  à  cinq  le  nombre  des  décimales  des  logarithmes  con- 
tenus dans  mes  Tables,  parce  que  les  décimales  négligées  ne  re- 
présentent guère  qu'une  erreur  de  73-7 —  •  Or,  si  l'on  considère 
qu'une  incertitude  de  1  centigrade  sur  un  angle  correspond  à  une 
erreur  de  jtôtf»  c'est-à-dire  sept  fois  plus  grande  que  la  précédente, 

on  conviendra  qu'une  décimale  de  plus  serait  plus  nuisible  qu'utile 
dans  les  calculs  topographiques.  Quant  à  la  caractéristique,  je  l'ai 
augmentée  de  10  unités  dans  tous  les  logarithmes  correspondant  à 
des  valeurs  plus  petites  que  l'unité.  Les  caractéristiques  négatives 
sont  une  source  d'erreurs  très  fréquentes  dans  les  calculs;  leur 
emploi  est  généralement  condamné  par  les  calculateurs.  Enfîn  j'ai 
donné  aux  Tables  une  disposition  qui  facilite  singulièrement  les 
recherches  et  repose  la  vue  du  calculateur. 

Je  n'ai  pas  cru   ma  tâche  limitée  à  la  publication  des    seules 
Tables  des  logarithmes  des  nombres   et  des   lignes    trigonomé- 
triques;  j'ai  pensé,  au  contraire,  qu'il  était  de  toute  nécessité  de 
donner  en  même  temps  aux  praticiens  les  moyens  de  rattacher  les 
opérations  lopographiques  anx  grands  travaux  géodésiques,  et  de 
faire  avec  facilité  et  exactitude  les    calculs   et   les    vérifications 
qu'exige  Temploi  des  raélhodes  modernes.  Dans  ce  but,  j'ai  réuni 
dans  la  seconde  Partie  de  ce  Recueil  diverses  Tables,   inédites 
pour  la  plupart,   précédées  d'exemples  d'applications  propres  à 
vulgariser  des  méthodes,  des  observations  et  des  moyens  de  con- 
trôle employés  couramment  en  Géodésie,  mais  considérés  comme 
«  trop  scientifiques  »  par  la  grande  majorité  des  opérateurs  dont— 
j'ai  parlé  plus  haut.  Telle  était,  d'ailleurs,  l'appréciation  du  savanli 
et  regretté  général  Perricr,  qui  m'a  constamment  encouragé  dan 
ma  tâche. 
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Les  Tables  géodésiques  placées  en  tète  de  la  seconde  Partie  fa- 
ciliteront les  rattachements  aux  points  trigonomé triques  établis 
par  rÉtat-Major,  aussi  bien  en  altitude  qu^en  planimétrie. 

Les  deux  Tables  suivantes  se  rapportent  aux  nivellements  ba- 
rométriques, si  utiles  pour  les  avant-projets  et  les  levers  de  re- 
connaissances. 

J^ai  réuni  dans  une  seule  page  les  formules  les  plus  élémentaires 
de  la  théorie  des  erreurs,  et,  dans  la  page  en  regard,  les  résultats 
tout  calculés  de  plusieurs  de  ces  formules  et  les  principaux  fac- 
teurs des  autres.  Dans  une  troisième  page,  j^ai  placé  les  valeurs 
de  quelques  différentielles  trigonométriques,  servant  à  évaluer  très 
proroptement  Terreur  linéaire  correspondant  à  une  erreur  angu- 
laire donnée. 

Dans  maintes  circonstances,  l'opérateur,  privé  des  ressources 
de  la  Géodésie,  doit  recourir  à  l'observation  d'un  astre  pour 
s'orienter  avec  une  certaine  précision.  L'étoile  polaire  passe  au  mé- 
ridien à  toute  heure  du  jour  ou  de  la  nuit,  suivant  la  saison  :  si 
c'est  pendant  le  jour,  elle  est  invisible  avec  les  faibles  lunettes  des 
instruments  topographiques;  et  si  c'est  pendant  la  nuit,  il  faudra 
revenir  sur  le  terrain  à  une  heure  déterminée,  ordinairement  très 
importune,  pour  assister  le  plus  souvent  à  l'éclipsé  de  l'astre  di- 
recteur par  un  nuage.  Quant  aux  observations  solaires,  elles  ne 
sont  guère  pratiquées,  en  Topographie,  qu'avec  la  méthode  des 
hauteurs  correspondantes,  laquelle  est  également  assujettie  aux 
chances  du  ciel  et  n'est  susceptible  de  précision  qu'aux  environs 
des  solstices.  J'ai  donc  pensé  qu'il  était  important  de  donner  au 
topographe  le  moyen  de  s'orienter  instantanément,  non  à  une 
heure  déterminée  d'avance  par  les  phénomènes  astronomiques, 
mais  au  moment  où  il  lui  plaît  de  pointer  sa  lunette  sur  un  astre 
visible  et  connu  de  lui  :  tel  est  l'objet  principal  de  mes  Tables 
astronomiques  centésimales. 

Il  y  a  toujours  un  très  grand  avantage  à  utiliser  les  propriétés 
de  l'aiguille  aimantée,  pour  donner  à  l'instrument  une  orientation 
approchée,  grâce  à  laquelle  bien  des  problèmes  compliqués 
peuvent  être  résolus  par  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives, employée  avec  succès  dans  les  Sciences  d'observation.  Les 
Tables  de  la  page  xix  permettent  d'atteindre  ce  but  avec  une  pré- 
cision qui  suffira  même  souvent  à  une  orientation  définitive. 


ï 
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Les  plans  cotés  pour  études  de  voies  de  communicatioD,  etc.* 
sont  généralement  levés  à  l'aide  de  la  méthode  tachéométrique;ot 
tous  les  tachéomètres  sont  divisés  en  grades,  et  les  Tables  desti- 
nées à  faciliter  le  tracé  des  courbes  de  raccordement  sont  touUS 
calculées  pour  l'ancienne  division.  J'ai  comblé  cette  lacune  ^ 
donnant  (p.  xx)  les  formules  logarithmiques  qui  permettront  ^ 
calculer  tous  les  éléments  d'une  courbe  avec  les  Tables  de  la  pre- 
mière Partie,  sans  s'encombrer  d'une  volumineuse  Table  spéc?^^^ 
qui  ne  compte  jamais  moins  de  aoo  à  a5o  pages,  selon  le  forraoal) 
laquelle  n'offre  aucun  avantage  au  point  de  vue  de  la  célérité  i^ 
aucune  garantie  quant  à  l'exactitude  des  calculs.  Et  pour  com  Jp^^ 
ter  cette  partie  de  mon  Recueil,  je  donne  (p.  xxii  à  xxxiv)  la  T^^"*^ 
des  coordonnées  polaires  et  des  coordonnées  rectangula  -^'** 
de  points  équidistants  sur  une  courbe  circulaire,  Table  que         1^^ 
calculée  en  1872  pour  4  crayons  différents.  A  Taide  de  cette  Ta^  "'* 

il  sera  facile  de  tracer  les  courbes  avec  le  tachéomètre,  cha ^^ 

fois  que  le  terrain  opposera  des  difficultés  au  chaînage. 

Enfin,  pour  que  rien  ne  fasse  regretter  l'ancienne  division,  1  , 

réuni  à  la  fin  du  volume  un  Recueil  de  Tables  à  quatre  »t5-^ 

maies.  On  v  trouvera  :  i**  la  valeur  naturelle  des  sinus  verses»        v 

o®  à  aS*^),  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  cotangentes,  sécanle^^ 

cosécantes  de  o^  à  ^oçfi^  et  des  cordes  de  o*^  à  100^,  en  procéd-  ^^  ^ 

par    décigrades;   -2"  les  carrés  des  nombres  depuis   0,1  jusq  ^^ 

199,9;  3"  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  2000;  4"  "i^e  Ta    ^       . 

d'anliloprarilhmes,  et  .V*  les  lofrarithmes  sinus  et  cosinus  de  0 

.  .  ■«  ^v  1res 

400*^,  de  5  en  5  centigrades.  Ces  trois  dernières  Tables  sont  ir  -^ 

commodes  pour  le  cahîul  des  coordonnées  des  points  de  détail.    —     ' 

Le  texte  explicatif  qui  précède  les  Tables  de  la  seconde  Part  '^         \ 

par  ses  nombreux  exemples  et  types  de  calcul,  peut  être  considc:^  -^^ 

e  résume  et,  a  certains  égards,  comme  le  compleme:^:^ 

d'un  Traité  de  Topoi;rapIiie. 

11  me  reste  à  dire  deux  mots  de  la  correction  des  épreuves  :        ^*    , 

n'ai  reculé  devant  aucune  peine  ni  aucun  sacrifice  pour  assurer: 

mes  Tables  une  exactitude  digne  des  meilleurs  travaux  sur  Ta 

cienne  division.  J'ai  fait  usage  de  moyens  beaucoup  plus  nombrei 

et  surtout  plus  efficaces  <jue  ceux  employés  par  Dclambre  dans 

revision  des  Tables  de  Borda.  Mais  je  dois  exprimer  ici  toute 

reconnaissance  envers  mon  ami  M.  Trancharl,  trésorier  de  la  ^ 
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ciélé  de  Topographie  parcellaire  de  France,  géomètre  topographe 
à  Saint-Wit  (Doubs),  qui  a  bien  voulu  se  charger  de  la  revision 
d'un  duplicata  de  la  troisième  épreuve  de  chaque  Tableau.  Les 
corrections  signalées  par  ce  dévoué  collaborateur  étaient  toujours 
conformes  à  celles  que  j'avais  inscrites  sur  mon  exemplaire.  Enfin, 
j'ai  fait  après  le  clii'hage  une  nouvelle  lecture  aussi  minutieuse  que 
les  précédentes.  C'est  donc  avec  confiance  que  je  livre  mon  travail 
aux  topographes  et  aux  calculateurs. 

Table  des  Matières. 

Première  Partie.  —  Disposition  et  usage  des  Tables  de  la  première 
Partie  (40  p.).  —  Table  des  logarithmes  des  nombres  deià  loooo  (63  p.). 
Rapports  et  nombres  usuels.  —  Table  des  logarithmes  des  lignes  trigo- 
nométriques  {5i  p.).  —  Parties  proportionnelles  pour  les  lignes  trigono- 
métriques  (2  p.).  —  Conversion  des  grades  en  degrés,  et  vice  versa  (3  p.). 

Seconde  Partie.  —  Disposition  et  usage  des  Tables  de  la  seconde 
Partie  (58  p.).  —  Dimensions  de  Vellipsoïde  terrestre.  —  Longitudes, 
latitudes,  azimuts.  —  Transformation  des  coordonnées.  —  Logarithmes 
des  facteurs  P,  S,  Q,  R,  O  et  de  la  normale  N  entre  30°  et  65°  de  latitude. 

—  Nivellements  trigonométriques.  Formules.  Tables  des  termes  cor- 
rectifs. —  Nivellements  barométriques.  Formule  abrégée.  Facteurs  ba- 
rométriques et  thermométriques.  Table  altimétrique  donnant  l'altitude 
approchée  d'une  station  en  fonction  de  la  pression  h  et  de  la  température. 

—  Théorie  des  erreurs  y  probabilités.  Formules  usuelles.  Tables  des  pro- 
babilités. Table  pour  faciliter  l'application  des  formules  précédentes.  — 
Triangles  différentiels.  Valeur  de  sindO  à  différentes  distances.  Variations 
da  du  côté  a  et  db  du  cùté  b  d'un  triangle  pour  une  variation  de  1"  centi- 
grade dans  l'angle  A,  le  côté  mobile  b  étant  pris  pour  unité.  —  Tables 
astronomiques  centésimales.  Réduction  à  l'horizon  de  l'arc  sous-tendu 
par  le  demi-diamètre  horizontal  du  Soleil.  Demi-diamètre  du  Soleil.  Ré- 
fraction, parallaxe.  Réfraction  moyenne  pour  la  pression  de  760""  et  la 
température  de  -h  10°.  Corrections  relatives  à  la  température  et  à  la  pres- 
sion. Distance  polaire  du  Soleil  à  midi  moyen  à  Paris,  pour  tous  les  jours 
de  l'année,  et  temps  moyen  à  midi  vrai.  Coefficients  de  correction  pour 
l'extension  de  la  Table  précédente.  Conversion  des  angles  horaires  en 
temps,  et  vice  versa.  Temps  sidéral  à  midi  moyen,  à  Paris.  Conversion  du 
temps  sidéral  en  temps  moyen,  et  vice  versa.  Positions  moyennes  de 
3o  étoiles.  —  Aiguille  aimantée.  Table  pour  trouver  la  déclinaison  de 
l'aiguille  aimantée  en  un  point  dont  la  longitude  et  la  latitude  sont  con- 
nues. Variations  mensuelles  et  horaires  de  la  déclinaison.  —  Tracé  des 
courbes  de  raccordement.  Calcul  des  lignes  principales.  Formules  loga- 
rithmiques. Longueur  des  arcs  en  partie  du  rayon  et  logarithmes  des  rap- 

arc  corde 

«>orl»  T~  et -.  Tal)l«*    pour    \c    iiarr   des   courbes   circulaires   par 

cortie  arc  ' 
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points  ëquidistants,  par  coordonnées  polaires  et  par  coordonnées  recl-^^' 
gulaires,  calculées  par  4?-  rayons  différents.  —  Table  a  quatre  dbciiia^B^* 
—  Lignes  trigonométriques  en  parties  du  rayon.  Sinus  verses  de      <>  * 
aS  grades.  Sinus.  Tangentes.  Sécantes.  Cordes.  —  Carrés  des  nombre i^ 
dixième  en  dixième  de  o,i  à  199,9.  —  Logarithmes.  Logarithme»       d'* 
nombres  de  i  à  2000.  Antilogarithmes.  Logarithmes  des  sinus  et  cos9>  nus. 

J*'*Li>  ^« 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  SURFACES  ^\ 
SECOND  DEGRÉ,  SOUS  L'ACTION  D  UNE  FORCE  DONT  LA  DIRECTION  p^^SS 
CONSTAMMENT  PAR  LE  CENTRE  DE  LA  SURFACE  ET  DONT  L'INTl 
NE  DÉPEND  QUE  DE  LA  DISTANCE  DU  POINT  AU  CENTRE; 

Par  m.  ASTOR. 

Jacobi  a  trouvé,  par  rapplicalion  de  son  beau  théorème  su 
équations  canoniques,  Téquation  en  termes  finis  de  la  traject 
d'un  point   mobile  sur  une  surface  du  second  degré  et  attir 
repoussé  par  le  centre  proportionnellement  à  la  distance.  G 
équation  peut  être  retrouvée  par  les  méthodes  ordinaires,  en 
troduisant  dans  les  équations  du  mouvement  la  réaction  de  la 
face.  Le  calcul  montre  que  cette   réaction  varie  proportionne 
ment  au  cube  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  mené  î 
surface  par  le  point  mobile,  de  sorte  que,  si  Ton  choisit  conv 
blement  la   vitesse  initiale,   la  réaction  peut  être  nulle,  et  al 
Téquation  difTcrentielle  du  mouvement  définit  une  conique  av 
pour  centre  le  centre  de  la  surface.  Il   arrive  justement  que  c 
équation  a  la  forme  de  Téqualion  d'Euler  : 

d\        ,       diL 

— dz  —  - —  =  o, 

v/F(À;        /F(hi) 

X  et  [JL  élant  les  cordonnées  cllipliques  du  point  et  F  un  polynô 
du  quatrième  degré.  La  forme  de  l'intégrale  se   trouve  connu 
priori  par  la  remarque  (jui  vient  d'être  faite,  et  Ton  arrive  i 
conclusions  suivantes  : 
L'intégrale  de  l'équation 

dA  dik 

\\  a  -TL)(b  —  À  )[c  —  À  ,1  (  (i  —  X  )       \J(a  —  \x){b--\L){c—\x){  d—  \i  ) 


aui 


MÉLANGES.  agS 

peul  se  mettre  sous  la  lorme 

v/A(a  — X)(a— jjl) -+- /B(6  — X)(6  —  jjl;  -h  v^G(c  — X)(c— |z)  =  o, 

Â,  B  et  C  étant  trois  constantes  liées  par  la  relation 

A(a  —  b){a  —  c)(a  —  d)-{-B(b-'a)(b  —  c){b  —  d) 

-hC{c  —  a){c  —  6)(c  — rf)  =  o. 

Si  F(X)  =  y/(a  — '^){b  —  ^)(c  —  ^)  n'est  que  du  troisième 
degré,  la  forme  de  l'intégrale  générale  demeure  la  même,  la  rela- 
tion entre  A,  B  et  C  devenant 

A(a  — 6)(a— c)-i-B(6  — a)(6  — c)-i-C(c  — a)(c—  6)  =  o; 

ei  rintégration  algébrique   de  l'équation  d'Euler  se   trouve  dé- 
duite déconsidérations  mécaniques. 

La  méthode  suivie  conduit  à  l'expression  d'une  force,  dépen- 
dant seulement  de  la  distance  r  du  point  au  centre  de  la  surface, 
sous  l'influence  de  laquelle  le  point  décrira  la  polhodie  de  son 
point  de  départ,  à  condition  que  sa  vitesse,  de  grandeur  arbitraire, 
soit  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  polhodie.  a,  6,  c,  et  F  étant 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface  et  l'inverse  de  la  distance 
constante  du  centre  au  plan  tangent,  k  étant  une  constante  déter- 
minée par  la  vitesse  initiale,  l'expression  de  la  force  est 

a6c/'»(a/'«  — 1)(6/'«  — i)(c/'«  — i) 


B  =  Arr     I  - 


On  trouve  et  l'on  discute  aisément  l'expression  de  la  réaction  de 
la  surface,  et  l'on  déduit,  de  l'expression  de  la  force,  l'équation  en 
coordonnées  elliptiques  du  lieu  des  points  de  la  surface  pour  les- 
quels la  polhodie  et  la  ligne  géodésique  qui  lui  est  tangente  ont 
même  rajon  de  courbure,  points  que  l'on  peut  comparer,  pour 
les  polhodies,  aux  points  d'inflexion  des  courbes  planes. 

Si  l'on  considère  l'herpolhodie  correspondant  à  la  polhodie 
décrite  par  le  point,  l'application  de  la  théorie  des  mouvements 
relatifs  permet  d'obtenir  deux  équations  difliérentielles  qui  défi- 
ciissent  en  coordonnées  polaires  le  mouvement  du  point  sur  l'her- 
Dolhodie,  le  pôle  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre 
^u  plan  tangent.  Ces  équations  difl'èrent  dans  la  forme  de  celles 
:|u'a  données  M.  Darboux;  elles  correspondent  à  un  autre  mode 
ie  description  de  la  courbe;  on  pourrait  en  déduire  les  mêmes 
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n^sullats.  Mais  oo  {icut,  en  continuant  â  se  plac«r  au  |x>int  de  vue 
clynaniit{ue,  ulîliseï-  la  Tonne  des  équations  pour  calculer  l'csprcs- 
sion  d'une  force  ccutrale  dirigée  vers  lir  pAlc  choisi,  dépendant 
seulemenl  de  la  distance  à  ce  pôle,  et  sous  rinfluence  de  laquelle 
le  poiol,  ptacë  dans  des  conditions  initiales  convenables,  décrirait 
l'herpolhodle.  L'expression  de  cette  force,  rapportée  à  1' 
masse  est  de  la  forme, 


Pip 


'Pp 


"(p>-i-/0'        (p»  +  n)» 


è^^ 


p  étani  le  ravon  vecicnr,  n,  N  et  P  trois  constajiles. 

Réciproquement,  si  un  point  est  sollicité  par  nnc  force  centrale 
de  celle  forme,  sa  trajectoire  pourra,  dans  des  conditions  parti- 
culières, être  une  herpolliodie.  Il  faudra  d'abord  que  la  constante 
des  forces  vives  soit  négaiive.  Ceci  étant  et  conservant  les  iném«« 
notations  que  ci-dcssus,  on  pourra  former  deux  équations  du  troi- 
sième degré  a^ant  pour  racines,  lu  première  al'',  bt*,  et*,  la 
seconde  al'^  —  i ,  bf  —  i ,  r/'"  —  i ,  et  si  o,  6,  c  et  [  déterminent 
une  herpolhodie,  la  trajectoire  coïncidera  avec  celle  courbe.  Dans 
le  eus  particulier  ou  n  est  négatif  et  P  positif,  on  a  toujours  une 
herpolhodie  tracée,  sur  une  hvperboloïde  à  une  nappe,  autoiv 
du  sommet  du  f;rand  aie  de  l'ellipse  de  gorge.  C'est  le  cas  singu- 
lier, indiqué  par  M.  Darboux,  où  le  rayon  vecteur,  après  avoir 
tourné  dans  un  sens,  rétrograde  à  partir  d'une  certaine  position. 


Si  la  force  a  la  forme  connue 

N 


la  vitesse  initiale  satisfait 
à  l'inégalité  f  J  —  -^  <  o,  ce  qui  exige  que  la  force  soit  attractive. 


on  peut  trouver  une  infinité  d'ellipsoïdes  et  d'hyperboloïdes  à  une 
nappe  admettant  la  même  polhodie  plane  et  donnant,  par  l'herpol- 
hodle correspondante,  la  trajectoire  du  point  matériel. 


Eniîn,  si  la  force  a  pour  eiipressi< 
négative,  et  si  l'on  a  rÔ  —  -j < 


une  vaieui 


7j~r^  <  o,  la  trajectoire  pourra  être 
engendrée  par  le  roulement  d'une  ellipse,  si  la  force  est  attractive, 
par  celui  d'une  hyperbole,  si  elle  est  répulsive. 
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AVIS. 

TouteH  les  communications  doivent  être  adressées  à  M.  Darbottjr,  Membre 
de  rinstitut,  rue  Gay-Lussac,  36,  Paris. 
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SECONDE   PARTIE, 


«EVUK  DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 

ET  PÉRIODIQUES. 

ANNUAIUK  DK  L'ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
Bkaux-Arts  de  Belgique.  Bruxelles,  Hayez,  in-i8  (*). 

Tome  LI;  i885. 

f^^a/i  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Joseph-Antoîne-Ferdinaûd  Pla- 
teau. (389-486). 

Joseph  Plaleau,  né  à  Bruxelles  le  i4  octobre  1801,  mort  à  Gand  le  i5  sep* 
tcmbre  i883,  a  été  professeur  de  Physique  à  TUoiversité  de  Gand,  de  i835  à 
i883,  mais  il  n'y  a  plus  fait  de  cours  depuis  i8'|3,  époque  où  il  devint  aveugle. 
En  Physique,  il  a  écrit  un  grand  nombre  de  Mémoires  et  de  Notes  sur  les  phé- 
nomènes subjectifs  de  la  vision,  sur  l'équilibre  des  liquides  soustraits  à  Taction 
de  la  pesanteur,  sur  la  mesure  des  sensations,  etc.  II  a  résumé  une  partie  de 
ses  recherches  dans  un  grand  Ouvrage  intitulé  :  Statique  expérimentale  et 
théorique  des  liquides  soumis  aux  seules  forces  moléculaires  (Gand  et  Paris, 
3  vol.;  1873),  où  Ton  trouve  maints  développements  relatifs  à  la  théorie  des 
surfaces  minima  ou  élassoïdes;  à  ce  point  de  vue,  ce  livre  intéresse  les  mathé- 
maticiens. Plateau  a  aussi  écrit  quelques  Notes  purement  mathématiques  :  c'est 
lui  qui  a  découvert  les  points  singuliers  des  courbes  transcendantes,  appelés 
points  de  dédoublement»  Une  liste  complète  des  travaux  de  Plateau  termine  la 
Notice  de  M.  Van  der  Mensbrugghe. 


(')  Voir  Bulletin,  \,,  p.  226. 


IlUI.LETIN  nii  ibhib  roialk  ans  Scikxcks.  des  LBirnEs  kt  rks  Dr(vi- 

Abts  ns  Bkluii      1  Si'  aon^,  3*  série.  Bnnolles,  Hayeï,  i885  (')■ 

Tomo  IX  (janvier  h  juin   t885). 

.ytansion  (f         —    Nl)1(:  sur    la   méthode  des   iiiuimlrcs    carres. 
(9-<4). 


li  ^ m,  »i  t^unt  plui  gi'anu  i^m.  n,   In   ini^iliodr    des  c 

D  Iroave  n  lïqualioiis  aormRles 


I  prendre  les  m  ■*-& 


d» 

o„X,*..„X.+.,.*».,S. 

.«y»....  1, 

1  a„X,  +  a„-\,-i-...-4-o.,X,  =  A, +  î, 


•  S«  r>»i  ^limioc,  par  la  théorie  de»  déten  i 
IwaùUei,  p  iucDBnnes  entre  les  équaiions  (i  , 
Aqualkia*  nuuncti»,  par  la  ini^lhude  de»  miiiridret  earrés,  conduit,  pniir  \e< 
f  -'  l»  ÎBConauM  conservées,  aux  marnes  valeurs  que  le  système  oomiil  (i) 
■ir*  ^ttalivas  primilires.  <■ 

Kt  tk«ur^me  est,  i  la  fois,  ta  généralisation  de  celui  par  lequel  Jacobi  ler- 
■UHV  M  Ibéorie  des  déterniiaants  et  de  celui  que  M.  Caulao  démonlre  dans 
h  prrMî^r  paragraphe  de  ses  Bemarque»  tur  la  théorie  de*  moindrtM  earrâ. 

t\'U^  i^F.)  et  MeUens.  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de  M.  Hirn 
iitùlulé  :  «  Recherches  expérimentales  et  analytiques  sur  les 
luit  do  l'écoulemenl  et  du  choc  des  gaz  en  fonction  de  la  tempé- 

Iv  «i^uol  rapporteur  analjse  le  Mémoire  de  M.  Hiro  ;  le  picmier  le  criliqM 
•ui'  uu  |Munl  FSicnticl.  M.  Hirn  démontre  eipériDientalement  que  la  Torce  TÎve 
.l'uH  o>Hr«nl  Je  jat,  lancé  contre  uoe  plaque,  est  indépendante  de  la  lempc- 
iKtmv  Jh  (•».  Il  'r«'<  puuToir  en  déduire  <iue  la  théorie  cinétique  des  fit  de 


\  \\'\\   HnllrtiH.  M,,  p.  m.   L'Académie   n'a   publié  aucun  Volume  de  Me- 
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Clauriius  est  fausse  et,  par  suite  aussi,  la  doctrine  matérialiste,  qui,  selon  lui,  a 
son  sort  lié  à  celui  de  la  théorie  cinétique. 

M.  Folie  fait  observer  :  i**  que  cette  relation  entre  la  théorie  cinétique  et  le 
matérialisme  n'existe  pas;  a**  que  les  expériences  de  Hirn  peuvent  s'interpréter 
en  faveur  de  la  théorie  cinétique  (Clausius  a  répondu  aux  arguments  de 
M.  Hirn,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de  1886,  t.  XI,  p.. 173-193). 

Lagrange  (Ch,),  —  Formule  nouvelle  pour  le  développement 
des  fonctions,  en  particulier  des  intégrales.  (1 14-*  17)' 

Si  X  =  a-h  h,  G  <  6  <  I, 

Fx=  Fa-t- -A(F'^-4-Pa)— i  — (rj^-ra)   '*"' 


•j  ai. 2  2/1  —  I 

h*     ,^_  _,_    ^     (n  —  i)(n  —  a) 

-(F"'a7-t-F"'a)    ^  ^  ' 


a   1.2.3  (a/i  — i)(2/i  —  a) 

I        A"      -  „  /       V   r,     1        i.a...(/i — i) 


a   1.2. ..n  (/i -H  I). .  .(a/i  —  r) 


a  n{n-\-i)   i.a...(a/i  —  i) 

La  formule  de  M.  Ch.  Lagrange  n'est  pas  nouvelle;  elle  a  été  trouvée  en 
187S,  par  M.  Darboux,  dans  le  Journal  de  Liouville,  par  une  méthode  diiïé- 
rente. 

De  Tilly  (J.-M,),  —  Sur  Téquation  de  Riccati  et  sa  double  géné- 
ralisation. (216-235).  (Publié  aussi  dans  Mathesis,  t.  V,  Sup- 
plément, III,  p.  1-20.) 

L  La  transformation  de  Legendre,  où  />  =  -~  >  P  =  -j=t  >  t:  =  ^^  >  ^  =  ~  » 

x  =  P,       >'  =  PX-Y,        p  =  \, 

et  les  transformations 

a:  =  T„       y  ~\f       P  =  "  » 

étant  appliquée,  successivement,  plusieurs  fois  à  une  équation  différentielle 
/(x, ^, /?,  y)  =  G,  permettent  d'en  déduire  neuf  autres  équations  différen- 
tielles distinctes.  Si  l'équation  /  =  o  est  d'une  forme  intégrable,  il  en  est  de 
mèmedes  équations  quel  on  endéduit.  L'auteur  applique  cette  remarquée  l'équa- 
tion de  Riccati  transformée  q  =  yx'^,  et  à  cette  équation  généralisée  q  ^  y  Fx, 
et  trouve  ainsi  de  nouveaux  résultats  relatifs  à  cette  équation,  ainsi  que  des 
théorèmes  connus. 

d'*y 
IL  L'équation  -^-^  =  yx^  peut  s'intégrer,  non  seulement  quand  m  est  entier 

positif  (Kummer),  ou  négatif  et  inférieur  à  (—  an),  mais  aussi  si  ni  est  quel- 
conque; au  moins  on  peut  en  trouver  une  solution.  Le  procédé  consiste  en 
une  substitution  fondée  sur  une  remarque  de  Boussinesq  (  Comptes  rendus  des 
séances  de  r Académie  des  Sciences ,  l.   \CiV,  p.  33;  188a)  cl  une  méthode 
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due  à  Kummer;  on  réduit  Texposant  n  k  -  n  ou  à-(/i-f-i).La  substitution  ap- 
pliquée k  q  =  y  Fx  ne  conduit  à  rien. 

III.  L'auteur  énonce  sans  démonstration  le  théorème  suivant  : 

fi  On  pourrait  intégrer  toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre  si  Ton 
pouvait  déduire  l'intégrale  de 

g  —p'-h  F{Xy  k)  =  0 
de  celle  de 

q  —p'-h  kF{Xj  k)  =  o 

ou  de  celle  de 

q  —  p' -^  F {Xf  k)  +  k  =  o.  » 

Van  der  Mensbrugghe  (C).  —  Elssai  sur  la  théorie  mécanique 
de  la  tension  superficielle,  de  Tévaporation  et  de  l'ébullition  des 
liquides.  (346-362). 

Esquisse  d'une  théorie  reprise  sous  une  forme  plus  approfondie,  dans  le 
tome  XI. 

Catalan  {E.)  et  Mansion  (P.).  —  Rapports  sur  le  Mémoire  in- 
titulé :  «  Sur  certains  développements  en  séries;  par  M.  J,  De- 
ruyls  ».  (Saa-SaS). 

Soient 

9(ar)  =  A,T„(j:)  -f.  A,T,(^)  4- A.T.(j?)-t-..., 

/(j:)  =  A,-f- A,ar-4- A,a7«-»-... 

deux  séries  convergentes  et  susceptibles  d'être  intégrées  terme  à  terme  après 
multiplication  par  certaines  fonctions.  S'il  existe  des  fonctions  +(j:),  telles  que 

f   4'„(ar)T,(a7)rfa:  =  i,         J    +„(ar)  T„^,(j?)dj:  =  o, 
on  aura 

A,=y*   ^{x)^^^x)dxy       f{z)=f   ^{x)W{z,x)dx, 
si  Ton  pose 

De  même,  on  aura  la  formule  inverse  de  la  précédente 

»6 


SI 


3(x)  =   /    \{x,  u)/[b{,x,  u)]duy 

^  a 

T„(j:)=  Ç  \{x,  m)[8(x,  u)Ydu. 


Léman,  —    Sur  la   recherche  des   moments  fléchissants  et  des 
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eflqrts  tranchants  qui  se  produisent  dans  une  poutre  appuyée  à 
ses  extrémités  et  fléchie  sous  l'action  d'une  surcharge  mobile. 

(574-586). 

De  Tilly,  —  Rapport.  (528-53o). 

Solution  par  la  Statique  graphique,  en  considérant  un  solide  dont  les  sections 
sont  les  diagrammes  correspondant  à  chacune  des  positions  de  la  surcharge. 

Catalan  i^E,^,  —  Questions  d'analyse  indéterminée.  (53i-534). 
Une  récréation  arithmétique.  (534-536). 

Sur  les  équations   u^  =  x* -h  y^ -h  z^  \   (j;' -f-y' -h  z»)' =  X« -t- Y»  H- Z% 

Tome  X  (juillet  à  décembre  i885). 

Martins  da  Silva,  —  Sur  une  question  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. (79-84). 

Mansion  (P.).  —  Rapport  (t.  IX,  p.  324-3a6). 

Gudermann  a  fait  connaître  {Journal  de  CrellCj  t.  18,  p.  164  et  suivantes) 
diverses  formules  sur  les  fonctions  elliptiques  de  trois  et  même  de  quatre  argu- 
ments quelconques.  Parmi  ces  formules,  on  peut  citer  la  suivante 

1  k'* 

—  A'*  snw  snvsnrsnj  -4-  cna  cni^cnr  cn.T  —  7-7-dniidn  vdnr  dn*  = r-> 

k*  k* 

où  l'on  suppose  u-\-v-k-r-\-s  =  o. 

Cayley  a  fait  connaître  une  formule  plus  générale  où  les  quatre  arguments 
sont  quelconques.  M.  Martins  da  Silva  prouve  que  la  formule  de  Cayley  est 
contenue  dans  une  formule  de  Jacobi  publiée  par  Rosenhain  {Mémoires  des 
savants  étrangers  de  l'Académie  de  Paris,  t.  XI,  p.  875  ),  lui  donne  diverses 
formes  et  montre  qu'elle  peut  conduire  à  divers  résultats  intéressants  trouvés 
par  H.-J.-S.  Smith  et  d'autres. 

De  Tilly  et  Mansion  (/^.).  —  Rapports  sur  le  Mémoire  intitulé  : 
«  Solution  du  problème  universel  de  Wronski  et  d'un  autre 
problème  relatif  à  Fintégration  des  équations  diflerentielles  ; 
par  M.  Ch.  Lagrange  ».  (536-549,  55o-558). 

I.  Le  problème  universel  de  Wronski  est  le  suivant  : 
«<  Etant  donnée  une  relation 

o  =fx  -T-  xJ^x-\-  xj^x  -^...-\-  X^/^Xj 

développer  une  fonction    Vx  de  x  suivant   les  puissances  et  les  produits  des 
variables  indépendantes  x,,  x^,  ...,  x„.  » 
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Il  est  facile  de  ramener  ce  problème  à  celui  de  Lagrange.  Posons  b  —  z  =/jr 
el  introduisons  partout  la  variable  z  au  lieu  de  x.  La  question  sera  transformée 
en  la  suivante  : 

«(  Etant  donnée  une  relation 

développer    une   fonction   ^z   suivant   les   puissances  et   les   produits   de  x,. 

On  en  fait  dépendre  immcdialcmcnt  la  solution  de  la  série  de  Lagrange,  en 
supposant  d'abord 

Z=b-r-tX,  9,5  -h  tx^  9,-  -h...-\-  tx^  ?,5, 

développant  ^z  suivant  les  puissances  de  /  et  faisant  t  = —  i. 

L'auteur  du  Mémoire  fait  la  réduction  que  nous  venons  d'indiquer,  calcule 
les  coefficients  du  développement,  détermine  le  reste  de  la  série  d'après  la  Loi 
suprême  (démontrée  par  M.  Ch.  Lagrange,  pour  la  première  fois).  Il  donne 
ensuite  diverses  généralisations  du  problème  universel;  puis  des  applications, 
entre  autres  celle-ci  :  Développer  une  fonction  d'une  racine  d'une  équation 
9J?  =  o  suivant  les  puissances  de  9a,  a  étant  une  valeur  approchée  de  fa 
racine.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  ce  développement  suivant  les  puissances  de 
ffx  —  9a,  puis  d'observer  que  9 j?  =  o. 

Çà  et  là,  dans  cette  partie  de  son  Mémoire,  M.  Ch.  Lagrange  n'est  pas  assez 
précis  sur  les  conditions  d'existence  des  théorèmes  qu'il  énonce,  parce  qu'il 
n'utilise  pas  les  travaux  les  plus  récents  sur  la  série  de  Lagrange. 

II.  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  un  essai  d'intégration  des  équa- 
tions dilTérenticIlcs  par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et 
par  développeriient  on  série  dt*  l'intégralo  suivant  les  puissances  d'un  para- 
iiièln!. 

Suivant  M.  de  Tilly,  qui  a  tenir  l'application  de  ce  procédé  de  déveIoppenien( 
au   problème  de   rinléj^raliori  des   é<]iiations  dilVérenlicIles  linéaires  du  second 
ordre  (sous  la    forme  (pie   M.  de  Tilly   lui   a  donnée),  cette  méthode  semb/r 
ouvrir  de  nouvelles  perspectives  à  ceux  (]ui  s'occupent  de  cette  queslioo  difli- 
cile,  qu'à  celle  occasion  il  tran>forrne  de  diverses  manières. 

Suivant  M.  Mausion,  les  foriiiule*i  de  M.  Lagrange  relatives  à  la  variation  des 
constantes  arbitraires  ne  s«)nt  pas  démontrées  dans  son  Mémoire,  niais  elles 
sont  vraies  moyennant  certaines  conditions  el  le  Rapport  en  contient  iinf 
démonslralion;  quant  au  dévelop[)ement  de  l'intégrale  suivant  les  puis«ncf> 
d'un  paramètre,  il  semble  presque  impossible  de  dire  d'une  manière  généwlt; 
dans  (juel  cas  il  est  légitime. 

Voici  le  théorème  de  M.  Ch.   Lagrange  relatif  à   la  variation  des  fon>tantc'« 
arbitraires  : 

«'  Si  rinlégrale  générale  de  l'èqualion  j"   - /(  ^  j-,  j?',  o)  peut  se  iiicttrc  «""'^ 

la  forme 

r    -  -zit.  X,  .r'),         g       ^(/,  .r,  x'), 

rinl<'-:;ration  (\r  Ifiiualion   r   -•  /( /.   r,  i',  n)  se  réduira  à  celle  du  s>?lo"i' 

//'      /(f.  If.  v,  ''/).         v' —  T.(t,  u.  t",  a). 
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où  Ci,  V  sont  deux  nouvelles  fonctions;  /,  t:  des  fonctions  connues  se  déduisant 
de  «  et  "i^.  » 

Alansion  (/^.).  —  Sur  une  forme  du  reste  dans  la  formule  de 
Taylor  et  dans  celle  de  M.  Ch.  Lagrange.  (846-849). 

I.  En  général,  la  partie  réelle  de  (a  +  6v/— i),  plus  la  partie  imaginaire  de 
(c  -H  S>J—  0,  est  égale  à  Xy/âc"»»'^-»  multiplié  par  le  plus  grand  des  deux  mo- 
dules va' -h  6",  v^c'H-rf';  X,  quantité  positive,  est  au  plus  égale  à  l'unité.  Donc 
le  reste  de  la  formule  de  Taylor,  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire, 
savoir  : 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

Xv/âc'"»^-'  ^^^~""^"  ^ (, _ 8)—^ F-r^^-i- e(z - cji. 

i.i...n    p  *•"  " 

II.  Supposons  FZ,  K'Z,  ...,  F"/  développés  par  le  théorème  de  Taylor 
jusqu'aux  termes  en  (Z  —  -3,,)"',  avec  le  reste 


/ 


z 


(Z  — /)«"F"+«f  rf/ 


1 . 2 . 3 ...  2  « 

pour  la  première  fonction  et  de  même  pour  les  autres.  Éliminons  entre  les 
(n-hi)  développements  F'»+'2„  F"*"-;^,  ...,  F»"^,;  nous  obtiendrons  la  formule 
de  M.  Ch.  Lagrange  {Bulletins,  t.  I\,  11^-117)  avec  le  reste  donné  par 
M.  Darboux 

J.  \,'i.S.  ..'xn 

(1*011  l'on  peut  déduire  celui  de  M.  Ch.  Lagrange. 


Tome  XI  (janvier-juin  1886). 

De  Ueen  {P.).  —  Détermination  des  variations  que  le  coefficient 
de  froltement  intérieur  éprouve  avec  la  température.  (Considé- 
rations théoriques  qui  découlent  de  Tobservation  de  ces  gran- 
deurs. (  29-44). 

Lautcur  établit  la  relation  suivante 

F"/i     r^  A^F-i-  -.     I. 


•H'^ -'-:;.> 


entre  le  coefficient  de  frollomcnt  1'  à  une  Icnipérature  quelconque  et  la  varia- 
tion  -7—  de  ce  rocfficicnt  pour  une  variation  ne  température  de  2o*C. 
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Le  Paige  (C).  —  Sur  le  nombre  des  groupes  communs  à  des 
involutîons  supérieures  marquées  sur  un  même  support.  (121- 
127). 

Le  nombre  F  (m,  A:,  m',  A*')  des  groupes  de  {k-\-k')  poiots  communs  à  des 
invoiutions  \{m,k)y  I(m',  A')  est 

L'auleur  donne  la  démonslralion  dans  le  cas  où  A  =  2,  puis  fait  remarquer 
que  la  formule  générale  se  déduit  de  la  loi  de  récurrence 

(A-  -+-  A'  )  F(m,  A,  m\  A')  =  {m'-k  -  A'-h  1)  V{m  —  i,  A-  —  1 ,  m',  A') 

-f-(m  —  A'— A  4-1)  F  (m,  A,  m'  — 1,  A-*— i). 

La  formule  trouvée  pcniict  d'établir  de  nombreuses  propriétés  géométrique;» 
dont  M.  Le  Paige  donne  quelques  exemples. 

flirn  (G^'A.),  —  Lettre  à  M.  Liagre.  (i3i-i35). 

Rectification  à  la  page  182  d'un  Mémoire  publié  par  M.  Hirn  dans  le  tome  XLVI 
des  Mémoires  de  l'Académie.  La  vitesse  du  son  ne  peut  être  fonction  de  son 
intensité;  s'il  en  était  autrement,  la  musique  d'ensemble  serait  impossible. 

Catalan  (£'.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  l'étude 
des  événements  arithmétiques  »,  par  M.  £.  Cesaro.  (1 39-145). 

Analyse  d'un  travail  d'arithmétique  asymptotique,  contenant  la  solution  du 
problème  suivant  :  «  Soit  \  =  F(  j?,,  a:^, . . .,  j?^)  une  quantité  quelconque  en- 
gendrée, au  moyen  d'opérations  données,  par  des  nombres  x,,  x,,  ...,  x^. 
Evaluer  la  probabilité  que  le  nombre  \  soit  doué  d'une  propriété  Q  ».  Les 
Notes  du  Rapport  contiennent  une  esquisse  de  la  solution. 

Clausius  (/?.).  —  Examen  des  objections  faites  par  M.  Hirn  à  la 
théorie  cinématique  des  gaz.  (i-3-i()3). 

Les  expériences  de  M.  Hirn  sont  décrites  dans  deux  Mémoires  publiés  dans 
les  tomes  \LIII,  XLIV  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Belgique.  Ces 
expériences  sont  bien  conçues  et  probablement  très  bien  exécutées,  mais  les 
conclusions  qu'il  en  tire  ne  sont  pas  exactes,  comme  on  peut  le  montrer. 

Parmi  ces  conclusions,  celle  qui  se  rapporte  au  choc  des  gaz  a  été  surtout 
exprimée  d'une  manière  précise.  D'un  f;azomèlrc  contenant  de  l'air  sous  pres- 
sion, M.  Hirn  fait  sortir  un  courant  d'air  s'échappanl  d'un  conduit  recourbé  à 
son  extrémité,  à  angle  droit,  vers  le  bas  cl  garni  à  celte  extrémité  d'un  ajutage 
d'écoulement.  A  quelque  dislance  de  cet  ajutage  se  trouvait,  horizontalement 
placée,  sur  l'un  des  plateaux  d'une  balance,  une  plaque  rirculaire  qui  recevait 
fiormalcinonl  le  rlior  du  courant  d'air.  Pour  contrebalancer  la  pression 
exercée  sur  la  plaque,  le  setond  plalcau  elail  chargé  de  poids,  qui  servaient  à 
mesurer  la  grandeur  de  la  pression  CNcnce.  M.  Hirn  a  con>lalé  que  celle  pres- 
sion élail    la    même  quand   l'air  clail    à  la  Icinpératiiir   ordinaire   cl    quand  il 
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était  porté  à  la  température  de  200*.  Il  croit  ce  résultat  en  contradiction  avec 
la  théorie  cinétique  des  gaz.  Mais  on  peut  faire  des  objections  graves  aux  rai- 
sonnements sur  lesquels  il  appuie  cette  manière  <le  voir. 

En  premier  lieu,  il  fait  un  usage  si  étendu  d'hypothèses  de  simplification  qu'il 
est  difficile  de  savoir  si  ces  raisonnements  ont  aucune  force.  Ainsi  il  remplace 
les  mouvements  dans  toutes  les  directions  que  Ton  admet  pour  les  molécules 
gazeuses  dans  la  théorie  cinétique  des  gaz  par  des  mouvements  de  ces  molé- 
cules complètement  indépendants  suivant  trois  directions  rectangulaires  entre 
elles.  Ces  mouvements  persisteraient  jusqu'à  rencontre  d'une  paroi  solide.  (Dans 
la  théorie  cinétique,  on  admet  au  contraire  qu'il  y  a  très  souvent  entre  les 
molécules  des  chocs  excentriques.) 

En  second  lieu,  en  admettant  cette  hypothèse  des  mouvements  dans  trois 
directions  rectangulaires,  les  calculs  de  M.  Ilirn  contiennent  une  erreur.  Si 
une  fraction  a  du  nombre  total  des  molécules  se  meut  dans  une  direction  per- 
pendiculaire à  la  plaque,  M.  Hirn  admet  que  leur  vitesse  propre  U  s*aJoute 
toujours  à  la  vitesse  V^  d'écoulement,  de  sorte  que  leur  pression  sur  la  plaque 
est  proportionnelle  à  a(  li  +  V  )^  Celle  des  autres  molécules  est  proportionnelle 
à  (1  —  a)V*.  D'après  lui,  la  pression  totale  d'un  côté  de  la  plaque  est  donc  pro- 
portionnelle à  a(U  -H  V)'-f-  (1  —  a)V>=:  aU«-+-  aaUV'-^-  V». 

La  pression  de  l'air  en  repos  de  l'autre  côté  de  la  plaque  est  proportionnelle 
à  aU'.  Donc  la  dilTérence  aaUV-hV*  est  une  quantité  proportionnelle  à  la 
pression  réelle  causée  par  l'écoulement  du  gaz  sur  le  plateau  de  la  balance. 
Puisque  le  terme  aaUV  dépend  de  la  température,  la  pression  devrait  donc 
(d'après  la  théorie  cinétique  interprétée  par  M.  Hirn)  être  différente  quand 
on  expérimente  à  200"  ou  à  la  température  ordinaire,  ce  qui  est  contraire  aux 
faits.  Mais  cette  manière  de  calculer  est  fautive. 

Il   est  évident    qu'on    doit   admettre   que   -a   des   molécules  doit   frapper  la 

plaque  avec  une  vitesse  L'  -h  V  et  -  a  avec  une  vitesse  V  —  U.  \lors  on  trouve, 
pour  quantité  proportionnelle  à  la  pression, 

-t(li  -r- V)^-h(V-  U)^l4-(i- a)V'-aL^»=  V% 

quantité  indépendante  de  U  et  de  la  température.  Les  expériences  de  M.  Hirn 
confirment  donc  la  théorie  cinétique  des  gaz,  si  son  hypothèse  simplificatrice 
des  trois  groupes  de  mouvements  indépendants  des  molécules  est  admissible. 

Les  objections  à  la  théorie  cinétique  déduites  de  l'action  de  l'air  en  repos 
sur  un  corps  en  mouvement  sont  de  la  même  nature  que  la  précédente  et  con- 
tiennent, dans  leur  développement,  la  même  erreur  de  raisonnement. 

Voici  une  autre  objection  de  M.  Hirn.  D'après  la  théorie  cinétique,  les  mou- 
vements moléculaires  des  gaz  ne  peuvent  avoir  dans  l'air  à  la  température 
considérée  par  M.  Hirn  dans  une  de  ses  expériences  qu'une  vitesse  moyenne 
de  5oo"  environ.  Or,  il  déduit  de  cette  expérience  que  la  vitesse  d'écoulement 
était  de  plus  de  i^ooc",  ce  qui  est  «  un  argument  mortel  contre  la  théorie  ciné- 
tique telle  qu'elle  a  été  établie  jusqu'ici  ».  Mais  il  n'en  est  rien.  La  vitesse  de 
4ooo"  n'a  pas  été  observée,  mais  déduite  de  certaines  formules,  qui,  dans  le  cas 
des  expériences  invoquées  par  M.  Hirn,  ne  sont  évidemment  pas  applicables. 
Cette  objection  est  donc  aussi  sans  valeur. 

Eu   terminant,  M.  Clausius  fait  la  remarque  suivante  relative  à   la  théorie 
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purement  cinématique  de  l'Univers.  «  Jamais,  dans  mes  travaux  sur  la  théorie 
cinétique  des  gaz,*  je  n'ai  soutenu  cette  opinion  que  toutes  les  forces  peuvent 
s'expliquer  par  des  mouvements;  j'ai,  au  contraire,  établi  un  théorème  qui 
démontre  l'opposé,  je  veux  parler  du  théorème  du  viriel.  Ce  théorème  dit  que 
tout  mouvement  stationnaire  a  besoin,  pour  persister,  de  certaines  forces  qui 
lui  font  dynamiquement  équilibre,  et  il  exprime  la  condition  de  cet  équilibre 
dynamique  par  une  équation  dont  un  des  membres  est  la  force  vive  du  mou- 
vement, tandis  que  l'autre  est  une  expression  qui  est  formée  des  coordonnées 
des  masses  en  mouvement  et  de  composantes  de  forces.  Cette  équation  per- 
met de  conclure  avec  certitude  que,  sans  forces  attractives,  aucun  état  de  sta- 
bilité ne  serait  possible  dans  la  nature. 

(  Voir  un  exposé  détaillé  des  objections  de  M.  Hirn  à  la  théorie  cinétique  et 
des  réponses  que  l'on  peut  y  faire,  par  M.  J.  Delsaux,  dans  la  Bévue  des  ques- 
tions scientifiques  de  Bruxelles,  p.  270-292,  juillet  1887.) 

Mansion  (/^.).  —  Détermination  du  reste,  dans  la  formule  de 
quadrature  de  Gauss.  (agS-So^). 

Catalan  {E.),  —  Rapport.  (270-2^3). 

I.  La  formule  générale  d'interpolation  de  Newton  peut  s'écrire 
Vx  =  0x  -\-  {x  ^x^){x  —  x^).  ..{x  —  x^)P{x), 
Ox  étant  le  polynôme  entier 

A  -+-  B(x—  x^)  -\-  C{x  —  x^){x  —  x^  -h..  .4-  L(x  —  x^)...{x  —  j:,_,), 
tel  que  Fx,  =  Oj?,,  ...,  Vx^=  Ca:„.  Evidemment 

{Vx-Ox)dx    -  I        {X    -x,)...(x  -x„)P{x)dx. 

Posons  ox  =  {x'—i)"*  et  prenons  pour  .r,,  x^,  ...,  x„  los  n  racines  réelle» 
et  distinctes  de  '^"x  —  o.  On  aura 

(  1' .r  —  Gx)dx  -  ^ \ /        'o"xV{x)  dx. 

cl,  en  intégrant  n  lois  par  parties,  dans  \v  second  membre 

I        {Vx       (\x)d.r-- /        (I-   x')"  r"(x)  dx, 

uQ  encore,  x.^  étant  une  valeur  intermédiaire  entre  h-  i  et  —  1, 

/        {Vx  -r.x)dx^-   __lf;!__    /        (i-x'Ydx. 
•-^—1  (n  -h  i). .  ..ui  ..'—1 

l/auleiir  prouve  <jue  la  dérivée  /i'*'°*  de  la  fonction  interpolaire  P{x)  peut 
>'e\prinier  au  moyen  de  la  dérivée  K*''x  de  la  fonction  h'j-,  de  sorte  que 

(»)  l'"(.rj.  - 


(  //  -f-  I  )  (  //  H-  •>  )  •  •  •  2  /<  ' 
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^  étant  compris  entre  —  i  cl  -hi.  Par  suite,  on  trouve  aisément 

J_  in  -\-  \  y\  .S  .^ . .  .{2  n  ~~  \)  \    \. 1,0..  .in 

ce  qui  est,  à  la  forme  près,  la  formule  de  Gauss,  ai^ec  une  forme  finie  du  reste. 

II.  Pour  établir  la  formule  fondamentale  (i),  voici  comment  procède  Tauteur. 
La  dérivée  n"'*"*  de  la  fonction 

¥\  —  Fx 

^x  =  — ç^ 

^  \  —  X 

est  obtenue  sous  la.  forme 

^'*{x)=  I    (1  —  /)"  F'»+'[x-h/(X  — j:)]  rfar, 

sans  recourir  à  la  dérivation  des  intégrales  définies  sous  le  signe. 

Cela  fait,  on  en  déduit  la  valeur  de  P'*x  en  observant  que,  d'après  une  for- 
mule d'Ampère,  la  fonction  interpolaire  P(:r)  est  égale  à 

Fx,—  Fx  Fx^—Fx 

X.  —  X  X^  —  X 


(X,-J7,)...(J?,-J7„)  (a7^-X,)...(a7^-  JT^J 

Enfin  la  dérivée  P^C^?)  obtenue  ainsi  conduit  à  la  formule  (i),  par  Tinter- 
médiaire  d'un  théorème  de  Cauchy  donnant  la  valeur  du  reste  dans  la  formule 
d'interpolation  de  Newton,  ou  celle  d'une  fonction  interpolaire  au  moyen  d'une 
dérivée. 

Deruyts  (/.).  —  Sur  le  calcul  approché  de  certaines  intégrales 
définies.  (Soy-Sii). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (279-280). 

On  a 


£ 


b 
fx^xdx  =  A,ça,-H  A,©»,-»-. .  .-t-  A^^a, 


comme  valeur  approchée  de  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  membre, 
ea  ne  négligeant  que  les  puissances  de  x  dont  le  degré  est  a/i  au  moins,  si 
Jx  est  une  fonction  qui  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  6,  ^x  un  polynôme 
entier,  «„  a,,  ...,  «^  les  racines  de  P^=  o,  P^  étant  polynôme  entier  de  degré 
n  en  jr,  tel  que 


l 


b 
/xP^P„dx=o, 


si  m  est  différent  de  n.  L'auteur  donne  la  valeur  explicite  des  coefficients  A, 
dans  trois  cas  assez  généraux,  savoir  ceux  où  il  s'agit  des  intégrales 

/       {i  —  x)'"{i-hx)''^xdx,      I        e-'^xdx,       1     e-^xf-*(^x  dx. 


5CCOII»!  rAKTIC 
tènatruggke  {G-).  —  Smr  rht*i»hïtité  de  r^iTiW 
Kfcr  npcrfincQe  iTod  f>q«îd<^.  (IVrmiÀr  partie,  3{i- 


ffeen  (P.).  —  Noie  louchanl  !-  lui  •]!))  rV^t  U  iliUubittip  An 
liquide*.  (54%55^). 


Tomt-  Xllfjaillci  à  décembre  iMfii. 

/•'o/if.  —  Itupporl  4ur  lo  Mémoire  iiitiluFë  :  a  La  Cinématiqtw 
modem'-  et  \v  dvnamisnnc  de  l'avenir  «.  par  G.-A.  tlirn. 
(5-9)- 

.ViuljTM  d'ail  Mémoire  ca  répooM  i  l«  Hotc  de  M.  Oansias  {BuUetin.,  I.  SI, 
p.  i7l'i(r'l).  Ln  Bipfrirneei  de  Ilrrn  dénioriirent  que  l>  r^sistaiiM  opposée  par 

■«mfi'riilure  Ar.  ce  ga^,  La  théorie  cinétique  dei  gai,  telle  que  l'cDlend  M.  Hira, 
rnnduit  1  un  riïiultat  conlraîre;  mais,  entendue  comme  M.  Cl>usiu«,  elle  col- 
iluil  au  mfiiir  ré»iilL:il  que  l'eipérience. 

/^  l'fiigc  (C).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  une 
»uit(;  de  polynômes  conjugués  »,  par  M.  Duruyts.  (ia-i5). 

di'ni'raliiiatioii  iiiK^iiicuse  4c  divers  résultats  de  Heine  et  de  Didoo  sur  l> 
■Jiïlerniiiialiiiri  approclii'e  des  intégrales  définies  /  f{x)a{x)tLc  sous  II 
[iirme  £A  f  (o)  cl  sur  les  polyuAnic!  qu'on  rencontre  dans  lu  quesljon. 

Ctita/ari  {h'.).  —  Sur  une  classe  d'équations  dilTérentielles.  (17- 

.5). 

L'#i)ualiiin  j-"(i  ~  x')x  -1-  {1  ~  x')y  -t-  xy  =  o  i  pour  intégrale  générale 
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En  posant ^v^  =  s,  \xE{x)  =  X,  elle  devienl 


=  X  ' 


dont  5  =  X  est  une  intégrale  immédiate.  On  peut  donc  aisément  intégrer  celle- 
ci.  Il  en  est  de  même  de  l'équation  plus  générale 

X'^'h-  A' XX' -s'  -  (XX^^-  k\'')z  =  o. 

Folie  (F,)  et  Catalan  (F,).  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de 
M.  Ch.  Lagrange  intitulé  :  «  Théorèmes  de  Mécanique  céleste, 
indépendants  de  la  loi  de  l'attraction.  »  (28 1-238). 

De  Tilly  et  Folie  (F,),  —  Rapports  sur  une  réponse  de  M.  La- 
grange  aux  critiques  d'un  Rapport  de  M.  Catalan.  (489-492). 

Lagrange  {Ch.).  —  Réponse  aux  critiques  du  Rapport  de  M.  Ca- 
talan. (527-539). 

Catalan  (F.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  de  Tilly.  (t.  XIll,  p.  4). 

Soient  MT  la  tangente  à  une  orbite  à  double  courbure,  P  un  point  fixe.  Dans 
le  plan  mobile  PMT,  M  décrira  une  courbe  plane.  La  position  du  plan  mobile 
est  déterminée  à  chaque  instant  par  Tanglc  a  qu'il  fait  avec  un  plan  due  et 
Tangle  ^  de  son  intersection  avec  ce  plan  fixe  avec  une  droite  fixe  dans  ce  plan 
fixe.  L'auteur  applique  ce  mode  de  représentation  du  mouvement  d'un  point 
M  au  problème  des  trois  corps,  en  supposant  l'attraction  quelconque  :  V 
coïncide  successivement  avec  chacun  des  trois  corps.  Il  arrive  ainsi  à  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers,  parmi  lesquels  M.  de  Tilly  cite  les  suivants  : 
I.  Le  mouvement,  soit  dans  le  plan  fixe,  soit  dans  le  plan  mobile,  de  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans,  se  poursuit  toujours  dans  le  même  sens  (autrement  dit 
P  croit  ou  décroît  toujours);  a,  au  coiilrairc,  subit  des  augmentations  et  des 
diminutions  alternatives.  Eu  supposant  que  l'attraction  s'exerce  suivant  la  loi 
newtonienne,  appliquant  ses  formules  à  la  question  du  mouvement  des  nœuds 
de  la  Lune,  l'auteur  retrouve  des  résultats  connus.  —  II.  Parmi  toutes  les  lois 
d'attraction  en  raison  inverse  d'une  puissance  entière  de  la  distance,  la  loi 
newtonienne  est  la  seule  qui  puisse  rendre  sensible  pour  nous  la  révolution  des 
nœuds  de  notre  satellite. 

De  Heen  (P.).  —  Note  sur  un  travail  de  M.  Robert  Schiffsur  la 
chaleur  spécifique  des  liquides.  (4it)-422). 

Les  expériences  de  M.  SchifT  confirment  une  loi  de  M.  P.  de  Heen. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  homographies  dans  le  plan.  (422-439). 

Étude,  par  la  théorie  des  formes  algébriques  plurilinéaires,  des  homographies 
d'ordre  supérieur. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2*  série,  t.  XIII.  (Janvier  1889,)  R.2 
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Catalan  {t\).  —  Sur  le  dernier  ihrorème  de  Fermai.  (498-5oo). 

Énoncé  (le  seize  ihéorùiiies  relatifs  auv  nombres  a,  ft,  c,  tels  que  tf"H-  6"=  c*. 

l'an  fier  Mensbruf:f[he,  —  Sur  rinslabilitc  de  l'équilibre  de  la 
couche  superficielle  d'un  liquide.  (2'  Partie,  ()23-643). 

Suite  d'un  travail  indiqué  plus  haut.  V.  Existence  d'une  tension  superficielle 
propre  à  chaque  liquide  pour  une  température  intérieure  donnée.  —  B.  Existence 
d'une  force  contractile  ou  d'une  force  d'extension  à  la  surface  de  contact  d'un 
liquide  et  d'un  solide.  —  C.  Tension  superficielle  à  la  surface  commune  de  deux 
liquides  qui  ne  <e  mêlent  pas. 

Mail/y  (/i*.).    —  l^es  Sociétés  savantes  et   littéraires  établies  à 
Bruxelles  sous  la  <Ioniination  française.  ( 786-794)- 

(,n  seul  mathématicien  eu  faisait  partie  :  de  Nicuport. 

Houzcaii.  —  Coup  dœil  sur  révolution  scientifique.  (•jgS-SiS). 

Suivant  l'auteur,  l'ordre  d'évolution  est  le  suivant  :  les  sciences  subjectÎTCs, 
({ui  prennent  leur  point  de  départ  dans  l'homme  même  et  procèdent  par 
déduction  (Mathématiques,  Philosophie),  puis  les  objectives  fondées  sur  Tob- 
servation  et  procèdent  par  induction.  L'histoire  de  l'Astronomie  ancienne 
parait  contraire  à  cette  manière  de  voir;  l'auteur  nous  semble  attribuer  aussi 
aux   Vrahes  et  aux   Hindous  des  connaissances  que  les  Grecs  avaient  déjà. 


ANNALIiS  i)i:  lv  Socii-mk  scmcntifiole  di:  Uuixiîlles.  Nou\ièine  année,  1884- 

iSS>,  Hriixollcs,  Haye/;  iSS>  (A.  [)rcmièrc  Parlio;  B,  seconde  Partie)  (  M- 

liOruL^nr  {  }/,).  —  Sur  les  courhcs  isoinélrl(|ues.  (A,  56-58). 

lîésiimr  (1*11110  <"'»iniiminr;Hinii  |iiil»|i«'«('  daii-^  le  lUtUetin  de  ta  Société  mathe- 
iufttitjiw  dr.  Frani'i'.  1  )('^  coin Im.'s  (K)  sont  (lito«<  tes  t(ina;entes  isowétriaues 
de  (umrltrs  ('(!),  si  \v^  ;iri  s  (|(((>ii|»é>  sur  Ic^  cnurijcs  (  K)  (»ar  doux  rourhcs  (C) 
sont  «'ijaux.  Lr  sysltiiH'  (C)  rliinl  dorme  cl  l'une  dt^s  couches  (K  k  les  autres 
courbes  (  K  )  soiif  flilcs  isoriirtrifjues  de  In  jiremière. 

Mansimi  (/^.).  —   Piincipcs  (ruiic  lh<*oric  nouvelle  des  ionctions 
rlt'inenlaircs  d'une  \ari;il>le  iniîii^inalrc.  (H,  i-îo  ). 

fii/Oert  (/V/.).  —  Happort  sur  ce  Méinoii\^.  (A,  iS-5\). 


C)  Voir  liiitletin,  t.  M  ,  {..  23o-j3',. 
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Développement  de  deux  articles  antérieurs  déjà  analysés  dans  le  Bulletin. 
1.  Préliminaires:  Méthode  de  Cauchy  et  d'Abcl  pour  obtenir  le  développe- 
ment de  (1  +  2)'",  Iog(i  + -s).  2.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  ¥z  =  F{x-}-yi)  =  ;p{x,y)  -h  i^(x,  y)  ait  une  dérivée  unique.  3.  Théo- 
rème fondamental  F(Z)  —Vz^=A{Z  —  zJFz^  -+--'> (Z  —  5„)  F5,  (<'»!  ^.  partie 
réelle,  A  =  partie  imaginaire),  5,  et  z^  étant  intermédiaires  enlrc  z^y  Z. 
4.  Théorème  de  Taylor,  avec  la  forme  du  reste  indiquée  dans  les  Bul- 
letins de  l'Académie  de  Bruxelles,  t.  X,  p.  846;  i885.  Vraies  valeurs  des 
expressions  indéterminées.  5.  Développements  en  série  de  e*,  Cha,  Shc,  cos5, 
sinz.  6.  Développement  de  log(n-5),  même  si  le  module  de  z  est  l'unité 
(tétant  différent  de  —  i).  On  le  déduit,  dans  ce  dernier  cas,  de  celui  de 
(i-f-«)  log(i-+-4;).  7.  Binôme,  dans  tous  les  cas  où  la  formule  subsiste,  l'ex- 
posant étant  réel  ou  imaginaire.  8.  Théorème  de  Taylor  avec  une  forme  du 
reste  exprimée  en  intégrale  défînie.  9.  Démonstration  directe  du  théorème  de 
M.  Darboux,  sur  la  forme  du  reste  dans  le  théorème  de  Taylor.  10.  Historique. 
Cauchy  {Calcul  différentiel^  Leçon  XIII;  1829),  Falk  {Sur  les  fonctions 
imaginaires,  Upsal;  1877)  ont  au  fond  démontré  le  théorème  de  Taylor  pour 
les  fonctions  d'une  variable  imaginaire  à  peu  près  comme  M.  Mansion;  M.  Dar- 
boux, par  une  méthode  différente,  est  arrivé  à  des  résultats  équivalents 
{Journal  de  Liouville,  1875).  Voir  aussi  une  Note  de  M.  Mansion,  Bulletin 
de  Belgique,  3'  série,  t.  X,  p.  8'46-8'i9. 

Gilbert  (Ph,).  —  Sur  rintégration  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (B,  ^i-^S). 

Soit  u  =  cif  V  =  ^  \e  système  intégral  des  équations  dififérentielles 

dx:\  =  dy:Y  =  dz:Z, 

formant  le  système  auxiliaire  servant  à  résoudre  Téquation  aux  dérivées  par- 

dz  d  ^ 

tielles  X  —, h  Y  -r^  =  Z.  On  aura  identiquement 

dx  dy 

.  6(t/,  y)  _  ..  .  o(M,  t>)  _  y  .  ^{11,  r) 
t{y,z)  0(5,  X)  o(x,  r) 

les  seconds  termes  de  ces  rapports  désignant  des  déterminants  fonctionnels 
contenant  des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  lettres  x,  y,  z  qui  entrent 
dans  //,  V,  comme  si  x,  y,  z  étaient  indépendantes.  En  désignant  par  K  l'ex- 
pression commune  des  trois  rapports,  on  trouve  sans  peine  que 

^         ^  d{x,y) 

Le    déterminant   fonctionnel    du    second    membre   contient   maintenant    les 
dérivées  totales 

du  _  6w  lu  du  _  Zu  ùu 

dx  ~'  Bx       '   Iz^         dy  ~  Zy       "  Iz 

ile  M  et  sf.  Il  résulte  de  là  que  toutes  les  solutions  de  rc(]uation 

\p  \~  \  q  ~  Z  =  o 
sont  données  par  v  =  «(m)  et  H  —  o. 
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fJe  Sparre.  —  Sur  Irt  mouvement  d'un  «olido  antonr  d'un  ptfitf^ 
(iic  et  sur  Ip  pendule  coDique.  (1),  49-9^)' 

ICipnsA,  ta  mo^rn  dt»  T<iticiioo»  dliiitiiinM.  iks  principal» 
auqiif.ls  un  r*l  irrlv^  or  cet  qumUoo«,  Dan»  la  pr«iii>#rni  runteiir  l'inipirt 
da  biau*  u-avaDi  de  M.  Herroiu  «ur  cette  «inmUon,  uni»  on  rtnilant  au* 
Ptpn*{ilon  Indipcndanle  dt  l'Alud*  de  l'éiuMinn  dr  ÎAàrné.  L'iulonr  d^naontit, 
entre  aulrcJi  nhoitiM,  quo  rher;>olbndiede  Poinnotn'a  pt»  de)iD<nl«  d'ioOesioD fi, 
par  tuitp,  n'D  put  la  formr  qu'no  Jni  aaigae  hal»ti>ct|pincn(.  Dans  la  smuiuIf 
quMtion,  M.  di!  Sparre  dunnr  an  KtpotcS  plui  «impie  (le  la  aifUiodf  CDiploj^t 
dans  la  UUsertaiinn  Lnangiiralr.. 

De  Titly.  —  Sur  une  lycuii«  i|iii  «crnble  exister  au  début  de 
l'enscignemciit  de  la  Géométrie  descriptive.  (B,  yS-m^).  (Pu- 
blié aUHsi  dans  Mathesis,  t.  V,  Suppli'nient  11,  y,.  :ii-3o.) 

cia1]'ai.^c  dans  l«  Bullelùi.  On  peui 
dimenniuns  «ur  le  plan  d'une  «purt, 
au  iiKiM'ii  (lr<>  principes  suivants  ;  !■  un  pnint  qDelcuui)ue  O  d'une  Ggare 
>.'  |:i<,j>'itc'  Miir  un  plan  détermina  par  trois  pniats  A,  B,  C  de  cette  ligure  au 
l>i.iiii  H'ifiiii.i'elii'n  de»  cordes  cuiumuocs  de  trois  i^ercle»  ajaiil  respcctiremeal 
ji.iMr  r<'>iiiT<<  A,  II,  C,  pour  rayons  AO,  BO,  CO.  On  pourra  projeter  O  sur  na 
«rcond  plan  Alll),  D  étaol  sur  la  figure  solide;  projclir  1)  iur  AUC,  el,  an 
mnien  du  triangle  forma  par  D  et  nés,  projections  sur  ABC  et  sur  AB.  IronTct 
l'angle  dièdre  <:ABt>i  1'  tin  peut  trouver  sur  une  ligure  autant  de  points  que 
l'on  veut  appartenant  i  un  mÉuic  plan,  en  décrivant,  de  deux  points  comme 
cMtres,  deux  courbes  s|iiiiri(|ucs  de  mAnie  rayna,  plualmra  fois. 
L'auteur  riiaut  dlveraes  qoeations  pKr  la  rtgle  et  le  compas,  dans  l'espaec. 

Ëipmpics  ;  !■  sur  une  surface  cylindrique?  ou  ooniiiun  du  scu'ucI  degré,  luener 
une  génératrice  par  un  point  donné;  1*  trouver  les  axes  et  les  sommets  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  solide.  Ko  employant,  de  plus,  le  calcul,  on  peut  trouTer 
les  ânes  d'un  ellipsoïde  quelconque  et  ses  sommets. 

I/aton  de  la  Goupillière.  —  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
difTércnticI  du  .second  ordre  de  plusieurs  variables  indépeS' 
dantes.  (B,  i5i-i8(i}. 

Désignons  par  S  r«pération 


Le  calcul  de  fi"/[?(3T,^,i)]  si 
quel  que  soil  /.  L'auteur  prouve  qu 
l'équalion  de  splicres  couccnlriqur 
aie.  Il  chcrclic  ensuite  dans  quel  c 

î/(î,.-. • 

Il  applique  les  résultats  trouves 


mplo,  si  9  est  tel  que  3/(  ç  )  =  Ftç), 
a  ne  peut  arriver  que  si  ç  =  consl.  est 
de  cylindres  de  révolution  de  même 


i  recherche  de  £"/  dans  div» 
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suite,  il  généralise  encore   les  formules   ohlenues  en  supposant  l'opération  0 
définie  par  la  relation 

0  ==  F   -4-  I* h  •  •  •  H-  P     » 

'dx\        ^dx\  ''dxf, 

dans  le  cas  où  P,,  P^,  . . .,  P    sont  des  constantes^  />  —  a,  3,  ou  un  nombre  plus 
grand. 

De  Sparre,  —  Sur  la  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  Tin- 
téffrale   /■■'         .  (R    9.nr>-o3r>) 

Complément  du  travail  analogue  publié  dans  le  tome  précédent  des  An- 
naleSf  t.  VIII,  B,  97-120,  où  l'auteur  avait  traité  d'une  manière  simple  le  cas 
où  la  quantité  sous  le  radical  a  toutes  ses  racines  réelles.  Il  examine  ici  suc- 
cessivement le  problème  de  la  réduction  :  i"  quand  le  radical  est  du  quatrième 
degré  et  a  des  racines  imaginaires;  2<*  quand  ce  radical  est  du  troisième  degré 
et  a  des  racines  imaginaires;  3°  quand  le  radical  est  du  troisième  degré  et  a 
des  racines  réelles.  Ce  dernier  cas  est  exposé  plus  simplement  que  lorsqu'on  le 
regarde  comme  la  limite  de  celui  où  le  radical  est  du  quatrième  degré.  Comme 
application,  M.  de  Sparre  résout  le  problème  du  mr)uvement  du  pendule  cir- 
culaire. 

lyOcagne  {M,),  —  Sur  une  suite  de  polygones  tels  que  chacun 
d'eux  soit  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  précédent. 
(B,  231-238). 

Détermination  simple  des  coonlonnées  successives  des  sommets.  Les  sommets 
des  différents  polygones  ont  même  rentre  de  gravité,  ('e  centre  de  gravité  est 
la  limite  vers  laquelle  tendent  les  polygones. 

De  Sparre,  —  Sur  Therpolliodie  dans  le  cas  d'une  surface  du 
second  degré  quelconque.  (B,  '^49-2^8). 

Extension  de  la  méthode  exposée  dans  le  Mémoire  précédent  (p.  'i9-9'i)  au 
ras  du  mouvement  d'une  quadriquc  quelconque.  L'auteur  arrive  d'une  manière 
simple  à  la  condition  pour  (|uc  rherpollirxlie  ait  ou  n'ait  pas  de  point  d'in- 
flexion. 

Daule  {A.),  —  La  théorie  du  navire.  (B,  25()-285). 

Etude  de  quelques  questions  relatives  A  la  stabilité  du  navire,  insuffisamment 
élucidées  jusqu'à  présent. 


Dixième  année,  1 88  j- 1886. 
Âlansion  {P')-  —  Sur  Euclide.  (A,  \6). 

•  Des  treize  Livres  des  Klénients  d'Euclide,  celui  qui  est  le  plus  son  œuvre 
personnelle,  c'est  le  Livre  X,  traitant  des  incommensurables.  » 

Bull,  des  Sciences  matkéin.,  2*  série,  t.  XIII.  (Février  1889.)  1^3 


j/>,  SECONDE  PAUTIE. 

Afansion  (P-)'  —  Sur  le  principe  do  siibslilution  des  infiniment 
petits.  (V,  47)' 

Dans  une  limile  de  somme  arithmétique  ou  de  rapport  d'infiDÎment  petits, 
OD  peut  remplacer  un  infiniment  petit  a  par  un  autre  p,  tel  que  la  limile  du 
rapport  r  =  (p  :  a)  soit  l'unité,  m^mc  sil 'on  fait  varier  simultanément  toutes 
les  variables  dont  ce  rapport  dépend,  d'une  manière  indépendante  ou 
non.  Plus  d'un  auteur  a  oublié  de  tenir  compte  de  la  condition  soulignée  ici. 

Lagasse  {Cit.),  —   Note  sur  les  jaugeages  des  cours  dVau  par 
pertuis  et  par  voie  directe.  (48-J2,  52-53). 

Nécessité  de  contrôler  les  deux  méthodes  Tune  par  l'autre. 

Delsaux  (./.).  —  Sur  la  tension  superficielle  dans  la  théorie  de  la 
capillarité.  (B,  4^-74)- 

Gilbert  (Ph.).  —  Analyse.  (A,  53). 

La  théorie  de  Laplace  et  de  Gauss,  laquelle  ne  considère  que  des  actions 
mécaniques  à  distance,  suffit  à  rendre  compte  de  tous  les  phénomènes  capil- 
laires; de  plus,  cette  théorie  amène  à  considérer  des  forces  équivalentes  aux 
forces  fictives  considérées  dans  l'hypothèse  de  la  tension  superficielle.  En  pra- 
tique, surtout  dans  les  questions  d'équilibre,  l'emploi  de  ces  forces  fictives 
peut  néanmoins  être  très  utile. 

0  Oc  a  g  ne  {M,).  —  Sur  les  sous-invariants  des  formes  binaires» 
(B,  75-78). 

Carnoy  (J.).  —  Kapport.  (A,  54-55). 

Lo  numérateur  de   la  dérivée  d'ordre  (juclconquc  du  logarithme  de  a,  est  u 
sons-invariant  de  la  forme 

//                        n(n  —  i) 
a„j:"  -\ —  a,x"-*y  -4 ^ a,x"-'y  -h. .  -, 

où  rt,,  (ï^,  a^,  ...  sont  les  dérivées  successives  de  a^. 

iJ'Ocagnr  {M.).  —  Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles. 

(90-108). 

Extension  des  propriétés  des  suites  de  Karey  à  des  suites  plus  générales  où 
les  fractions  considérées  [)cuvent  surpasser  l'unité. 

De  Sparre.  —  CiOurs  sur  les  fonctions  elliptiques.  1*""^  Partie.  (B, 

1  29-9.00). 

I.  (^)uelqnes  propriétés   des    fondions    doublement    périodiques    (extrait  de 
Ouvra^'e    de    lirioi   et  Houqnel  ).  2.  Démonstration   de  l'identité  des   fonctions 
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elliptiques  définies  au  moyen  de  l'inversion  des  intégrales  et  de  celles  qui  sont 
définies  par  les  fonctions  B  et  H.  3.  Rappel  de  quelques  formules  supposées 
connues  sur  les  fonctions  elliptiques.  4.  Les  fonctions  doublement  périodiques 
de  deuxième  espèce  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  8  et  de  H.  Démonstration 
de  MM.  Hermitc  et  Mittag-Leffler.  5.  Formule  de  M.  Halphen  sur  certains 
développements  en  série.  6.  Application.  7.  Développement  en  séries  trigono- 
métriqucs  des  fonctions 

H'(o)e(j?-4-u>)        H'(o)H(37-4-u>)        H'(o)e.(x-l-u))        ir  (o)  HJm -4- ar) 

U{ui)e{x)    '       e(a>)e(x)     '       H,(u))e(:r)    '       e,(u))e(d7) 

8.  De  la  fonction  Z{u);  théorème  d'addition,  etc.  9.  Les  fonctions  Al  de 
Weierstrass.  Développement  en  série  suivant  les  puissances  de  la  variable. 
10.  Des  fonctions /?  et  9  de  Weierstrass.  11.  Théorème  de  l'addition  des  fonc- 
tions p. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  les  produits  composés  d'un  grand  nombre 
de  facteurs  et  sur  le  reste  de  la  série  de  Binet.  (B,  ig  1-200). 

De  Tilly.  —  Rapport.  (A,  So-S^). 

Si  l'on  pose 

on  a,  par  la  formule  de  Rinet, 

n(u)—  -    /    xlx )dx-\ ; ■    /    x(i^x)(x ]dx-\-... 

H : ; — ; r    /     x{i^  x)...(n  —ï  — x)lx  — -)dx  -^  H. 

L'auteur    prouve    que    la    valeur   absolue   de   R„   est   inférieure  à   diverses 
expressions  plus  ou  moins  faciles  à  calculer,  parmi  lesquelles  nous  citerons 

-77—  IJ(|X,    «),        .-, ; -. > 


64(|x  — i)(n  -i-i)L»H-  (IJL  — i)C-i-  (jx  — i)  log/i]       6\\inv- 

C  étant  la  constante  d'Euler  ou  de  Mascheroni,  B([jl,  n)  la  première  intégrale 
eolérienne,  \l  une  constante  positive  (plus  grande  que  l'unité  dans  la  troisième 
valeur  approchée  du  reste). 

De  Sahert,  —  Mémoire  sur  l'emploi  des  coordonnées  curvi- 
lignes dans  les  problèmes  de  Mécanique  et  sur  les  lignes  géodé- 
siques  des  surfaces  isothermes.  (B,  293-408). 

Première  et  deuxième   Partie  d'un   Mémoire   dont   la   troisième   Partie  sera 
publiée  dans  le  tome  suivant. 


^^^^1 

ne    LK  SociÈTiï    Koiti.E  DBS  ScieNLKfi  DB  LtËGK.  —    a*  s^rie, 

' 

«elle»,  Uayw;  mal  i88â .  '  ). 

[/*.).  —    Dis<;oiirs  sur  les    Lniviiiit    ni.irlii-inariqiics  tir 

inp-Charlcs   Calalan.  (i-38).   (Aussi  A/alkesis.   i.  V. 

ip     1 

leul,  II,  p.  1-38). 

Ulon.  1.  /» 
Pulyiirrl>n>< 
11.  Calcul  t 
gfBlM  mult 
loMeg  :  auli 
ilqoUlcrf: 
didacliqiie* 
Ih^oHc   (Ici 
prorcsscur  i 
.865  :  Ihftoi 
MUT  guelqu. 
(«CE  dEs  on. 

pr«n(inri4  A  l'ocraslnn  de  la  promnlinu  i  IVtn^rilat  de  M.  iù-  Ci- 
Production  .■  M.  Calalan,  ni  i  BrugM  en   ,lt,i.  csl  sorti  de  l'^coli- 

iiue    en   '"'"   e.l    ^— --   --'-             ''     -    '              "*  -'-     -     *" 
les  pnit           !«                 »        1 
IplM.  r          M               ,ti        1 
■«!.  Mi^moii.                        mes 
IcoIb  Polylc                      !"■         1 

dcM.Calari... 1 

poljWre»  Mîmi-n^g»        - 
t  i'Uniïmilé  de  Litge 
pie  d«ï  nnmbret,   fond 
Cl  produili  infliiù).  Iheo, 
de,. 

imblnaiïuDS.  III.  Ddlernii nanti:  inU- 
il'AoalyM.  V.  necLercles  sur  le«  ^lat- 
M.  aiaUn  et  le  cnnp  d'Éulde  <».: 
is  l'eDieignemeni  prîv*.  VU.  OavMgf» 
lé  dis  séries,  vm.  Recherches  diteno: 
,  Nnmlnalion   de   M.  dtalan  cimme 
.  X.  Travaux  de   M.   Cauliin  depuis 
„   toactioDS  ellipEiques  (  fifc/ierehti 
es  surfaces  n'gl<«cs,  élude  sur  la  nir- 

Catalan  {F.).  —  M(-liin{;<-«  mallu-muhqncs  1.  (.(i-^o;). 

Scr«  anal 
mairtt  de  i 

ys*  et.   .888,  avec    le  lome   II, 

<,ul   eoo.tiliie  le  tnmc  \tll  dc<  JM^H 

T.  XI.  décembre  i885  (a  paru  après  le  ti 


oXil). 


Le  Paige  {€.).  —  Sur  les  involiitions  cubiques.  (1-19). 

Complénicnl  lies  Estait  de  Géométrie  du  troisième  ordre  de  l'jultur: 
lliéoriïmeî  divers  sur  les  involuLions  tibi-Conjuguéei;  dé  1er  mi  nation  dfï 
points  de  ramiCcation  de  deuï  involutions  eubiijues  dont  on  connaît  les  poinl* 
duulilc:). 

Vanecek  {J.~S.).  —   Sur  la  transformation  des  figures  polaires 
réciproques.  (1-31). 

Développemcls  de  Noies  pidiliées  dans  les  Comptes  rendus  des  séaiaude 
l'Académie  des  Sciences,  en  1H83  et  i8S3.  La  transfurmation  s'effccHit '" 
moyen  d'un  lêlratdre  polaire  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre,  l'* 
courbe  ou  une  surface  I.,  d'ordre  /,  se  transforme  par  rapport  i  unr  )oU« 
courbe  M,  d'ordre  m,  et  à  une  surface  auiilinire  P,  d'ordre  p,  en  une  luU* 
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courbe  ou  surface  d'ordre  !\lmp.  Cet  ordre  s'abaisse  dans  certains  cas.  Dans  la 
présente  Note,  l'auteur  examine  les  cas  où  l'une  des  figures  données  est  polaire 
réciproque  de  l'autre  ou  passe  par  son  pôle. 

Vanecek  {M.'N,).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (i-5). 

Construction  linéaire  d'une  surface  du  troisième  ordre  définie  par  dix-neuf 
points,  au  moyen  des  principes  exposés  dans  une  Note  du  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées. 

Mittag'Leffler  (C).  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Laurent,  (i-i  i). 

Démonstration  directe  sans  recourir  au  théorème  de  Cauchy  sur  les  inté- 
grales déHnies  imaginaires,  mais  s'appuyant  sur  un  principe  contenu  implici- 
tement dans  le  célèbre  Mémoire  de  Weierstrass  :  Zur  Théorie  der  eindeutigen 
analytischen  Functionen. 

Neuberg  (»/.).  —  Sur  une  suite  de  moyennes.  (1-12). 

Analysé  comme  Supplément  de  Mathesis,  t.  IV;  1884. 

Schônjlies  {A.). —  Sur  la  courbure  des  lignes  décrites  par  les 
points  d'un  solide  invariable  en  mouvement.  (1-9). 

Le  Paige,  — Rapport.  (10-12). 

L'auteur  traite  simplement  différentes  questions  relatives  au  sujet  indiqué 
dans  le  titre,  en  partant  de  la  remarque  suivante  de  Chasles  :  Lorsqu'un  corps 
se  déplace,  chacun  de  ses  points  et  le  pian  normal  à  la  trajectoire  correspondant 
forment  un  système  polaire.  Parmi  les  résultats  obtenus,  citons  celui-ci  :  les 
points  du  système  invariable  qui,  à  un  moment  donné,  passent  par  des  points 
d'inflexion  sur  leurs  trajectoires  sont  situés  sur  une  cubique  gauche;  proba- 
blement, d'après  le  rapporteur,  cette  courbe  est  située  sur  un  cylindre  de 
révolution. 

Neuberg  (./•)•  —  Sur  les  tétraèdres  de  Mobius.  (i-i4). 

Analysé  dans  Afathesis,  p.  221-222;  1884.  Deux  tétraèdres  de  Mobius  sont 
tels  que  chacun  d'eux  est  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  l'autre.  L'auteur 
établit,  par  la  Géométrie,  les  propriétés  fondamentales  de  ces  tétraèdres  et,  en 
particulier,  résout  le  problème  suivant  : 

«  Trouver  sur  quatre  droites  données  les  sommets  de  deux  tétraèdres  de 
Mobius.  » 

Deruyts  (/.).  —  Sur  les  fonctions  X„  de  Legendre.  (1-22). 

1.  Développements  de  quelques  fonctions  spéciales  suivant  les  polynômes  X„ 
de  Legendre.  2.  Conséquences  diverses  du  (lévclu|)pcmcnl 

\„  —  C i „  co-inr   \~  CJ /'/ '  2  C l  cms [n  -  j  ) a  4- . . . , 
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où  C()S3  —  X.  3.  Extension  du  théorème  de  Parseval  aux  fonctions  X^.  4.  Autres 
propriétés. 

Schonjlies  {A,).  —  Sur  la  courbure,  des  trajectoires  des  points 
(Fun  système  solide  dont  le  mouvement  est  le  plus  général  pos- 
sible. (i-i5). 

Suite  et  complément  du  Mémoire  cité  plus  haut. 

Schur  (F,).  —  Sur  la  surface  tétraédrale  symétrique  du  qua- 
Irième  ordre.  (1-7). 

Propriétés  diverses  des  48  droites  situées  sur  cette  surface  ;  solution  complète 
du  problème  : 

«  Combien  de  fois  arrive-t-il  que  ces  droites  appartiennent  par  groupes  de 
huit  (ou  de  douze)  à  une  surface  du  deuxième  (ou  du  troisième)  ordre.  » 

Deruyts  (•/.).  —  Sur  l'analyse  combinatoire  des  déterminants. 

Soient  ^x  une  fonction  ayant  une  valeur  entière  pour  ^7  =  1,2,  . . . ,  n,  ^a:  le 
résidu  positif  de  ^x  par  rapport  à  /i,  ou  n  si  ^x  est  un  multiple  de  n.  Une 
rangée  a,a,  ...a„  d'éléments  dans  un  déterminant  est  soumise  à  la  transfor- 
mation *  si  l'on  y  remplace  a,  par  ç,.  L'auteur  trouve  diverses  propriétés  des 
déterminants  soumis  à  une  ou  plusieurs  transformations  de  ce  genre. 

Vanecek  (J.-S.).  —  Sur  les  réseaux  de  surfaces  du  second  ordre. 

(,-8). 

Recherches  sur  les  réseaux  de  quadriqucs  qui  sont  une  extension  à  ces 
figures    du    travail    antérieur  de    Fauteur  {Mémoires   de   LiègCy  t.  X;  i883). 


MÉiM(3lRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  rAcadémie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- Arts  de  Belgique.  Collection  in-8**. 
t.  XXXVIL  Bruxelles,  F.  Ilayez,  janvier  1886  (»). 

Neabcvg  {J-)-  —  Mémoire  sur  le  tétraèdre.  (i-'j2). 

\naly><''  comme  supplément  au  Volume  V  de  Mathcsis^  i885,  dans  le  Bul- 
letin. 


(')  Voir  Bulletin,  W,  p.    -jS. 
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Tome  XXVIII,  octobre  1886. 
Ne  contient  aucun  travail  mathématique. 

Tome  XXIX,  novembre  1886. 
Monchamps,  —  Histoire  du  Cartésianisme  en  Belgique.  (i-G43). 

Ouvrage  très  important  pour  l'histoire  des  doctrines  philosophiques  de  Des- 
cartes, où  Ton  rencontre  çà  et  là  quelques  renseignements  sur  des  mathémati- 
ciens (Sluse,  Huygens,  etc.). 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  dos  Savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Bruxelles,  F.  Hayez  ('). 

Tome  XL  VU;  1886. 

Lagrange  {Ch,),  —  Démonstration  élémentaire  de  la  loi  suprême 
de  Wronski.  (1-8). 

Voir,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  3"  série,  t.  VIII, 
p.  165-172,  un  résumé  et  une  simplification  de  la  démonstration  de  M.  Ch. 
Lagrange.  La  démonstration  publiée  par  le  même  auteur  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  (9  juin  1884  )  est  plus  simple 
encore  et  tout  à  fait  équivalente. 

De  Riiyts  (»/.).  —  Sur  certains  développements  en  série.  (1-18). 

L'objet  de  ce  Mémoire  a  été  analysé  en  i885,  en  môme  temps  que  les  Rap- 
ports de  MM.  Catalan  et  Mansion,  publiés  dans  les  Bulletins  de  l'Académie 
de  Belgique,  3"  série,  t.  IX,  p.  523-525,  5a5-528. 

Ce$aro{E,),  — Sur  Tétude  des  événements  arithmétiques,  (i-i  3). 

Voir  Bulletins  de  l'Académie  de  Belgique,  Z*  série,  t.  XI,  p.  i3(j-i45. 

TomeXLVlIl;  1H86. 

lagrange  {C h,).  —  Développement  des  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  à  Taide  d'autres  fonc- 


<•)  \o\v  Bulletin,  \,,  p.  228-231. 


SKr.ONDE  l'ABTIK- 
u  m^mcs  varratiltts.  Ut'rivées  des  fooclions  dv  func- 
6). 

ta  I*  Loi  tuprimt  >u  cit  de  pliili«ur»  vari«bl<4,  L<  pnciiU  <li 
i  du  rcsic  eM  rdui  que  Ciiiicb;  *  t-mployé  pnur  )e  Ihforfni*  tir 
pMwr  ilu  Cl*  d'une  nriglile  «u  c»  de  plasîeur».  Mdii  la  déUr- 
eovrilcirnU  if-  f«it  par  unt  m^Lhodr  qui  F^t  propre  1  l'auteur  cl 
s.,  winn  de  cnlle  il»nl  il  s'csi  lervi  dans  tiin  prtInit^^  Mvmoîre.  Voir 
(.  '  M.  Mrtasian.  dam  Irt   Ilii/felim  île  t'Aeiidêmie  de  Btigique, 

V  II,  p.  î.?:*". 


Derujts  (J.).  —  Sur  un i? 

Cuir  TunalyM?  du  Knpp 
Btlgiqu*,  J-  «rie,  I.  \II,  ,..  . 


:^il<!  jxilvnùiiifîs  conjugués,  (i-an). 
\tf   {BuUeliiu  tt<  t'Aradémie  d< 


MEMOIRES  DK  L'Ai:.\t>imE  notAi,i[  ti 
AiiT»  i)B  ilKi.«iuiis.  BnixolloB,  !■■. 


[i:i«,  lias  LBTTBts  et  n 


Catalan  (A'.).  —  (^iiel(]iics  tliéoiri   ^s  (i'Arillimélicjue.  (i-iG). 

Kombrenx  tUéortmes  «tuloguca  à  «lui  Je  Lionntt .'  ■  Si  n  est  un  nAinbre 

prcmlçr  supérieur  4  p  +  i.  S^,  =  if -i-  j'  +. .  .-i-  n'  fît  divisible  pur  n.  Oiirlr)ur» 


Catfilan  (£".)-  —  Problèmes  etihéorèmes  de  protiubililés.  (i-i6). 

Applical 


«La  probabilité  d'un  î-v£noment  fulur  i 
il  dûpcnd  subissent  de»  modilicalions  il 


f fini  (G. -A.).  —  Keclierclies  cxptViinenlales  et  analytiques  sur 
les  lois  lie  IVcoulcnient  et  du  clioc  des  gaz  en  fuDction  de  la 
tempéraliire.  (\--ii-.  3  Plauclics). 

Viiii'    ltulleli,i!<  de  f.lçadcmk  'le  nelgique.   î'  Svric.  l.  I\.  p.    '|ct-;i,   iSS.-., 
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une  analyse  critique  de  ce  Mémoire  par  MM.  Folie,  Melsens  et  Van  der  Mens- 
brugghe.  îi  fait  suite  à  un  Mémoire  analysé  antérieurement  dans  le  Bulletin. 

Catalan  {E.).  —  Sur  un  développement  de  Tîntégrale  elliptique 
de  première  espèce  et  sur  une  suite  de  nombres  entiers.  (1-22). 

L'auteur  trouve,  en   employant   les  notations   de   Legendre   [F(c)  pour  K, 
c  pour  Ar,  b  —  \  —  ix  pour  A'], 


•^.«^)=^i:^(^7=ii:^^''-"=i-"/ 


"       X.rfx 


a7*+*  Jx*  —  I 

0  0  0*^ 

et  l'on  a 

l\  =  8«Q„,         l\=..,        P.  =  8, 

/i»P„  —  8(3/1»  —  :\n  H-  i)P„_,  -+- 128(«  —  i)»P„_,  =  o. 

Les  nombres  Q„  sont  entiers;  X„  désigne  le  polynôme  de  Legendre.  L'auteur 
fait  connaître  maintes  propriétés  des  nombres  P„,  Q„. 

Catalan  (E,),  —  Sur  les  fonctions  X/i  de  Legendre.  Troisième 
Mémoire.  (1-28). 

Complément  des  recherches   analysées  antérieurement  dans  le  Bulletin. 
Catalan  (E.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (1-24). 

r 

Etude  de  diverses  intégrales  apparentées  aux  fonctions  X^,  les  suivantes,  par 
exemple, 

IL 
dx  /**   cos'""*  »  rf© 


4-  X  )"  \/x'  —  a»  /  /        cos"? 


'a 

7C 


V  cos'  a 


r*    cos**»-' 0)  e/o)  r^    sin>'^'wûf(. 

..'0     (1— !AS«"'w)"*     J^     (i  — iisin'w 


6) 


Développements  divers  en  série. 

Ilirn  (G.).  —  La  cinétique  moderne  et  le  dynamisme  de  l'avenir. 
Réponses  à  diverses  critiques  faites  par  M.  Clausius  aux  con- 
clusions de  mes  travaux  précédents.  (1-82,  2  Planches). 

Essai  de  réplique  à  la  réponse  de  Clausius  {Bulletins  de  r  Académie  de 
Belgique,  3*  série,  t.  \1,  p.  173-193).  D'après  M.  Folie  {ibid.,  t.  XII,  p.  S-g), 
la  théorie  cinétique  des  gaz  attaquée  par  M.  Ilirn    n'est  pas  celle  de  Clausius. 


UGVBIL  HATBdlUTtOUB  A   U'iSAUE  DES  tCOLES  SPÉCIALES  ET  D(i 

Km  n'iNsmi'cTTiOK  moirnke,  publié  par  P.  Maïuitm,  ^lalessext 
ité  do  (îan*i,  el  J.  Xiriiberg,  proreeâeur  i.  l'Uiùverâité  de  liège. 
:e;  l'oris,  Unulhior-Villnr:»  { <  ). 


Tome  VI;  iB8(i. 


iSe.uberg  (</.).  - 


r  lo  [>oinl  il<;  Tarrv.  (  5-^  ). 


^ 


>  Trouver  ilins  \e  plan  d'un  triiagle  ABC  le  lieu  d'un  pninl  M  tel  ■)«£  \r* 
perpiradicu1air«9  men^us  par  A.  B,  C,  rt^apeelivemetil  vit  Im  droites  MII,3tC> 
MA,  9e  cou|icnl  Gii  un  ui£mc  puini  M'.  " 


courdoniiMs  noralalfs 


Ce  sont  d»  cuniquM  pnstant  pir  A,  11,  C  ci,  respect ivement,  par  Ici  poini 
rencontre  du  lianteurs  AH,  BJI,  CU  bvm  les  pcrpcodi  cul  aires  nienèM  sut 
BC,  CA  par  B,  C,  A.  ou  lar  AC,  CB.  ItA  par  C,  K.  A. 


.  Les  Équations  (i)  rt  (:i)  dur 


l  par  soustraction, 


équations  du  cercle  ABC  cl  de  l'hyperbole  de  Kiepert. 

Les  quatre  courbes  (i),  { 2 ),  (3),  ( 4 )  se  coupent  en  un  même  point  N, 
appelé  point  de  Tarry.  Ce  point  N  jouit  de  la  propriété  que  les  perpendicu- 
laires menées  sur  NA,  l\B,  NC,  respective  ment,  par  A,  B,  C  ou  par  B,  C,  A. 
ou  par  C,  A,  B,  concourent  en  Irois  points  R,  H',  il'. 

B  est  à  rinlcrscction  du  cercle  AliC  avec  l'ellipse  de  Sleincr.  C'est  le  poinl 
commun  aux  trois  cercles  osculateurs  â  celte  ellipse  en  A,  B,  C.  Pour  celle 
raison,  Il  est  le  point  de  Steiner  du  trian|;le  ABC. 

Le  triangle  RiR'IC  est  inscrit  â  l'ellipse  de  Sleiner  et  a  même  centre  de  gra- 
vité que  ABC.  Des  points  R',  W  on   voit  les  eûtes  a.  b,  c  sous  \cs  angles  B,  C. 


('}  Voir  Bulletin.   Ce   Recueil   parait 
parfois  avec  suppléments.  Prix  :  -,'','i-^  pou 


însucllc*  de  aj  page*. 
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A  ou  C,  A,  B,  ce  qui  élablit  un  rapprochement  curieux  enlre  ces  points  et  les 
points  de  Brocard. 

3.  Menons  par  un  point  quelconque  M  des  perpendiculaires  sur  BC,  CA,  AB, 
et  soient  A,,  B,,  C,  leurs  intersections  avec  ces  côtés;  soient  aussi  A,,  B,,  C, 
les  intersections  de  MA,,  MB,,  MC,  avec  6,  c,  a,  et  A^,  B„  C,  les  intersections 
avec  c,  a,  b.  On  a  (S  étant  un  signe  sommatoire) 

2A,B,C,  =  SpvsinA, 

aAjBjC,  cosA  cosBcosC  =  Spy  cosBsinC, 

2  A,  B,  C,  cos  A  cos  B  cos  C  =  S  ?y  sin  B  cos  C. 

De  là  résultent  des  théorèmes  assez  curieux.  Ainsi  : 

«  i**  Les  coniques  (i)  et  (2)  sont  les  lieux  des  points  tels  que  les  points  A,, 
B,,  C,  ou  les  points  A„  B,,  C,  soient  en  ligne  droite. 

»  2*  Si  le  point  M  se  meut  sur  la  circonférence  ABC  ou  sur  l'hyperbole  de 
Kiepert,  les  triangles  A,B^C^,  A,  B,C,  ont  même  aire,  en  valeur  absolue. 

»  S"  Si  le  point  M  se  meut  sur  une  conique  passant  par  les  points  A,  B,  C, 
N,  il  existe  un  rapport  constant  entre  les  aires  de  deux  quelconques  des 
triangles  A.B.C,,  A,B,C,,  A,B3C,. 

»  4**  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  de  Tarry  sur  les  côtés  de  ABC 
rencontrent  ceux-ci  en  neuf  points  qui  sont  répartis  sur  trois  droites  A,B,C,, 
A,B.C„  A,B,C,.  » 

Realis  (*S.).  —  Sur  quelques  relations  nouvelles  entre  les  fonc- 
tions hj^perboliques  et  les  fonctions  circulaires.  (7-12). 

On  trouve  les  relations 

Chx  <  e*  <  sccj:, <  e»  < 


X  sin  J7 


par  la  considération  du  développement,  en  produit  infini,   des  fonctions  con- 
sidérées. 

Barbarin.  —  Axes  des  sections  planes  des  surfaces  du  second 
ordre.  (aS-Si,  49-53). 

Cesaro  {E.),  —   Sur  une  condition  définissant  des  familles  de 
courbes.  (53-54). 

1.  Les  courbes  telles  que 

{fPdxy-\-{SPdyy=  Q', 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  l'arc  5,  ont  pour  rayon  de  courbure 


P(Pi_  Q'«^  4-  Q(1>'0'_  pQ") 

les  dérivées  étant  prise-*  par  rapport  à  s.  ?.   Les  spirales  logarithmiques  sont 
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les  seules  lignes  telles  que  si  un  point  les  parcourt,  sa  distance  au  centre  de 
gravité  du  chemin  parcouru  varie  proportionnellement  à  la  longueur  de  ce 
même  chemin. 

Lemoine  et  Neuberg,  —  Note   sur   la  géométrie  du   triangle. 

(55-59,  73-75)- 

Contributions  à  la  Géométrie  récente  (points  de  Lemoine,  de  Brocard,  de 
Tarry,  hyperbole  de  Kiepcrt,  etc.). 

Novarese  {H.),  —  Sur  une  propriété  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique. (75-76). 

Parmi  les  segments  des  génératrices  d'un  système,  qui  sont  compris  entre 
deux  génératrices  de  l'autre  système,  le  segment  qui  appartient  à  la  génératrice 
passant  par  le  sommet  a  une  longueur  minimum. 

D'^Ocagne.  —  Sur  un  problème  de  limite.  (76-79). 

Mansion  (P.).  —  Principe  fondamental  delà  théorie  des  fractions 
continues  périodiques.  (80-84). 

Tarry  (G.).  —  Sur  les  figures  semblables  associées.   (97-100, 
i48-i5i,  196-203). 

Les  propriétés  du  triangle  relatives  aux  points  et  au  cercle  de  Brocard 
peuvent  être  déduites  de  la  théorie  générale  d'un  système  de  trois  figures 
directement  semblables  {Mathesis,  t.  II,  p.  78).  L'auteur,  en  considérant  un 
nombre  quelconque  de  figures  semblables,  étend  à  certains  polygones,  dits 
polygones  harmoniques,  maintes  propriétés  du  triangle.  Voici  quelques-uns 
des  nouveaux  théorèmes  de  M.  Tarry.  1.  Dans  n  figures  associées  (c'est-à-dire 
des  figures  directement  semblables  renfermant  deux  groupes  de  n  droites  con- 
courant rcspecliveincut  en  deux  points),  le  polygone  formé  par  n  droites  ho- 
mologues quelconcjucs  est  |)crspectif  avec  le  polygone  qui  a  pour  sommets 
les  centres  de  similitude.  2.  Une  ligue  harmonique  (c'est-à-dire,  une  ligne 
A,  A,. .  .A„^,,  inscrite  dans  une  circonférence,  telle  que  les  droites  A^A^,  A^  A,,  . . ., 
A^A„^,,  soient  homolo^jucs  dans  n  figures  associées)  peut  se  transformer  en  une 
ligne   régulière,  par  inversion. 

Ilahich  (/i.).  —  Sur  une  question  de  roulettes.  (io3-io6). 

La  ligne  sur  laquelle  il  faut  faire  rouler  un  cercle  pour  qu'un  point  quel- 
conque de  son  plan  décrive  une  droite  est  la  courbe  de  Delaunay  {Journal  de 
LiouvillCf  t.  VI,  p.  809;  1S41).  Recherche,  par  un  procédé  élémentaire,  de  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (|u'unc  surface  de  révolution  soit  à 
courbure  moyenne  constante. 

Mansion  {P-)-  —   Lon^^uciir  de   la  l)oiicle  de  la  lofjocvcliquc  ou 
sfrophoïdc.  (108-1  10). 
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Ilalsted.  —  Théorèmes  de  Descaries  et  d'Euler.  (121- 122). 

Lazzeri  el  Ilabich,  —  Division  d'un  angle  en  parties  égales. 
(122-123). 

Construction   d'une   courbe  servant  à   la  division  d'un   angle  en  n  parties 
égales;  pour  n  =  oc,  elle  devient  la  quadratrice  de  Dinostrate. 

» 

Fauqucmbergue  {E.).  —  Détermination  du  nombre  maximum 
de  sphères  égales  qui  peuvent  toucher  à  la  fois  une  autre  sphère 
de  même  ra^on.  (i24-i25). 

L'auteur  établit  seulement  que  te  nombre  des  sphères  est  au  moins  égal  ù 
douze. 

Cesaro  (E,),  —  Source  d'Identités.  (i26-i3i). 
Posons 


I» 


0)    (*)_      . 
I      «— I 


On  aura 


ni  n-h\) 


Gjx)  =  1  -4-  \,gx  -h  K^^,,ra:*+\^,i,q'x'-^-.. . , 
conséquences  nombreuses  dans  la  théorie  des  séries  elliptiques. 

Seelhof,  —  Un  nouveau  nombre  parfait,  (i 00-101,  17B). 
Lucas  {Ed.),  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (i45-i48). 

Slern  (A,),  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (248-2.50). 

Liste  des  nombres  parfaits  anciennement  connus.  Le  nombre  2*<'(2"— i)  est 
un  nombre  parfait.  Tous  les  nombres  parfaits  pairs  sont  donnés  par  la  règle 
d'EucIide.  On  n'a  pas  démontré  qu'il  n'y  a   pas  de  nombres  parfaits  impairs  : 

un  nombre  parfait  impair,  s'il   existe,  est  de  la  forme  a*P+»6"ïc"" Autres 

théorèmes  sur  les  nombres  parfaits. 

Bergmans  (C).  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (169-172). 

Cesaro  (E,),   —  Remarques  sur  une  formule  de  Newton.  (172- 
•74). 

Soient  c-,s-  les  sommes  des  produits  i  à  i  et  des  puissances  f'*""'  des  éléments 
j:,,  x^,  . . . ,  x„:  on  a 


Gilberl  (Ph,),  —  Sut  quciqi 


atasSfiu.  —  fii'-ni'i 

•jitisnii* 

,„  ,1,.  preml. 

Le  Pin^'e.  —  Sut 

■  le  ilié, 

^rème  (le  Sli 

Si  \\<a  fait   [<iiira< 

inîde  ordinaire 

cissolile  do  cercle, 
K>n  «symplate.  lo  solide  engendré  est  é|;al  au  volume  du  tore  engendra  par  mI 
NTOlution  ilu  cercle  générateur  autour  de  la  même  droite.  M.  tlilliert  démonM 
ce  joli  tliéor^me  par  le  Calcul  iolégral,  M.  Le  Pai^  au  mojcn  du  théorème  i 
Guldin  (procédé  de  Slusr).  M.  Massau  montre  qu'il  nt  vrai  pour  la  ( 
d'une  courbe  quelconque  et  qu'il  eiistc  un  théorème  analo^iue  pour  le  momi 
e  d'une  cUsuIdaIr  du  second  degré.  Autres  tliéurrm»  de  Sluse,  géaé 
lises  par  M.  Gilbert. 

f)e  Longchamjis  (G.), 


-  Sur  l;i  [iQlenUclU-  triiiogulaire.  (a^S- 
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Mansion  (P.).  —  Principes  généraux  de  la  ihéoric  des  limites. 

(265-272), 

Bibliographie;  biograpKîe;  variélés;  (]uestions  proposées;  ques- 
tions résolues;  questions  d'examen;  Notes  maihémaliques. 
(Passim). 


Siipplémeats. 

Mnnsion  (P-)-  —  Comptes  rendus  du  «  Traité  d'Arithmétique 
élémenUire,  du  Vrécis  d'Arithmétique  et  du  Recueil  de  pro- 
hlémes  d'Arillirnétique  »  de  M.  l'abbé  Gelin.  (8  pages). 

Extrait   de   la   lievue   de   l'Instruction   publique  en    Belgique,    t.   \XIX, 
p.  38-4i;  '««fi- 

Manston{P.).  —  Prineipcs  d'une  théorie  nouvelle  des  fonctions 
élémentaires  d'une  variable  imaginaire.  (4o  pages). 

l'^lIraiL   de»  Annales   de  ta  Société  scientifique  de  Bruxelles,   t'  Partie, 

p,  i-'io;  9*  ann^e,  iS85. 

Lemoine  {Em.).  —  Propriétés  relatives  à  deux  points  du  plan 
d'un  triangle  qui  se  déduisent  d'un  point  quelconque  du  plan 
comme  les  point.s  de  Brocard  se  déduisent  du  point  de  Lemoine. 

■'■:  pages). 

Extrait   du    Congrès  de   Grenoble   (i885)   de   i'Asaociatton   française   pour 
des  Scipnces. 

ujet  indiqué  dans  le  titre,  l'auteur  truite  en  huit  pages  substan- 
}irR  de  la  Géométrie  récente  du  triangle. 


COMPTES  RENDUS  iiEBDOUADAiRes  des  séancbs  db  l'Acauémib  obs  Sciences. 
Tome  CV;  188;  ('). 

ixberC  {G.).  —  Sur  le  lieu  des  foyers  d'un  faisceau  tangentiel 
irbes  planes.  (5j^-5<>). 


T  Bulletin.  \II,.  ]..  17... 
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Le  lieu  des  foyers  des  courbes  d'un  faisceau  langentiei  déterminé  par  deux 
courbes  A  cl  B  de  classe  n  est  une  courbe  telle  que,  si  l'on  joint  un  de  ses 
points  aux  n  foyers  réels  de  A  et  aux  n  foyers  réels  de  B,  les  deux  systèmes 
obtenus  aient  même  orientation. 

Si  les  deux  courbes  A  et  B  ont  des  foyers  à  Tinfini,  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  du  faisceau  peut  être  défini  comme  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  un 
certain  nombre  de  segments  rcctil ignés  sous  des  angles  dont  la  somme  est 
constante,  et  réciproquement. 

On  retrouve  ainsi  des  courbes  étudiées  par  M.  Darboux. 

Appell.  —  Sur  les  invariants  des  équations  diflTérentl elles.  (  55-58). 

Dans  une  Note  publiée  à  la  fin  du  Volume  précédent  des  Comptes  rendus, 
l'auteur  indiquait  la  possibilité  d'étendre  la  théorie  des  invariants  des  é(|ua- 
tions  différentiel  les  linéaires  et  homogènes  aux  équations  homogènes,  mais  non 
linéaires.  Il  compare  ses  résultats  avec  ceux  qu'a  obtenus  antérieurement 
M.  R.  Liouville  (même  Hccueil,  t.  CIII)  et  montre  que  les  cas  d'intégrabilité 
signalés  par  M.  \\.  Liouville  sont  ceux  où  l'équation 

dv  -.  « 

peut  être  transformée  en  une  autre  de  même  forme  à  coefficients  constants. 

M.  Appell  donne  ensuite  le  moyen  de  trouver  les  invariants   de  l'équation 

particulière 

y^'y"  —  a^y'"-^-  ay-^y  H-. .  .-4-  a„^«, 

relatifs  tant  au  changement  de  variable  qu'au   changement  de  fonction  de  la 
forme 

Ce  sont  les  coeffiricnls  J  de  récjuation  ramenée  à  la  forme  nWluile 
d^v  -  -  ,  , 

où  tv"  a   pour  coefficient  l'unité  et  où  les  termes  en  tv"-'  et    w   manquent.  Si 
ces  invariants  sont  des  constantes  ou  s'ils  sont  de  la  forme 

l'équation  proposée  est  réductible  à   une  autre  du  même  type,  mais  à  coeffi- 
cients constants,  qui  admet  des  intégrales  particulières  de  la  forme  e^^. 

Painlevé,  —  Sur  les  équations  difTérentiellcs  linéaires.  (58-()iV 

Rappelant  les  résultats  de  sa  précédente  Coinmuniculion  (t.  CIV).  r;iuleiir 
pF'ouve  (ju'on  |)enl  toujours  vérifier  si  rinlégrale  dt*  riMinatioFi 

y    ■'•■  b  y  —  cy  —  o 

est  alaiébrique,  ou  raniOFier  récjualion  à  une  quadrature.  Il  nionlro  (jur  sa  mc- 
llnMJr   s'a|)|)lique   à    une    éijUiilinn   liniMire   d'jirdrc   quclconfjue.    VAW  convient 
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aussi  à  l'étude  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  où  les  dérivées 
r,  Sy  t  d'une  fonction  z  sont  trois  expressions  linéaires  et  homogènes  relative- 
ment à  z,  />  et  q.  La  recherche  des  cas  où  leur  intégrale  est  algébrique  rentre 
dans  le  problème  plus  général  de  la  transformation  de  ces  systèmes. 

Robin  (C).  —  Sur  les  explosions  au  sein  des  liquides.  (61 -64). 

Au  début  de  sa  Note,  l'auteur  pose  sans  démonstration  ce  principe  nouveau 
qui  contient  toute  la  théorie  des  percussions  : 

Etant  donné  un  système  actionné  par  des  percussions  connues  P,  si  Ton  dé- 
signe par  p  l'excès  géométrique  de  la  vitesse  du  point  de  masse  m,  après  la 
percussion,  sur  sa  vitesse  avant  la  percussion,  la  quantité 

-  2  mp^  —  -  r*p  ^^^  (  P-  />  ) 

doit  être  un  minimum. 
C'est  ce  principe  que  M.  Robin  emploie  pour  résoudre  le  problème  suivant  : 

«  Un  liquide,  homogène  et  de  densilé  ji,  limité  par  des  surfaces  libres  et  des 
parois  fixes,  est  en  repos.  Dans  ce  liquide  plonge  ou  (lotte  un  solide  libre.  Une 
sphère  de  rayon  infiniment  petit  H  éclate  au  sein  du  liquide  avec  une  intensité 

de  percussion  ~-  uniforme  en  tous  les  points  de  sa  surface.  On  demande  :  i*la 

vitesse  (a,  v,  w, /?,  ^,  r)  imprimée  au  corps  solide   par  l'explosion;  a»  la  per- 
cussion en  tout  point  du  liquide.  » 

La  théorie  générale  que  l'auteur  résume  a  été  appliquée  par  lui  à  l'ellipsoïde 
et  au  disque  elliptique  flottants.  Dans  le  cas  particulier  d'une  sphère  libre,  à 
demi  immergée  dans  un  liquide  pesant  qui  remplit  la  moitié  de  l'espace, 
quand  le  centre  d'explosion  se  trouve  sur  la  verticale  passant  par  le  centre  de 
la  sphère,  on  a  cette  proposition  remarquable  :  La  sphère  est  soulevée  avec  une 
vitesse  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  profondeur  du  centre  d'ex- 
plosion, mais  qui  ne  dépend  pas  du  rayon  de  la  sphère  immergée. 

Réveille.  —  Déterniinalion  des  élémenls  de  courbure  de  la  sur- 
face décrite  par  un  point  quelconque  d'un  solide  invariable, 
dont  quatre  points  donnés  décrivent  des  surfaces  dont  les  élé- 
ments de  courbure  sont  donnés,  (i  59-163). 

^arbouT.  —  Sur  les  équations  linéaires  à  deux  variables  indé- 
pendantes. (199-201). 

Étant  donnée  une  équation  à  deux  variables  indépendantes,  linéaire  et  du 
second  ordre,  dont  on  connaît  l'intégrale  générale,  l'auteur  enseigne  à  former 
au  moyen  de  cette  intégrale  générale  et  de  diverses  solutions  particulières 
quelconques,  linéairement  indépendantes,  une  fonction  Z  qui  satisfera,  elle 
aussi,  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  dont  elle  sera  l'intégrale  géné- 
rale. En  conséquence,  on  peut  déduire  de  chaque  équation  linéaire  du  second 
ordre,  dont  on  possède  l'intégrale  générale,  une  infinité  d'autres  équations  de 
même  forme,  contenant  autant  de  fonctions  arbitraires  qu'on  voudra,  et  dont 
l'intégrale  générale  sera  connue. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  x*  série,  l.  MIL  (Mars  iS8«|.)  H.'i 
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Autonne.   —   Sur  les  groupes  cubiques  Cremona  d'ordre   fini. 

(26;7-27o). 

Il  s'agit  des   groupes   (déjà  étudiés  par   l'auteur)  formés   de  substitutions 
birationnellcs 


-  -01 


(1  =  1,2,3), 


où  n  est  un  des  trois  premiers  nombres  entiers.  Si  n  =  3,  toutes  les  cubiques 
du  réseau  21  u,. 9.  =  o,  où  u^  est  une  constante  arbitraire,  ont  un  même  point 
double  fixe,  ou  pôle.  Le  groupe  est  monopolaire  si  toutes  les  substitutions 
du  groupe  ont  même  pôle. 

Tout   groupe   cubique   Cremona   monopolaire   est  composé  de  substitutions 
tautopolaires  de  la  forme 


U  = 


-,»       (/'n-.-^/'«-.)(«»-a«.-^«n-.) 

A. 


'1» 


K^ .  ^, 


(/i  =  I,  2  ou  3), 


où  les  p  sont  des  constantes  arbitraires  de  déterminant  différent  de  zéro,  les  a 
et  A  des  formes  binaires  en  5,,  z^  d'ordre  égal  à  l'indice  et  identiquement 
nulles  pour  un  indice  négatif. 

Tout  groupe  tautopolaire  G  dérivé  des  substitutions  R,  où  n  est  un  entier 
positif  quelconque,  est  isomorphe  au  groupe  ^  dérivé  des  substitutions 
linéaires  binaires 

et  à  a  substitutions-unité  de  £  correspond  dans  G  le  groupe  normal  F  dérivé 
des  substitutions  normales 


'j» 


B 


n— 1  ^3 


B. 


où  by  B  désignent  des  formes  binaires  en  -s,,  z^  d'ordre  égal  à  l'indice. 

Tous   les   groupes   normaux    et    d'ordre   fini    appartiennent    à    quatre   types 
dérivés  de  substitutions  que  l'auteur  fait  connaître. 

Bertrand  {J.).  —    Calcul   des  probabilités.   Solution  d'un  pro- 
blème. (369). 

Deux  candidats  A  et  B  sont  soumis  à  un  scrutin  de  ballottage.  Le  nombre 
des  votants  est  [x;  A  obtient  m  suffrages  et  est  élu,  B  en  obtient  (x  — m.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que,  pendant  le  dépouillement,  le  nombre  des  voix  de 
A  ne  cesse  jamais  de  surpasser  celles  de  B? 
'2  ni  —  [1 


Réponse 


LL 


Bertrand  (./.).  —  Formule  nouvelle  pour  représenter  la  tension 
maxinia  de  la  vapeur  d'eau.  (^po-SQ/})» 
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Les  données  de  Texpcrience  ont  conduit  M.  Bertrand  à  Téquation 

T-Ma7  -''^' 

entre  la  pression,  le  volume  spécifique  et  la  température  de  la  vapeur  d*eau 
aux  environs  de  la  saturation.  Dès  lors  la  formule  de  Clapeyron, 

OÙ  la  chaleur  d'évaporation  r  est  fournie  très  exactement  par  la  formule 

r  =  800  —  o,7or)T, 
donne,  par  une  inté^ation  très  facile,  cette  expression  de  la  tension  maxima 

Barbier.  —  Généralisalion  du  problème  résolu  par  M.  J.  Ber- 
trand. (407)' 

Kœnigs.  —  Recherches  sur  les  surfaces  par  chaque  point  des- 
quelles passent  deux  ou  plusieurs  coniques  tracées  sur  la  sur- 
face. (407-409). 

Chaque  fois  qu'une  surface  admet  deux  systèmes  simples  de  génératrices  du 
second  degré  (c'est-à-dire  est  telle  que  par  un  point  il  ne  passe  qu'une  conique 
de  chaque  système),  cette  surface  est  un  cas  particulier  ou  un  cas  limite  d'une 
surface  du  huitième  ordre,  dont  les  coordonnées  ponctuelles  ar,,  ar,,  a?,,  x^  sont 
proportionnelles  à  quatre  polynômes  de  la  forme 

f.{\  11)  -  (a,X«-t-  ô,X  -+-  c,)îx«  4-  (a;V  -+-  b'i\  -f-  ci  ){x  -+-  a?V  -+-  b]\  4-  cj, 

où  X,  p.  sont  deux  paramètres.  On  peut  disposer  des  a-,  6^.,  c,  de  manière  que 
les  coniques  se  réduisent  à  des  cercles. 

Cette  surface  remarquable,  qui  est  représentable  sur  le  plan,  comprend  une 
foule  de  surfaces  bien  connues  :  les  quadriques,  la  surface  de  Steiner,  les  sur- 
faces cubiques,  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique  double,  etc. 
M.  Kœnigs  en  donne  une  définition  géométrique  qui  la  rattache  d'une  autre 
façon  aux  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique  double. 

^ ombescure.  —  Sur  Tapplication  des  surfaces.  (434-435). 

Le  problème  de  l'application  des  surfaces  peut,  par  un  choix  particulier  des 
'Variables,  se  ramener  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
^second  ordre  et  à  deux  variables  indépendantes,  dans  laquelle  les  dérivées  du 
second  ordre  entrent  sous  forme  linéaire  seulement. 

^^irbier.  —  Théorème  relatif  au  jeu  de  loto.  (435). 


SECONDR  PAIITIE. 
A  0.).  —  Solution  dlrerlc  <lii  prolil.'me  résolu  par  M.  Bcr- 

„„.  (436-437). 

Bertrand   {J-)-    —  Observalions    sur  dnix   Notes    précédeules. 

(437-439). 


«  Ud  joueur  expose  i  un  jeu  de  hRiard  la  n"**  partie  de  h  fortune  et  rtaoa- 
*elle  l'épreuTc  Jntliin niaient.  Quelle  cslli  probabilité  pour  qu'il  se  mine  ttqiï 
U  (ip.-h")"**  punie  lui  enlève  son  dernier  dcu?  ■ 

ou  icnsiblemeat,  pour  to 


n  +  fl  r(ii-t-n-M)r[p, 


^4.n)y^^(ï[i  +  n) 


Liouville  {R.)-  —  Sur  une  classe  d'équations  difl'érenlielles  du 
premier  Ordre  el  sur  tes  formations  invariantes  qui  s'y  rap' 
portent.  (46o-4(J^)- 

Dana  une  Commun i nation  précédente,  l'aulcitr  a  moniré  comment  J'^ijualion 
du  premier  ordre 

(I)  y+  a,y'  ■¥  la,y^  +  3a,j-  +  a,  =  0 

(  quadratures  s'il   existe  entre   ses   coeflicients  et  lenn 
ation»;  à  ce  sujet,  il  s  signalé  deux  ÎQTariants  de  l'^oi- 
n  (i),  j,,  f,  (de  poids  3  et  5)  pour  \ei  transformations 

Être  invariants  de  l'équation  du  wwml 

(3)  Y-+n,Y''  +  3a,Y''-h  îa,Y'  +  o.  =  0, 

pour  les  transformations 

=  P[x).       Y  =  Y,  +  it>{a-). 


dx. 


Or,  si  l'on  pose,  en  général, 

les  expressions  s,,  i,.  ...  jouissent  aussi  de  la  propriété  d'invarian 
des  substitutions  (  ^  )  et  leur  poids  est  égal  à  leur  indice. 
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Celte  série  d'invariants  donne  un  moyen  commode  de  traiter  les  questions 
relatives  à  l'équation  (1),  par  exemple  celle-ci  : 

Trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  de  Féquation  (i) 
our  qu'elle  soit  réductible  à  la  forme 

(5)  ^  ^yi^fcxy\  =  o, 

k  étant  une   constante.  La   réduction   ayant   lieu,  l'équation  (5)  se  ramène  à 

cette  autre 

4X''-f-3A^(2Y-i- A)X  =  o, 

dont  l'intégrale  a  été  donnée  par  Jacobi  et  par  Kummer. 

Port,  —  Sur  la  résolution,  dans  un  cas  particulier,  des  équations 
normales  auxquelles  conduit  la  méthode  des  moindres  carrés. 

(49«-494). 

Delauney,  —  Sur  les  distances  des  planètes  au  Soleil  et  sur  les 
distances  des  comètes  périodiques.  (5 1 5-5 16). 

Si  l'on  prend  pour  unité  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  les  distances  des 
planètes  au  Soleil  peuvent  être  représentées  par  la  formule 

D  =  0,008268  X  se'»'»"'*, 

dans  laquelle  on  donne  à  n  successivement  les  valeurs  de  i,  a,  3, 

Les  distances  moyennes  des  dix  comètes  périodiques  connues  au  centre  du 
Soleil  peuvent  être  représentées  par  la  formule 

D  =1,894  X  i,i5ii»". 

Il  existe  une  lacune  correspondant  à  /i  =  1.  Sept  comètes  doivent  être  consi- 
dérées comme  formant  un  même  groupe  analogue  aux  petites  planètes. 

Barbier.  —  Sur  une  généralisation  de  Tindicalrice  de  Ch.  Dupin. 

(5i6-5i8). 

Construction  de  l'interscclion  limite  de  deux  surfaces  infiniment  près  d'être 
tangentes  : 

Si  p  et  p'  sont  les  rayons  vecteurs  des  deux  indicatrices  au  point  de  contact, 
la  courbe  qui  donne  la  forme  limite  de  l'intersection  est  la  conique 

I    _   I  I 

r»  ""  p»  "*"  p^>  ' 

Halphen,  —  Un  théorème  sur  les  lignes  géodésiques  de  l'elHp- 
soïde  de  révolution  allongé.  (535-536). 

Toute  ligne  géodésique  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  se 
projette  sur  le  plan  de  Téquatcur  suivant  une  courbe  qui  peut  être  engendrée 
par  une  ellipse  à  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan. 


SI  ma  appelle  \.  D,  (  ^  >  Bl  1<^!^  i>ies  de  l'ellip^nidei  C  le  njottS 
Idu  Ungi?DU  i  U  ligne  Ri-od^^ique  ;  a,  b.  {a  >  b)  les  axes  Ae  l'etlipse  r 
lante;  A  la  ilUlanee  de  too  rentre  au  plan  de  ruiilrment.  od  a 


l/tii/i/iffi.  —  Un  théorème  sur  Ips  arcs  des  lignes  géod^îsiques  des 
siirraces  de  révolution  du  sticond  degré.  (583-584). 

Les  tiDgentei  de  tuule  li^nc  giîudésique  d'une  T|usdri(]ue  de  rétotulian 
cuupent  ehiqnr  surface  homofoole  suivant  deux  courbes  dlstinetes,  i^la 
enlre  ellM   et   qui  peuvent   ttre  ramenées  l'une   sur  l'autre  par  une  niUlmit 

Chaque  point  de  l'une  des  courbes  u  donc  sur  l'autre  son  homolnguei  tio 
plutôt  une  inllniti^  d'honiologuet  ;  car  chacune  de  ces  courbes,  comme  l> 
gjodéiique  elle-iuAine,  se  compose  d'une  infinité  de  branches  égales  dispoiM 
de  II  mttne  manière  autour  de  l'axe  de  révolution. 

Voici  le  théorème  de  U.  Halphen  : 

n  Sur  les  deux  courbes  d'inlirseelioa  d'une  surface  homotocale  no  pitnJ 
deux  points  homologues  y,  y.  Kn  chacun  d'eux  p»we  une  tangente  1  li  gcn- 
désique.  Soient  x,  ie'  les  pointa  de  ronlacl  ;  i.  t'  les  ares  de  géodéfiquet  >b«n- 
tinsant  i  x,  x"  H  eomplés  a  partir  de  deux  points  llxes;  m  le  nombre  des 
points  jt  l'ialini  qui  «eparenl  ji  cl  x'.  La  différence  i'^i  et  la  smmk 
ay±(— i)"«'y  différcnl  par  une  longueur  constante  (-t-  si  la  surface  hojae- 
focale  ne  rencontre  pat  la  géodésique,  —  dans  le  cas  contraire).  ■ 

méridien,  cette  pmposiliM  U 

;s  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 

liimssinesq.  —  Sur  la  lhi.-orie  des  dévprsoirs  en  mince  paroi  el" 
nappe  soil  dépi-iniée,  snil  soulevée,  c'est-à-dire  soumise  â  une 
pression  constante  plus  petite  ou  plus  grande  que  celle  de  l'al- 
mosphère  exercée  au-dessus.  (âSS-ôgo), 

Bonssincsq.  —  Sur  la  théorie  des  déversoirs  épais,  avant  tenf 
seuil  horizontal  et  évasr  ou  non  à  l'entrée.  (63a-638). 

Mathieu.  —  Stir  un   principe  de  l'élcctrodynamique.  (659-66i). 

i^uand  un  conducteur  est  traverse  par  des  courants  permanents  qui  eniiMt 
par  une  électrode  et  sortent  par  uue  autre,  sa  surface  se  recouvre  d'une  double 
couche  d'électricité,  dont  l'action,  jointe  à  celle  des  deux,  électrodes,  prodm' 
la  force  clcctrumotrice  sur  les  points  intérieurs  au  conducteur,  landii  (|<ie 
l'action  totale  de  cette  couche  et  des  électrodes  est  nulle  à  l'extérieur. 

Boiissinesq.  —  Sur  une  forme  de  déversoir  en  mince  paroi,  ana- 
logue à  l'ajutage  rentrant  de  Borda,  pour  laquelle  le  relcvemeni 
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de  la  face  inférieure  de  la  nappe  liquide,  à  la  sortie  du  déver- 
soir, peut  être  déterminé  théoriquement.  (Gg'j-yO'i). 

Humbert.  —    Sur  quelques   propriétés   des   surfaces   coniques. 

(739-741). 

L'auteur  introduit  diins  la  théorie  des  côues  deux  éléments  nouveaux,  Vaxe 
d'orientation  et  le  module,  qui  jouent  par  rapport  au  cône  le  même  rôle  que 
la  bissectrice  et  Fangle  par  rapport  au  système  de  deux  droites. 

Pour  un  cône  du  second  degré,  l'axe  d'orientation  est  l'axe  de  symétrie  inté- 
rieur, le  module  est  le  produit  2-:r  sina  sin^,  si  l'on  appelle  a  et  ^  les  deux 
angles  principaux  des  génératrices  avec  cet  axe. 

Pour  un  cône  de  degré  quelconque, /(:r,  y'y  z)  =  o,  ces  deux  éléments  seront 
définis  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  pose 


/z  dy  —  y  dz  _   Cx  dz  —  z  dx  _    Cy  ( 

x^ -\- y' -\- z*''         ^J   X'  -^  y'  -h  z'*         ^J    ^* 


y  dx  —  X  dy 

y*  -h  z^ 


les  trois  intégrales  étant  étendues  à  toute  la  surface  réelle,  le  plan  d*orien- 
tation  du  cône  aura  pour  équation 

\x  ■+-  [ly  -h  v2  =  o; 

l'axe  d'orientation  sera  la  normale  élevée  à  ce  plan  par  le  sommet  du  cône;  le 
module  sera  la  quantité 

p  =  v/^'-h  {!'  +  V». 

La  propriété  fondamentale  de  la  théorie  développée  par  M.  Humbert  consiste 
en  ce  que  la  diflférencc  des  deux  aires  que  le  cône  découpe  sur  une  sphère  de 
rayon  R  est  égale  à  apRé/,  d  étant  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan 
d'orientation  du  cône  mené  par  le  sommet 

Les  surfaces  développables  jouissent  d'une  propriété  analogue. 

Guccia,  —  Théorème  sur  les  points  singuliers  des  surfaces  algé- 
briques. (74 '-743). 

Le  nombre  des  conditions  simples  auxquelles  équivaut,  pour  une  surface 
algébrique,  la  condition  de  posséder  en  un  point  donné  une  singularité  donnée 
est  égal  à  l'abaissement  que  cette  singularité  produit  dans  le  nombre  des  points 
d'intersection  de  trois  surfaces  ({uelconques  qui  la  possèdent,  diminué  de 
l'abaissement  produit  dans  le  genre  de  la  courbe  gauche  commune  à  deux  de 
ces  surfaces  et  augmenté  de  l'abaissement  produit  dans  le  genre  de  l'une 
d'elles. 

Goursat,  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  minima.  (743-746). 

On  sait  qu'à  une  courbe  minima  donnée  correspond  une  surface  minima 
réelle,  parfaitement  déterminée.  Quand  on  fait  subir  à  cette  courbe  un  dépla- 
cement réel,  la  surface  minima  réelle  correspondante  éprouve  le  même  déplace- 
ment; mais,  si  l'on  fait  subir  à  la  courbe  minima  un  déplacement  imaginaire, 
on  obtient  des  surfaces  minima  différentes  de  la  première,  dont  les  relations 
avec  celle-ci  sont  étudiées  par  M.  Goursat. 


I  par  it,  y,  s  Ica  ciionlnanr'»  d'un  patnl  àr.  la 
i«r  X,,  x„  X,  celle*  d'ua  pnial  de  iwn  adjoioli!  Â„  l'auteur,  en  par- 
irmulo  d«  M,  WeJer»lri»»,  DblitDt  le»  «prcsMons  suiTanla  ia 
s  X,,  ^-,,  >,  li'uD  puini  ilr   la  «iirticfi  S,  obtenue  ptc   une  rautios 


où  f  »1  un  paratiiétrcf  riri.  Cntinaissanl  S  et  S„  «s  foruiulf«  permettcnl  de 
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M.  Goursal  Munaie  ta  tiiivante  ;  Quand  une  surface  niinim*  poisMc  unr  Uft' 
île  rourburc   (ilaiie  ou  une  i  Mlique   hélicuMatc,  les  deux  nippn 

«ituéei  Je  pari  et  d'autre  de  l-  ■  déduisent  l'une  île  Taulre  au  nruyrji 

d'une  Iraniformatiun  de  la  nat  i.     -nie.  luivie  dans  le  premin'  et»  d'MC 

tranïfortnatioa  pur  ^jtinétrie, 

Les  formules  ci-dessus  peuvi  ;  :  implaeérs  par  de«  relation*  dilFértn- 

liellea  nii  ne  Hfurent  pluK  in  d  a  de  la  «uriace  adjuinTe  S,-  En  appt' 

Utit  a,  p,  ï,  »,.  P,,  T,  l«»  rutiniiB  ira  des  nurmales  û  S  r 

le*  élémenb  linéiirea  de  ces  deux  ^i-    -.-s.  un  a 


ci»,  =  [ciiiAf +  7  t'iahf)  dr  —  alahfds, 
.        p        7oo»A^  +  si 


sin  Aç       coihf-i-Tsiii/iç 
(/«,  dj:,  ■•-  J?,  dy,  -v  dr,  rfa,  =±  (da  rf*  -t-rf?  dj-  -(-  <Jï  di). 

dt,  =  (ciJ!Aç-t-vsinA(p)rf4. 


À 


i  ijn'on  peut  d'ailleurs  établir  au  inoyea  de  la  r 


Floquet.  —  Sur  le  t 
fixe.  {74'i-749)- 


ment  d'une  surface  autour  d'un  point 


plan  ûkc.  Siiil  M  l'un  de?  \iMrs  Ae  Ce  plan  par 
donne  la  position  inilïalc.  M.  Ploquet  étudie 
sarfarc,  défini  par  celle  candiliou  que  la  rota 

instant  dirij^éc  vers  le  pi^lc  M  cl  soit  funclion 


Duhcin.  -^  Sur  l'air 


jvclle  ihéorii 


nflu. 


autour  d'un  point  liie  0  el  un 
rapport  i  la  surface,  dont  on  se 
e  mouvemeal  ultérieur  de  celle 

ion  inslaatanéc  01  soit  i  chaque 
de  la  distance  OM. 

™e.{,49-;5,). 

igaéLïsme,  fondée  sur  le  priacipc 


s  changer  leur  ciai,  le   I 


c  du  potenlie 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  45 

interne  que  d'une  quantité  qui  peut  dépendre  de  l'état  des  divers  corps,  mais 
non  de  leur  position. 

Partant  de  là,  M.  Duhem  arrive  aux  équations  suivantes  de  l'équilibre  ma- 
gnétique 

.V=-AK(M)g,         B  =  -AF(M)g,         C=-AF(M)g'. 

où  M  désigne  l'aimantation  en  {x^  y^  £);  A,  B,  C  ses  composantes;  V  la  fonc- 
tion potentielle  magnétique;  h  une  constante  positive;  F(M)  une  fonction  de 
l'aimantation. 

Ces  équations  avaient  déjà  été  substituées  par  KirchhofT  à  celles  de  Poisson, 
qu'on  en  déduit  en  remplaçant  F(M)  par  une  constante.  Elles  équivalent  aux 
suivantes  : 

âx\dx'  "^  ây  '^  dz^J' 


dy  \dx'  ^  dy*       ôz*  ) 


Ces  dernières  montrent  que,  lorsque  l'expérience  a  déterminé  la  fonction  X, 
le  problème  de  l'aimantation  par  influence  se  ramène  à  la  détermination  de  V. 

Bertrand,  —   Note  sur   une  loi   singulière   de  probabilité   des 
erreurs.  (779-780). 

Painlevé.  —    Sur  les  transformations  rationnelles   des  courbes 
algébriques.  (792-794). 

L'auteur  étudie  les  substitutions  rationnelles 

x  =  r^{x%  y),       y  =  '^{x\y'), 

qui  transforment  une  courbe  f{Xy  y)  =  o,  de  genre/?,  en  une  autre  courbe 
¥{x\  y')  =  0^  de  genre  p'^p,  dont  plusieurs  points  correspondent  à  chaque 
point  de  la  première.  Il  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

On  peut  toujours  passer  d'une  courbe  de  genre  zéro  à  une  courbe  de  genre 
quelconque  par  une  infinité  de  substitutions  rationnelles;  ces  substitutions 
renferment  une  fonction  rationnelle  arbitraire  du  point  (j?',  y')  de  la  seconde 
courbe. 

On  ne  peut,  en  général,  passer  d'une  courbe  de  genre  1  à  une  courbe  quel- 
conque par  une  transformation  rationnelle;  si  le  fait  est  possible,  il  existe  une 
infinité  de  substitutions  rationnelles  qui  jouissent  de  la  même  propriété;  elles 
dépendent  au  moins  d'une  constante  et  d'un  entier  arbitraires;  elles  peuvent 
renfermer  plusieurs  entiers  arbitraires,  mais  ne  sauraient  dépendre  d'un  second 
paramétre. 

Il  ne  peut  exister  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  rationnelles  qui  trans- 
forment une  courbe  algébrique  de  fjcnrc  plus  grand  que  l'unité  en  une  courbe 
donnée. 
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En  cherchant  le  mouvement  du  point  M,  M.  Floquet  trouve  que  les  équations 
du  mouvement  définissent  une  herpolhodie  et  qu'elles  appartiennent  à  un 
mouvement  de  Poinsot,  où  le  plan  fixe  est  le  plan  P,  où  la  constante  de  la 
vitesse  angulaire  est  3/1,  où  les  rapports  à  A*  des  carrés  des  demi-axes  de  la 
surface  roulante  sont  les  racines  de  Téquation 

\  cos'  X  5'  —  3  5  —  I  =  o, 

X  désignant  l'angle  aigu  qui  a  pour  cosinus  |  — —  ]  f  en  sorte  que  la  quadrique 

est  un  hyperboloïde  H  à  deux  nappes,  capable  de  triédres  trirectangles. 

Le  mouvement  du  pôle  M  n'est  pas  altéré  quand  on  remplace  la  surface  S 
par  riiyperboloïde  H  et  la  constante  n  par  3/1.  Ainsi  H  roulera  sur  S  regardée 
comme  fixe  en  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  nOM;  voilà  donc  un  mou- 
vement de  Poinsot  où  le  plan  fixe  est  remplacé  par  une  surface  courbe. 

De  Freycinet,  —  Noie  sur  certaines  définitions  de  mécanique  el 
sur  les  unités  en  vigueur.  (904-910). 

De  Jonquières.  —  Recherche  du  nombre  maximum  de  points 
doubles  (proprement  dits  et  distincts)  qu'il  est  permis  d'attri- 
buer à  une  courbe  algébrique  d'ordre  m,  cette  courbe  devant 
passer  par  d'autres  points  simples,  qui  complètent  la  détermi- 
nation de  la  courbe.  (917-9^3). 

Une  courbe  algébrique  C^  d'ordre  m  est  supposée  déterminée  par  des  points 
doubles  (proprement  dits)  et  des  points  simples,  donnés  de  position,  dont  le 

nombre  total  soit  équivalent  à  — ^ conditions. 

•2 

1°  Si  m  <  6,  C^  peut  ùlre  dotée  a  priori  de  tous  les  points  doubles,  pro- 
prement dits,  distincts  et  donnes  de  position,  que  ce  degré  comporte,  savoir 
(  w  —  i)(  m  —  0) 

'A 

2°  Si  m  =  6,  C,,,  ne  peut  iHre  construite  que  si  huit  points  doubles  seulement 
sont  donnes  de  position,  ainsi  (juc  deux  points  simples. 

3*  Soit  enfin  m  >  6.  La  courbe  C^  peut  toujours  être  supposée  engendrée 
par  deux  faisceaux  projectifs  de  courbes  de  degrés  n  et  n' 

m  ,       ffi 

n  = hi,  n  —  — y  SI  m  est  pair, 

22 

771  -M  ,       m  H-  I 

n  —  >         n' =  y       SI  m  est  impair. 

21 

Ces  faisceaux  donnent  lieu  à  une  courbe  d'ordre  wi-hi;  mais  on  fait  en  sorte 
que  celle-ci  se  réduise  à  la  courbe  demandée  Cj,  d'ordre  m,  en  ajoutant  aux 
données  m  4-  ?  points  simples  pris  sur  une  droite  tracée  arbitrairement,  mais 
ne  passant  par  aucun  des  autres  points  donnés.  Cette  droite  fait  partie  du  lieu 
d'ordre  m  -f-i;  il  suflit  d'en  faire  abstraction  pour  avoir  Cf„. 

Cela  posé,  si  m  >  6,  la  construction  de  cf„  n'est  possible,  dans  les  conditions 
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ci-dessus,  que  si  le  nombre  6  des  points  doubles  proprement  dits,  donnés  de 

1       '     ?x'^'^-+-2,                       .                   ,3m-f-i, 
position,  est  au  plus  égal  à  lorsque  m  est  pair,  ou  à lorsque 

m  est  impair. 

Autonne.  —  Sur  l'application  des  substitutions  quadratiques 
crémoniennes  à  Fintégralion  de  Téquation  différentielle  du 
premier  ordre.  (929-932). 

Soit  H  l'équation  diflrércntielle  de  la  forme /(ç,  ^>  ^  )  =^  ^'  (Pour  les  nota- 
tions voir  l'analyse  de  la  Note  précédente  de  M.  Autonne.)  L'étude  des  modi- 
fications que  font  subir  à  H  diverses  crémoniennes  s  se  ramène  à  celle  des 
modifications  qu'éprouve  une  forme  quaternaire  P  de  dimension  A  par  le  fait 
de  diverses  substitutions  9  linéaires  et  homogènes  de  déterminant  non  nul. 
(La  crémonienne  s  du  plan  se  trouve,  grâce  à  la  substitution  9,  représentée 
dans  l'espace  par  un  simple  changement  de  coordonnées  homogènes  ou  du 
triangle  de  référence;  c'est  là  la  raison  de  la  représentation  géométrique 
adoptée  par  l'auteur.) 

On  peut  dés  lors  transporter  dans  la  théorie  des  équations  diflférentielles  du 
premier  ordre  les  nombreux  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  formes  qua- 
ternaires. La  seule  précaution  à  observer,  c'est  que  les  coefficients  a,,  de  la 
substitution 


(S  ■=. 


=.'  2"'*-* 


soient  choisis  de  manière  à  transformer  les  courbes  intégrantes  I  de  la  surface 
S  en  des  courbes  intégrantes  de  la  surface  transformée. 

M.  Autonne  applique  sa  méthode  de  transformation  et  d'intégration  aux  cas 
de  A  =  I  et  de  A  =  a. 

Dans  le  cas  de  A  =  i,  le  connexe  F  =  o  est  linéo-linéaire  et  H  s'intègre  par 
des  procédés  bien  connus. 

Dans  le  cas  de  A  =  3,  H  est  de  la  forme 

4»  étant  un  polynôme  quadratique  quelconque.  On  peut,  en  général,  trouver 
une  crémonienne  quadratique  s  de  façon  que  la  forme  quaternaire  P  devienne, 
après  avoir  été  transformée  par  or, 

ou 

P"  =  cî  ^-  z]  —  K'z]  (  K  =  consl.). 

Alors  la  surface  S  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  et  a  pour  équation 
en  coordonnées  semi-polaires  r  et  6 

2Kz  =  r^        ou        r»  =  K\ 

Les  courbes  I  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les  spirales  logarith- 
miques  r  =  Ce^^  où  sont   les   hélices  z  =  K*6 -i- G    du    cylindre  r*  =  K''.  On 
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conclut  de  là  que  Ij  r\  ei  p  sont  des  fonctions  rationnelles  A,  B,  D  de  C,  0. 
sin6,  cos6,  e^B.  i|  suffit  d'éliminer  6   entre  les  expressions  de  ^,  t^  pour  avoir 
l'intégrale   T(Ç,  t;,  C)  =  o   de    l'équation    transformée   de   H   par   la   crémo- 
nienne  s» 
Si  l'expression  de  s-*  en  coordonnées  non  homogènes  ^,  t\,  p  est 


Py     <^{\^  "^i  P) 


(alo,  lit>,  G  =  fonctions  rationnelles), 


il   suffit,  pour  avoir  l'intégrale   Q(\',  i\'y  C)  =  o  de  H,  d'éliminer  6  entre  les 
équations 

Ç'=r\>(A,  B,  D),        V=lJîï(A,  B,  D). 

Duhem,  —  Sur  la  théorie  du  magnétisme.  (932-934). 

De  sa  théorie  du  potentiel  thermodynamique,  M.  Duhem  conclut  que  tout 
corps  magnétique  est  attiré  par  des  aimants  lorsqu'il  en  est  très  éloigné,  mais 
qu'il  est  impossible  de  rien  prévoir  pour  un  corps  diamagnétique. 

Deux  corps  de  même  forme,  l'un  très  peu  magnétique,  l'autre  très  peu  dia- 
magnétique, et  doués  de  fonctions  magnétisantes  égales  en  valeur  absolue,  ont 
sous  l'action  d'aimants  permanents  les  mêmes  positions  d'équilibre;  mais  les 
positions  d'équilibre  stable  de  l'un  sont  les  positions  d'équilibre  instable  de 
l'autre. 

L'auteur  indique  ensuite  deux  théorèmes  qui  donnent  le  moyen  de  déter- 
miner la  fonction  magnétisante  et  qui  justifient  la  détermination  de  celte 
fonction  par  l'étude  d'un  ellipsoïde  placé  dans  un  champ  uniforme  ou  par  la 
méthode  du  tore  (KirchhofT). 

Il  fait  enfîn  connaître  les  équations  de  l'équilibre  magnétique  des  cristaux 
qui  résultent  de  sa  théorie. 

De  Jonquières,  —  Détermination  du  nombre  maximum  absolu 
de  points  multiples  d'un  même  ordre  quelconque  r,  qu'il  est 
permis  d'attribuer  arbitrairement  à  une  courbe  algébrique  C^, 
de  degré  niy  conjointement  avec  d'autres  points  simples  donnés 
en  nombre  suffisant  pour  compléter  la  détermination  de  la 
courbe.  (971-977)- 

Le  maximum  absolu  du  nombre  des  points  doubles  qu'il  soil  permis  d'attri- 
buer arbitrairement  k  une  courbe  algébrique  d'ordre  w,  dont  la  détermination 
est  complétée  par  d'autres  points  donnés,  est  (pour  m  >  6) 

2/>»  -h  7/)  -f-  4>  si  m  est  de  la  forme  6/>  -h  i  ou  G/>  4-  2 

2/?'-h  7/> -4-  7,                    »  6/> -h  3 

2/?»  -h  9/>  -h  8,                   »  6/?  -+-  4  ou  G/3  -H-  5 

2/?' -+- 9/? -j-u,                   »  6/3-4-6 

Le  nombre  maximum  des  points  r"»*'"  qu'il  est  permis  d'attribuer  arbitrai- 
rement   à    une   courbe    algébrique    d'ordre    m,    dont    d'autres    points    simples 
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donnés  complètent  la  détermination,  est  égal  à  la  (q*— »)'*■»•  partie  du  maxi- 
mum des  points  doubles  qui,  pour  cette  même  valeur  de  m,  est  attribuée  à  la 
courbe  C^  par  la  régie  précédente  (sous  certaines  réserves). 

Bertrand,  —  Théorème  relatif  aux  erreurs  d'observation.  (io43- 
io44). 

Si  Ton  renouvelle  un  nombre  pair  de  fois  la  mesure  d'une  grandeur  et  qu'on 
associe  les  résultats  deux  à  deux  dans  un  ordre  réglé  par  le  hasard,  en  distin- 
guant, dans  chaque  groupe  de  deux,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  erreurs 
fortuites,  le  rapport  de  la  somme  des  premières  à  la  somme  des  secondes, 
lorsque  le  nombre  des  épreuves  augmente,  converge  vers 

V^â -hi  =  2,4i. 

M.  Broch  a  vérifié  cette  loi  sur  quatre  séries  d'obscrvationà  faites  par 
M.  Benoit  au  Bureau  international  des  Poids  et  Mesures.  Elles  ont  donné  un 
résultat  égal  en  moyenne  à  2,89. 

Lévy  {Maurice),  —  Sur  les  équations  les  plus  générales  de  la 
double  réfraction  compatibles  avec  la  surface  de  l'onde  de 
Fresnel.  (io44-io5o). 

Quelle  que  soit  la  cause  de  la  polarisation,  il  est  certain,  comme  Ta  observé 
Maxwell,  que  cette  cause  est  mesurable  par  une  grandeur  qui  est  de  la  nature 
d'un  vecteur.  Soient  u,  Vy  w  les  composantes  de  ce  vecteur  suivant  les  trois 
axes  principaux  d'un  cristal  biréfringent.  Il  s'agit  de  déterminer  les  expressions 
les  plus  générales  des  dérivées  secondes 

d^u      â'if      à'  w 
'âF'     df*    'W 

par  rapport  au  temps  tj  en  fonction  des  dérivées  secondes  relatives  aux  coor- 
données Xf  yy  Zf  par  la  condition  de  reproduire  la  surface  de  l'onde  de  Fresnel, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  aux  vitesses  des  ondes  planes. 

Le  problème  comporte  quatre  solutions  (physiquement  acceptables)  renfer- 
mant chacune  cinq  constantes  arbitraires 

a,  b,  c;  -,  -• 

V        V 

Ce  sont,  en  appelant  a,  6,  c  les  inverses  des  indices  principaux  de  ré- 
fraction : 

Solution  A,. 

d'à  d'il  ^à'u     ,  t^ià'u       \L  ^.x    à*v     .    v  ,^       ^.^    d*w 

de*  âx'  dy'  ôz^        X  ^  '  àxây       7.^  '  âx  âz 

dt*  dx*  dy'  dz'        |x  ^  dy  dz       |x  ^  '  dy  dx 

d'w       ^  d'w         .c^tv  d'w       X  d'à         p.  d^v 

-T-  =  à'- 1-«'^— r  -+-C  -TT  -i-  -(a  —  c")3 — i — h  -  (b  —  a»)  t—:t-; 

dt'  dx'  dy^  dz^        v  ^  '  dz  dx       v  ^  dz  dy 
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Solution  A.. 


■i' 


<)*u  ù*u         ^d*u        .,<>'"        H-  /  , X    ^ ^      .   ^  / «       È.*\   ^^ 

(><»  d-c'  c)^'  ()5'        X  ^  '  dxdy       \^  *  dx  âz 

&v  â*v        .â^v  ,â'v        V  .,  .    à*w        \  ..  .    d^u 

df»  dJ7*  dj'  ds*        \L  '  dy  âz       \L^  dydx 

d'w       .   â'w  d'w  â*iv       X.  m..^    à*u         il.  ,^à*v 

ài*  dx'  dy*  dz'        v  dz  dx       v  d-s  d"^ 

Solution  B,. 

d^'  dJ7*  \d^'         dzV       v^  'dxdy       X^  '  dx  dz 

-777    =bT-,   -^à'i  -r-   -h  V-,     -h  -(C  — 6'')-r— —  -f--(a  — 6')_>    ^    * 
on  dy'  \dc»         dx»/        |x  ^  '  dy  dz       11^  '  d^  dx 

f>»«'  d'w         ,/d'w       d*w\       X,  .    d'u         a,,  .     d'i' 

Solution  Bj. 

d'w  d*M  ./^'M        d'u\       UL  .  .,    d'v  v^  .    d'w 

r;/^  dx*  \dy*         dz' /       X^  dxdy       \  dx  dz 

d*w        .d'w        t.Jà'v        d'vX        V  d'u»  X,-  ,,    d'à 

dt'  dy*  \dz*        dx*;       ji  ^  oy  dz        jx  d>^dx 

d'w  d'iv  (d'w       d»«'\       X,  ,,    d'à         a,  ,  ^    d'v 

=  c -h  C ( 1 I  H —  /  c  —  a}) h  ~  ( C  —  fr' ) • 

dt'  dz'  \0x'        oy  )       ^  ^  ^dzdx       y^  ^dzdy 

Inéquation  du  troisième  degré  au  carré  u>'  des  vitesses  des  ondes  planes  est 
la  même  dans  les  quatre  solutions.  Elle  se  décompose  en  deux  autres 

l'  m»  w» 


H \ r-.  H : -.  -  0, 


w'  —  a*        w'  —  b'        oj'  —  c' 
w'  =  a  /»  -h  b  m*  -h  c  n*. 

La  seconde  correspond  à  l'onde  obscure  (Cauchy).  Celte  onde  peut  être 
imaginaire  (a,  b,  C  <o). 

Il  y  a  intérêt  à  rechercher  les  solutions  qui  fournissent  des  vecteurs  lumi- 
neux perpendiculaires  ou  parallèles  au  plan  normal  (plan  projetant  le  rayon 
lumineux  sur  le  plan  de  l'onde).  Les  équations  A^  sont  les  seules  qui  four- 
nissent la  première  solution,  et  cela  pour  X  —  jx  —  v.  Celle  direction  est  celle 
de  Mac  Cullagh,  Neumann,  Cauchy,  Lamé.  En  faisant  a  —  b  =  C  =  o,  on 
retombe  sur  les  équations  de  Lamé,  \eumann,  etc. 

Les  équations  B^  et  B,  sont  les  seules  qui  fournissent  des  vecleurs  lumineux 
situés  dans  le  plan  normal. 

Si  dans  les  équations  B^  on  fait  \  =  ^  —  y   et  a  —  b  =  C  =  o,  on  obtient  la 

théorie  de  Fresnel  ;  si  l'on  y  fait  X  :  u  :  v  =  —  :--:—,  on  retrouve  les  équations 

a'     0^     c^  * 

de  Maxwell. 

D'ailleurs,  les  vibrations  lumineuses  peuvent,  sans  cesser  de  satisfaire  aux 
lois  de  l'observation,  avoir  toutes  les  directions  possibles  relativement  au  rayon 
lumineux,  et  même  la  direction  longitudinale  pour  une  onde  particulière. 
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Les  équations  B,  comprennent  aussi  la  théorie  de  FresncI 

et  relie  de  Maxwell 

(a  --  b  =  c   -  o). 

Liom'ille  (/?.).  —  Sur  une  classe  rréqualions  difTérenlîelles  parmi 
lesquelles,  en  particulier,  toutes  celles  des  lignes  géodésiques  se 
trouvent  coin|)rises.  (io62-io(i^). 

L'équation  différentielle 

(i)  y" -h  a,y»-h3a,y'H-3a,y-f-a,  =  o, 

dont   les  coefncienls  a  sont  fonctions  arbitraires   de  x,yy   se  change  en  une 
autre  de  même  espèce  par  les  substitutions  générales 

(2)  ^  =  ?(^„r.)i      r  =  4'(-2^,»r,)- 

Si  l'on  pose 

ô  {()a.        ii)a.  \       ^     [àa.        lùa.  \ 

^  ôi\ôî  --ôjf  -"•"')  ^^"'[ôi  --ÔF  '"•"')' 

l'expression 

—  a,  r.;  +  3a,  L\  L,  -  3«,L,L;  4-  a,L; 

est  un  invariant  relatif  de  poids  3,  c'est-à-dire  se  reproduit  multipliée  par  la 
cinquième  puissance  du  déterminant 

ôx    ()y        ôx    ôy 
ôx]  ()y\       ôy,  Ox,' 

D'ailleurs,  à  chaque  invariant  v„,  de  poids  m,  fonction  entière  des  coefficients 
et  de  leurs  dérivées,  correspond  un  autre  invariant 


^m+i 


En  partant  de  v^j,  on  peut  donc  calculer  les  invariants  relatifs  v,,  ç»,,  ...,  et, 


i',  ^^    if,  i'.' 


par  suite,  deu\  invariants  absolus  distincts  -^  t  ~^»  *!"'»  P'"'s  pour  variables 

dans  l'équation  proposée  (i),  lui  donnent  une  forme  canonique. 
De  là  résulte  la  solution  des  problèmes  suivants  : 

«  i"  Étant  données  deux  é(iuations  telles  que  (i),  reconnaltrç  si  elles  sont 
réductibles  l'une  à  l'autre  par  l'une  des  transformations  {a); 
»  1"  Obtenir  les  substitutions  dont  l'existence  a  été  établir.  » 

/Jitll.  des  Sciences  nuithcm.,  2"  série,  t.  XIU.  (  Vvril  1881).)  W.b 
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Parmi  les  équations  (i)  se  trouvent  cellcsdes  lignes  géodésiques  des  surfaces 
quelconques.  Ici  ce  sont  les  coefncients  de  Téquation  géodésique  que  Ton  regarde 
comme  donnes  et  non  l'expression  de  réicment  linéaire  sur  les  surfaces  corres- 
pondantes. Les  systèmes  géodésiques  tracés  sur  deux  surfaces  peuvent  être 
amenés  à  c(»ïncider,  sans  que  les  surfaces  soient  applicables  l'une  sur  Tautre. 
Ainsi  sur  toutes  les  surfaces  à  courbure  constante  (et  sur  celles-là  seulement) 
les  lignes  géodésiques  peuvent  être  transformées  en  lignes  droites  du  plan, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  la  courbure. 

Couette.  —  Oscillations  tournantes  d'un  solide  de  révolution  en 
contact  avec  un  fluide  visqueux.  (io64-io6y). 

Uauteur  étudie  les  oscillations  lentes  d'un  solide  de  révolution  plongé  dans 
un  fluide  visqueux  et  soumis  à  un  moment  moteur  — k\  proportionnel  à  son 
élongation  X. 

Le  mouvement  du   solide  est  le  même  que   si  son  moment  d'inertie  I  était 

augmenté  d'une  quantité  constante  C  et  que  s'il  était  soumis  à  une  résistance 

dk 
—  ^-r:  proportionnelle  à  sa  vitesse  angulaire.  L'élongation  du  solide  à  chaque 

instant  est 


X  =  X„c 


0 


/  /         ulT    .  ^\ 

-I*'   cosair  =  -h  — sinai:- 
\  T        2  -re  i  / 


Les  paramètres  (x  et  T  sont  liés  à  B  et  C  par  les  équations 

B  =  2(I-f-C)jx, 
A  =  (I-f-C)^^Vîi'). 

Si,  d'ailleurs,  on  introduit  les  quantités  m,  n  liées  par  les  relations 


ni'  —  m  r=  (  4ï^  4-  [iM  «' 


(  — 


> 


P 
imn  —  n  —  -  —  2a/i% 

2 

p  désignant  la  densité  du  fluide  et  £  son  coefficient  de  viscosité,  on  u 

n  ï         3  sina\ 
il  =  wT.mz  j  (  îY  H ; —  1  r»  as, 

^  r(  I         3  sina\ 

ds  étant  l'arc  de  la  méridienne,  /•  le  rayon  vecteur  de  cet  élément  en  coor- 
données semi-polaires  ( /*,  ;:),  U  son  rayon  de  courbure,  a  l'angle  de  la  normale 
à  rélémont  ds  avec  l'axe  de  rotation,  et  rinlégralion  s'élendanl  à  toute  la 
dcmi-niéridicnnc. 

Si  entre  les  six  équations  prcr«;dcnles  on  élimine  B,  C,  w/,  //,  on  aura  deux 
équations  entre  I,  A,  ti,  T,  z.  Donc  :  i°  si  l'on  connaît  I,  A,  s,  on  peut  calculer 
les  paramétres  ja  et  T  <lu  mouvement;  :>"  si  l'on  détermine  expérimentalement 
|x  et  T  et  si  l'on  connaît  I,  on  peut  calculer  C. 
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Bertrand.  —  Sur  ce  qu'on  nomme  le  poids  et  la  précision  d'une 
observation,  (i  r()()-i  102). 

Le  poids  d'une  observation  est  k  lorscjuc,  dans  rapprcciation  des  résullats, 
quelle  que  soit  la  méthode  adoptée,  robscrvation  équivaut  à  /  des  observations 
dont  le  poids  est  pris  pour  unité. 

La  précision  d'une  observation  est  /*  lorsque  la  probabilité  d'une  erreur 
comprise  entre  z  et  5  -4-  dz  est  la  même  que  celle  de  l'erreur  comprise  entre 
liz  et  fi{z  -h  dz)  dans  le  système  d'observation  dont  la  précision  est  l'unité. 

Ces  définitions  ne  sont  applicables  qu'à  certaines  lois  d'erreur.  La  probabilité 
d'une  erreur  comprise  entre  z  et  z -\- dz  étant  tf{z)dZj  9(5)  devra  être  de 
la  forme 

A,  m,  X  désignant  des  constantes  dont  la  dernière  est  un  nombre  entier.  Si  la 
dérivée  seconde  de  9{z)  n'est  pas  nulle  pour  z  —  o^  on  aura  {i  =  i,  et  la  loi 
est  celle  qu'a  proposée  Gauss. 

Faye.  —  Lettre  à  M.  Bertrand  à  propos  de  sa  précédente  Note 
«  Sur  un  théorème  relatif  aux  erreurs  d'observation  ».  (i  102). 

Duhem,  —  Sur  Taimantation  par  influence,  (i  1  i3-i  1 15). 

L'auteur  énonce  divers  théorèmes  relatifs  à  l'influence  de  l'aimantation  sur 
la  chaleur  dégagée  dans  une  réaction  chimique,  et  complète  la  théorie  de  ce 
phénomène  proposée  par  M.  P.  Janet. 

II  étudie  ensuite  le  dégagement  de  chaleur  dit  au  déplacement  d'une  masse 
magnétique.  Suivant  M.  Duhem,  lorsqu'une  substance  magnétique,  soumise  à 
Faction  d'aimants,  s'éloigne  à  l'infini,  elle  absorbe  de  la  chaleur  si  son  coeffi- 
cient d'aimantation  est  constant  ou  décroît  à  température  croissante.  Quand  ce 
coefficient  croit  avec  la  température,  le  sens  du  phénomène  thermique  ne  peut 
être  assigné  a  priori. 

Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  la  proposition  bien  connue  de  Thomson  : 
Une  masse  magnétique,  que  l'on  éloigne  des  aimants  permanents,  s'échauffe  si 
son  coefficient  d'aimantation  croit  avec  la  température  et  se  refroidit  dans  le 
cas  contraire. 

Pellet.  —  Division   approximative  d'un   arc  dé  cercle  dans  un 
rapport  donné.  (1 1 19-1 1  20). 

Bertrand,  —  Sur  la  loi  des  erreurs  d'observation,  (i  147-1 1.I8). 

Si  Ton  mesure  une  même  grandeur  un  grand  nombre  de  fois,  et  qu'on  groupe 
les  mesures  deux  par  deux  au  hasard,  en  choisissant  dans  chaque  groupe  la 
plus  grande  des  erreurs,  le  rapport  de   la  moyenne  des  carrés  de  ces  erreurs 

niaxima  à  la  moyenne  des  carrés  de  toutes  les  erreurs  tend  vers  i-f-  -  • 

Si  l'on  groupe  les  mesures  trois  par  trois  au  hasard,  la  moyenne  des  carrés 
des  plus  grandes  erreurs  de  chaque  groupe,  divisés  par  la  moyenne  des  carrés 

de  toutes  les  erreurs  a  pour  valeur  probable  i  H — ^  et  tend  vers  cette  valeur 
lorsque  le  nombre  des  épreuves  augmente. 
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De  Jonqiticrcs.  —   Grncralion  des  courbes  iinicursales.  (ii48- 

1 154). 

Kn  général,  on  ne  peut  attribuer  arbitrairement  à  une  courbe  algébrique 
(dont  un  nombre  suflisant  de  points  simples  complètent  la  délerminalion ) 
qu'un  nombre  relativement  restreint  de  points  doubles  proprement  dits.  Au 
contraire,  si  la  courbe  est  unicursale,  elle  peut  ùtre  dotée,  en  des  points  arbi- 
traires,  de   tous   ses   points   multiples  équivalant  à   -  (/i  —  i)(w  —  2)  points 

doubles. 

>f.  de  Jonquières  indique  comment  on  doit  former  les  deux  faisceaux  pro- 
jectifs  de  la  courbe  unicursale  déterminée  par  de  telles  données. 

Callandreau,  —  Recherches  sur  la  théorie  de  la  figure  des  pla- 
nètes; élude  spéciale  des  grosses  pianotes,  (i  i^i-i  173). 

L*auteur  revient  sur  le  calcul  des  deux  constantes  — ^ — >  — — —  (A  cl  C 

désignent  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  planète,  supposée  de  révo- 
lution, et  >[  sa  masse);  il  a  trouvé  qu'elles  s'exprimaient  avec  une  approxi- 
mation du  second  ordre,  au  moyen  des  seules  données  superficielles. 

Les  formules  possèdent  une  précision  suflisanle  pour  la  Terre  et  les  planètes 
inférieures;  mais,  pour  les  planètes  supérieures,  une  étude  spéciale  des  petits 
termes  de  correction  est  néressaire.  Ces  termes  influent  notablement  sur  la 
valeur  des  constantes  de  Saturne. 

Bertrand.  —  Sur  h^s  ('preuves  répétées,  (r  201-1  uo!^). 

S')it  une  urne  ronten;inl  un  si'-^n^l  nombre  X  de  boules  blanclies  et  de  boules 
noires;  la  probabilité  don  extraire  une  boule  blanrhe  est  />.  celle  (rexlrairc 
une  boule  noire  est  r/.  On  fail  |x  liraf;es  sans  jamais  remettre  dans  l'urne  les 
boules  ((ui  en  sont  s«)rtics.  La  probabilité  pour  que  le  nombre  des  boules 
blanriies  soit  \ï.p  -|    h  e>t 

-  A*  A 

/  *  


Si   l'on  rerneltail    les  boules  après    cliafine    tirage,    la    probabilité   ci-dessus 
sérail,  d'après  Kuler, 

— -* c    2/'vTi. 

On  voit  que  la  formule  de  M.  Bertrand  ne  diiïère  de  relie  d'Kuler  que  par  le 

rli;ini;einent  de  u.  en   ;-«.-* 

A 

De  Joixjuii'res.  —  Ciénérallon   des  surfaces  algébriques  d'ordre 
quelconque.  (1  '>.<i!j-  i  '>.(^()  ). 

Toute  suilare  ;d^i''bri(|U«'  S^^^  de  dej^iè  /;/    non  multiple  <le  4*  drlernnnt'e  par 
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des  points  simples  donnés,  peut  èirc  engendrée  [)ar  deux  laisccaux  projectifs 
S„,  S„'  de  dcj;rés  n  et  n'  dont  la  somme  /*  -\-  n'  soit  égale  à  /«,  mais  sous  deux 
restrictions  :  i**  que  ni  n  ni  n'  ne  soit  multiple  de  \  ni  de  même  résidu  que 
m  par  rapport  à  '\\  i"  que  le  plus  grand  //  de  cts  deux  nombres  satisfasse  à 
la  condition 

o  .     /  Z  ',  !«»« 

im  -\-  i/  m*  —  i6//i  —  u4  H 7 

n  ^  1 . ? , 


toujours  remplie  d'ailleurs  pour  m  <  18. 

Toute  surface  S„,  de  degré  multiple  de  '|,  déterminée  par  des  points  simples 
donnés,  peut  être  engendrée  par  des  faisceaux  projectifs  de  degrés  /i,  /i',  dont 
la  somme  soit  égale  à  /ii  -hi,  sous  les  réserves  ci-dessus  quant  aux  valeurs  et 
aux  formes  de  n  et  de  n'. 

WeilL  —  Condilioa  d'égalité  de  deux,  figures  symétriques.  (laSy- 
1-238). 

Four  qu'une  figure  soit  égale  à  sa  symétrique,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  point 
M  de  la  figure  en  correspontfe  un  autre  P  obtenu  en  faisant  tourner  M  d'un 
angle  constant  autour  d'une  droite  fixe,  puis  prenant  le  symétrique  du  nouveau 
point  par  rapport  à  un  plan  fixe  perpendiculaire  à  la  droite  Hxe. 

Barbier.  —  On  suppose  écrite  la  suite  naturelle  des  nombres* 
quel  est  le  (lo^oooojLme  ehiffre  écrit?  (i  vî38-i239). 

Duhem.  —  Sur  Taimantation  par  influence.  (1240-1 241). 

La  différence  de  niveau  potentiel  entre  deux  points  M  et  M'  d^un  conducteur 
cleclrisé  et  aimanté  varie  avec  l'intensité  d'aimantation  en  ces  deux  points.  Si 
Ton  désigne  par  V  le  niveau  potentiel  électrostatique,  par  e  la  constante  de  la 
loi  de  Coulomb,  par  (j*(OrL)  une  fonction  de  l'aimaDtation  0\L  qui  s'annule 
avec  Ole,  par  6  une  quantité  qui,  en  chaque  point,  dépend  de  la  nature  du 
conducteur,  l'équation  de  l'équilibre  électrique  est 

e  V  4- e -+- (j'(OlL)  =  s  v'-+- e'-^  y(;)li'). 

Si  l'on  désigne  par  ^f  (OFL)  la  force  magnétisante,  par  p  la  densité  électrique, 
par  &l>,  Itl),  3  les  composantes  de  l'aimantation,  les  équations  de  l'équilibre 
magnétique  seront 

'>Xi  ——  hv  -—  t  ub  =  —  /*  r  -  -  >  S  =  ~  /i  r  — -  > 

i)x  Oy  Oz 


en  posant 

F  = 


;)rc- 


La  fonctitm  magnétisante  en  chaque  point  défiend  de  la  densité  électrique. 
La  différence  D(On)   de  niveau  potentiel  entre  un  corps  possédant  l'aiman- 


j8  sixonde  partie. 

lation  *)\'L  cl  un  corps  non  aimanté  varie  avec  OR,  suivant  la  loi 

£ :-  —  h  dXL   -r-  . 

La  force  clectromotrice  d'une  pile  dont  l'électrode  négative  est  formée  par 
une  lanic  de  fer  doux  varie  avec  l'aimantation  supposée  uniforme;  elle  est 
proportionnelle  au  carré  de  l'intensité  d*aimantation  et  en  raison  inverse  du 
coefficient  d'aimantation  de  l'électrode. 


MATIIEMATISCHE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klein  et  A.  Mayer  (>). 

Tome  XXVH,  1886. 

Engel{F.).  —  Sur  les  équations  de  définition  des  groupes  con- 
tinus de  transformation.  (i-3^). 

L'auteur  expose  tout  d'abord  les  notions  fondamentales  et  les  théorèmes  fon- 
damentaux de  la  théorie  des  groupes  de  transformation  d'après  les  travaux  de 
Sophus  Lie;  puis  il  passe  à  une  étude  qui  personnellement  l'a  plus  particuliè- 
rement occupé. 

11  s'agit  de  développer  une  méthode  nouvelle  pour  déterminer  les  équations 
de  définition  des  groupes  de  transformations  infinitésimales. 

Lie,  en  plusieurs  endroits  de  son  Mémoire  Ueber  unendlîche  Gruppen  (  Chris- 
tiania Videnskabsselkabs  Forh.^  iSS.»),  cahuic  dircrlemcnl  quelques  équations 
de  délinilion  dans  le  j)lan;  il  assujettit  non  seulement  ^,,  tj,  et  ^j,  t,^,  mais 
aussi 


et 


• 

^'Ox 

'■  <}y 

^'  itX 

^"  Or  ' 

à  former  un  syslcine  de  solutions  de  l'équation  diiïérontielle  ronsidérée,»  et  il 
obtient  de  la  sorte  des  équations  qui  permettent  d'obtenir  les  coenicients  de 
ré(|ualion  dinVrenticllc.   .Mais  les  calculs  sont  un  peu  longs. 

La  méthode  exposée  par  l'auteur  est  plus  générale  :  elle  lui  permet  d'obtenir 
non  seulement  les  formes  n«)rmales,  mais  aussi  les  groupes  qui  sont  semblables 
aux  formes  normales  de  Lie,  et  par  suite  de  déterminer  non  pas  les  formes  les 
plus  simples  des  équations  de  définition,  mais  leur  forme  générale. 

En  même  temps,  Tautcur  parvient  à  (|uel()ucs  résultats  relatifs  à  l'intégration 
des  éf|uations  de  définition,  à  l'existence  de  certaines  intégrales,  à  leur  déter- 
mination, etc. 


(')  Voir  nidletin,  XI,,  261 
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Stiidy  {E.).  —  Sur  la  géométrie  des  coniques  et,  en  particulier, 
sur  le  problème  des  caractéristiques.  (58-ioi). 

L'auleur  commence  par  un  expose  critique  des  travaux  de  de  Jonquièrcs,  de 
Ghasics,  de  Creinona,  de  Clcbsch  et  d'Halphen  sur  les  caractéristiques,  et  il 
se  propose  tout  particulièrement  d'étudier  de  quelle  façon  on  doit  interpréter 
le  théorème  de  Chasies  pour  qu'il  n'admette  plus  aucune  exception. 

Sludy  (E.).  —  Sur  la  formule  des  caractéristiques  de  Cremona. 

(l02-I05). 

Remarques  sur  le  théorème  de  Cremona  qui  constitue  l'extension  aux  sys- 
tèmes doublement  et  triplement  infinis  de  coniques  du  théorème  de  Chasies. 

Klein  (E.).  —  Sur  les  configurations  qui  sont  à  la  fois  inscrites 
et  circonscrites  à  la  surface  de  Kummer.  (106-14'-^). 

La  question  des  configurations  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites  à  la  surface 
de  Kummer  a  été  déjà  rapidement  étudiée,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions 
hyperelliptiques,  par  Rohn,  dans  son  Mémoire  intitulé  ;  Transformation  der 
hyperelliptischen  Functionen  p  ~  1  und  ihre  Bedeutung  fiir  die  Kum- 
mer'sche  Flàche  {Math.  Jnn.,  t.  \V). 

La  surface  de  Kummer  se  présente  de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  na- 
tarelle  dans  l'étude  des  complexes  linéaires  du  second  degré.  L'auteur  emploie 
donc  le  système  canonique  de  coordonnées  qu'il  a  introduit  dans  l'examen  des 
propriétés  de  ces  complexes  {Math.  Ann.y  t.  II),  et  il  examine  tout  d'abord 
les  configurations  en  question,  en  laissant  de  côté,  en  premier  lieu,  les  fonc- 
tions hyperelliptiques.  Les  relations  fondamentales  entre  ces  configurations  se 
déduisent  alors  simplement.  L'auteur  laisse  ensuite  de  côté  ces  considérations 
élémentaires  pour  montrer  comment  la  théorie  des  fonctions  hyperelliptiques 
se  prête  facilement  à  l'examen  des  questions  qui  se  présentent  relativement  aux 
configurations  considérées.  Après  avoir  exposé  rapidement  le  mode  de  repré- 
sentation de  la  surface  de  Kummer  au  moyen  des  fonctions  hyperelliptiques, 
il  montre  comment  leur  emploi  simplifie  l'élude  des  configurations,  en  quoi 
elles  sont  une  généralisation  remarquable  du  théorème  de  Poncelet,  et  termine 
en  donnant  soixante -quatre  transformations  univoques  qui  laissent  inaltérable 
la  surface  de  Kummer. 

L'anteur  se  demande  si  ces  soixante-quatre  transformations  sont  les  seules 
qui  jouissent,  relativement  à  la  surface,  de  cette  propriété. 

Âlarkoff  {A,).  —  Sur  les  racines  de  certaines  équations.  (i43- 
i5o). 


Soient 


Jti  "-'  y         Je  ^  ~~  y 


et  une  des  fractions  convergentes  de  la  fonction  F(c),  <7,  6,  c,  rf  et  ^ 

étant  réels  et  les  dilTérences  b  —  a,  c  —  b^  d  —  c  positives.  Les  fonctions  g  {y) 


tinc  L-_  :  fflr  doai   vBrlr  atdc    rximialalion   itu|i|>f>w<<c    ai 

|tni|it>rlii'i     irti*  ■■!  leurré  de  l'InldnMti'  irtlDiunUlinn  et  rn  r 
oHEtfirirnl     'jiini«elalinB  An  l'£lirr:ir<i<tr 


TIIEMATISCIIE  ANNAI.EN,  piiUiËcs  {uir  F.  Klein  el  A.  Mayer  (>). 
Tome  XXVIl,  i«8fi. 

Kngel  (/'.).  —  Sur  les  t^qiiatîoiis  de  dérinitioD  des  groupes  con- 
tinus de  Iriin  s  forma  lion,  i^i-.»;)- 

L'(nlcar  eipoM  tonl  d'iboril  Irt  notinnï  foodamenUlcs  et  1rs  lli^uréaiM  lon- 
dBiuenlaai  de  Ii  Ihcurir  ilci  gmupFi  ilc  Iransfuruiation  d'ipn'^  Ici  Iriraut  &( 
3o|ihiis  Lie;  pais  il  passe  i  uac  ciu.lr  qui  perManeElement  l'a  plus  particulli'- 
rement  occupé. 

Il  !iak>i  de  développer  udc  méthode  aourelle  pour  détertnïner  les  équitioi» 
I     1  II  ■  lion  dcï  groupes  At  tri nstarm liions  infinïtésimales. 

Lie  en  pliisicursindroilsdeson  Métiiuire  IJfber  unendliche  Gruppen  {Chrit- 
Imiiii  f  iilciii/,absiclt,abs  Foili.,  iHNj),  Ciili-iiledirci-lcmunt  qudinica  rquïticins 
di    di.liiii(iun  ddns  le   plun:  il    assujettit  nun    seulcnicol   ;,,  t„   et   =„  t._,  maii 


i  former  un  système  de  soluliim»  de  Ttriuatînii  dilTironiirlIo  rnnsidérte,»  el  il 
obtient  de  la  sorte  des  éi|uati<ins  i[iii  pcriiicttcnt  d'oliteiiir  les  rocriideots  de 
l'équation  dilTércntietlc.  Mais  lea  raliuls  siml  un  ]il'u  [uiiga. 

La  niéltiodc  exposée  par  l'auteur  est  ])lu*  (n-utTalo  :  clic  lui  permet  d'oblFnir 
non  !.(.-u)emenl  les  (ornics  normalcit.  mais  aussi  les  groupes  qui  ^^out  seiiiblablis 
au\  formes  normales  de  Lie,  et  par  suite  de  déterminer  non  pas  1rs  formes  les 
plus  simples  des  équations  de  délinilion,  mais  leur  forme  ^t^nèrale. 

Kn  même  temps,  raiilenr  parvient  à  quelques  ré-^ullats  relatifs  a  t'inlégratioa 
des  équations  de  délîniliou,  à  l'esisleiiec  de  certaines  inlé^ralers.  à   kùr  délcr- 


(')  Voir  Biilietin,  Xl„  aCi. 
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Study  {E,).  —  Sur  la  géométrie  des  coniques  et,  en  particulier, 
sur  le  problème  des  caractérisliques.  (58-ioi). 

L'auleur  commence  par  un  exposé  critique  des  travaux  de  de  Jonquières,  de 
Chasies,  de  Cremona,  de  Clebsch  et  d'Halphen  sur  les  caractéristiques,  et  il 
se  propose  tout  particulièrement  d'étudier  de  quelle  façon  on  doit  interpréter 
le  théorème  de  Chasies  pour  qu'il  n'admette  plus  aucune  exception. 

Studv  {E ,),  —  Sur  la  formule  des  caractéristiques  de  Cremona. 
(ioti-io5). 

Remarques  sur  le  théorème  de  Cremona  qui  constitue  l'extension  aux  sys- 
tèmes doublement  et  triplement  infinis  de  coniques  du  théorème  de  Chasies. 

Klein  (E,),  —   Sur  les  configurations  qui  sont  à  la  fois  inscrites 
et  circonscrites  à  la  surface  de  Kummer.  (106-142). 

La  question  des  configurations  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites  à  la  surface 
de  Kummer  a  été  déjà  rapidement  étudiée,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions 
hyperelliptiqucs,  par  Hohn,  dans  son  Mémoire  intitulé  ;  Transformation  der 
hyperelliptisclien  Functionen  p  ~  1  und  ihre  Dedeutung  fur  die  Ku/n- 
nie  r*  se  he  F  lâche  {Math.  Jnn.^  t.  XV). 

La  surface  de  Kummer  se  présente  de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  na- 
turelle dans  l'étude  des  complexes  linéaires  du  second  degré.  L'auteur  emploie 
donc  le  système  canonique  de  coordonnées  qu'il  a  introduit  dans  l'examen  des 
propriétés  de  ces  complexes  {Math.  Ann.^  t.  II),  et  il  examine  tout  d'abord 
les  configurations  en  question,  ea  laissant  de  coté,  en  premier  lieu,  les  fonc- 
tions hyperellipti((ues.  Les  relations  fondamentales  entre  ces  configurations  se 
déduisent  alors  simplement.  L'auteur  laisse  ensuite  de  côté  ces  considérations 
élémentaires  pour  montrer  comment  la  théorie  des  fonctions  hyperelliptiqucs 
se  prête  facilement  à  l'examen  des  questions  qui  se  présentent  relativement  aux 
configurations  considérées.  Après  avoir  exposé  rapidement  le  mode  de  repré- 
sentation de  la  surface  de  Kummer  au  moyen  des  fonctions  hyperelliptiqucs, 
il  montre  comment  leur  emploi  simplifie  l'élude  des  configurations,  en  quoi 
elles  sont  une  généralisation  remarquable  du  théorème  de  Poncelet,  et  termine 
en  donnant  soixante-quatre  transformations  univoques  qui  laissent  inaltérable 
la  surface  de  Kummer. 

L'auteur  se  demande  si  ces  soixante-quatre  transformations  sont  les  seules 
qui  jouissent,  relativement  à  la  surface,  de  cette  propriété. 

-Alarkoff  {A.).  —  Sur  les  racines  de  certaines  équations.  (i4^- 
i5o). 


Soient 


Ja  —  y        -'c  —  y 


et  -^~—.  une  des  fractions  convergentes  de  la  fonction  F(-3),  n,  6,  c,  rf  et  ^ 

?«  (  -  ) 
étant  réels  et  les  diiïcrences  b  —  a^  c  —  b^  d  —  c  positives.  Les  fonctions  g  {y) 
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et  /(>')  sont  aussi  supposées  positives  quand  y  est  compris  entre  a  et  6  et 
entre  c  et  d.  L'auteur  s'occupe  de  la  détermination  du  nombre  des  racines  de 
l'équation 

?n(-)  =  o» 

de  —  00  à  a,  de  a  à  6,  de  6  à  c,  de  c  à  e/  et  de  6f  à  +  oc.  Les  recherches  de 
l'auteur  sont  analogues,  à  certains  égards,  à  celles  de  Sturm  sur  les  racines  de 
certaines  équations  qui  se  rattachent  à  l'intégration  des  équations  difTércntielles 
linéaires  du  second  ordre  [Mémoire  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre  {Journ.  de  Liouville,  t.  I,)]. 

D'autre  part,  les  fonctions  de  Lamé  sont  des  cas  particuliers  des  fonctions 
?m(^)?  les  considérations  de  l'auteur  se  relient  donc  aux  travaux  de  Klein 
[Ueber  die  I^mé*sche  Functionen  (Math.  Ann.j  t.  XVIII)],  de  Ljapounofl 
{De  Instabilité  des  formes  ellipsoïdales  de  l'équilibre  d'une  masse  liquide, 
douée  d'une  rotation,  i884,  Cliap.  IV)  et  de  Sticlljcs  [Sur  certains  polynômes 
qui  vérifient  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  et  sur  la 
théorie  des  fonctions  de  Lamé  {Acta  mathem.,  t.  VI)]. 

Pringsheim  {A.),  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (iSi-iS^). 

Si  Ton  veut  représenter  les  fonctions  inverses  de  l'intégrale  elliptique  de 
première  espèce  par  des  quotients  de  fonctions  thêta,  il  faut  tout  d'abord  montrer 
que  le  rapport  des  deux  périodes  définies  par  certaines  intégrales  définies  a  sa 
partie  imaginaire  positive  et  difrércnte  de  zéro.  Mais,  comme  on  peut  <li$poser 
du  signe  de  ces  périodes,  il  suffit  de  démontrer  que  le  rapport  des  périodes  n'est 
pas  réel;  on  disposera  ensuite  des  signes  de  façon  que  les  séries  thêta  soient 
convergentes. 

L'auteur  montre  d'une  façon  simple  que  le  rapport  —  ne  peut  être  réel  et  in- 

coinmensurable  et  non  plus  réel  et  rationnel. 

M.  Falk  publiait  en  même  temps  une  dcmonstriition  simple  et  directe  du 
même  théorème  [Beweis  eines  Satzes  aus  der  Théorie  der  elliptischen 
Functionen  {Acta  niatheni.y  t.  VII,  p.  197)]. 

Hilbcrt  (/^.).  —  Sur  les  conditions  covariantcs  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  la  représentation  d'une  forme  binaire  par  une  puis- 
sance entière,  (i  58-161). 

Application  à  cette  question  particulière  de  quelques  théorèmes  établis  par 
l'auteur  dans  sa  Dissertation  inaugurale  {Uebcr  die  invariantcn  Eigenschaftcn 
specieller  binarer  Formcn,  insbesonderc  der  Kugelfunclionen). 

flunvilz  (A,).  —  Supplément  à  la  Note  :  ()uelques  théorèmes 
généraux    sur  les  courbes   gauches    {Mat  II.    A  un.,  l.    XXV, 

|).  '<8-).  (i6'^). 

Les  tliéorèmcs  [de  la  prennèi'C  partie  {\c.  la  Note  dont  il  s'agil  avaient  èlc 
pul)li(S  depuis  lonj^lcmps  par  Mobiu;;,  ^  .')0  de  sa  Statique,  d'une  part,  par  Zeu- 
tlu-n  et  (Jppcrrnunn  {'J'idsskrift  for  Mat.,  iS(ij  cl  iM«)<);  Jstrun.  Aachr.y 
t.  LWI),  d'autre  part. 
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On  peut  encore  citer,  sur  l'existence  de  la  projection  maxima  d'une  courbe 
fermée,  un  travail  de  Hayward  [On  an  extension  oj  the  terni  Area  {Proc. 
London  Math.  Soc. y  t.  IV,  p.  289)]. 

Schur  {F.),  —  Sur  la  cléformation  des  espaces  à  courbure  de 
Riemann  constante.  (lôS-i^ô). 

L'auteur  se  propose  de  donner  surtout  des  exemples  de  la  déformation  d'es- 
paces à  plus  de  deux  dimensions  contenus  dans  les  espaces  dits  linéaires. 

On  dit  qu'un  espace  est  déformé  en  un  autre  lorsque  aux  lignes  infîniment 
petites  du  premier  correspondent  dans  le  second  des  lignes  infiniment  petites 
égales.  Un  espace  linéaire  est  celui  où  le  carré  de  l'élément  linéaire  est  exprimé 
par  la  somme  des  carrés  des  accroissements  des  coordonnées. 

Monro  [On  Jlexure  of  spaces  {Proc.  London  Math.  Soc. y  t.  IX,  p.  171)]  a 
traité  un  cas  particulier  de  la  question.  Killing  {Die  nicht-euklidischen 
Itaumformen  in  analytischer  Behandlung,  1880)  a  donné  dans  son  Ouvrage 
une  liste  assez  complète  des  travaux  faits  sur  cette  question.  Les  démonstrations 
de  Killing  reposent  sur  des  considérations  géométriques;  l'auteur  a  cru  utile 
de  traiter  ces  questions  analytiqucment.  C'est  ce  qu'il  fait  dans  les  trois  para- 
graphes dont  les  titres  suivent  : 

§  1.  Sur  la  courbure  de  Uiemann  et  sur  l'élément  linéaire  des  espaces  où 
cette  courbure  est  constante. 
§  2.  Généralités  sur  la  déformation  des  surfaces. 
§  3.  Sur  la  déformation  des  surfaces  à  courbure  constante. 

Markoff  {A.).  —  Sur  les  racines  de  certaines  équations.  (Seconde 

Note).  (177-189,). 

Soit  V(j',  \)  une  fonction  de  deux  variables  y  et  Ç.  Posons 


où  p^y  /?,,  •• .,  /'m  sof^t  des  fonctions  d'une  seule  variable  \  déterminées  par  la 

condition 

b 

a 


f 

*y  II 


pour  chaque  fonction  entière  ^{y)  du  degré  n  —  \. 
L'équation 

donne,  pour  une  valeur  déterminée  de  Ç,  n  valeurs  x^y  x^y  ...,  x^  pour  z. 

L'auteur  étudie  la  façon  dont  varient  les  quantités  :i7  quand  \  varie.  Il  montre, 
par  exemple,  comme  application  des  résultats  auxquels  il  arrive,  que  les  racines 
de  l'équation 

— —:i =  o 

se  trouvent,  une  à  une,  dans  les  intervalles  suivants  : 

[2//-            (3/1  —  O"! 
COS »  COS \y 
Jtl  -i-  l                   2  /l  -r  I      J 

r       (  2  /i  —  2  )  -  (  2  «  —  3  )  Z  I  /  a  r  ^      \ 

COS >  COS )       •••>       I  COS »  COS I» 

I  2  //  -H  I  2fl  --  l        }  \  J  /l-t-  1  2  /l  -M  / 
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ou  bien  encore  dans  les  inlcrvalles  suivants 

/        T.  "^    \       l       "^^  27:\  r       (:îw  —  Or  /nrl 

I  cos       »  cos )»     (  cos — >  cos )»     •••>        cos — >  cos I- 

\       in  n  -\-\ }       \       2/1  n  -\- 1 J  \_  in  «-HiJ 

Ilunvitz  (A.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  substitutions  linéaires, 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques. 

(i83-233). 

F.  Klein  a  étudié  la  façon  dont  se  comportent  les  fonctions  représentées  par 
le  symbole  X,(a),  formées  des  produits  a  à  «  termes,  lorsqu'on  eflectue  une 
transformation  linéaire  des  périodes  w,,  w,  [Zur  Théorie  der  elliptischen 
Functionen  n^**  Stufe  {Ber.  k.  Sac  fis.  Ges.  Wiss.y  188^);  Ueber  die  ellipti- 
schen Normalcurven  der  A"'*'*  Ordnung  und  zugefwrige  Modid functionen 
der  A'"''*  Stufe  {AOh.  math.  phys.  Cl.  k.  Sachs.  Ges.  Wiss.^  t.  XIII)].  Klein 
avait  laissé  de  cùté  le  cas  de  n  pair.  L'auteur  reprend  les  considérations  de 
Klein  et  examine  à  la  fois  le  cas  de  n  pair  et  de  n  impair  et  rattache  à  cette 
question  nombre  de  problèmes  de  la  théorie  des  groupes  et  de  la  théorie  des 
fonctions.  Voici  l'énoncé  des  principales  divisions  de  son  Mémoire  : 

§  1.  Théorème  d'Hermite. 

§  2.  Détermination  plus  précise  des  fonctions  X^(m).  Propriétés  de  ces 
fonctions. 

§  3.  Zéros  des  fondions  \^{u).  Représentation  de  ces  fonctions  par  des 
séries  0. 

§  4.  Transformation  linéaire  des  périodes. 

J5  5.  Hecherche  des  groupes  de  substitutions  des  X„(m)  qui  résultent  d'une 
transformation  linéaire  des  périodes. 

§  G.  Séparation  des  résultats  obtenus  jusqu'ici  en  deux  classes,  l'une  relative 
à  la  théorie  des  fonctions,  l'autre  à  la  théorie  des  groupes.  Conséquences. 

I5  7.  Quantités  du  premier  écholon,  romposres  avec  les  fonctions  X^(//). 

î^  8.  Knoiicc  cl  solution  (l'un  problème  de  la  théorie  des  groupes. 

§  î).  Application  des  résuilats  trouvés  dans  le  §6  aux  groupes  do  substitutions. 

§  10.  Systèmes  de  fondions  composés  avec  les  fondions  \^{u)  correspon- 
dant aux  nombres  impairs. 

§  11.  Composition  de  systèmes  de  fonctions  X  qui  correspondent  aux  nombres 
pairs. 

§  12.  Systèmes  de  fonctions  composés  avec  les  fondions  \^iu)  correspondant 
à  des  nombres  j)airs. 

§  13.  Composition  de  systèmes  de  fonctions  X  qui  correspondent  à  des 
nombres  pairs  et  impairs. 

§  U.  Système  de  fondions  composés  avec  les  fonctions  Xj^(m)  correspondant 
à  des  nombres  piiirs  et  impairs. 

§  15.  Procédé  de  composition. 

J5  IG.  Procédé  de  difTcrontialiou.  Intégrales  du  /t'«""«  échelon  qui  sont  partout 
finies. 

Brtf/is    (//.).    —   Sur  les    périodes  des   intégrales  cilipliques   de 
première  et  de  seconde  espèce.  (>..')  |-:^ 5 *>). 

fît-production  d'un  travail  public  en  187)  à  rLnivcrsité  de   Dorpat. 
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leur,  à  l'occasion  d'une  recherche  sur  les  perturbations  séculaires  des 
Ils  de  la  trajectoire  des  comètes  périodiques,  avait  été  conduit  à  la  qucs- 
uivaote  :  représenter  analyliquemcnt  les  périodes  des  intégrales  de  pre- 
ct  de  seconde  espèce  qui  correspondent  à  l'équation  différentielle 

—  =y^       y  =  Aa7*-h  ^Ba:*-+-6Cx»-i- '|B'x  H- A', 

ipôsant  que  les  coefficients  de  ^'  sont  des  fonctions  rationnelles  données 
Miramétre  variable  \.  Si,  pour  simplifier  l'examen,  on   part  de  la  forme 

lie  ordinaire 

du  ^ 

riodeSy  si  Ton  fait  abstraction  du  facteur  K,  sont  des  fonctions  de  A*  scu- 
i;  mais,  si  Ton  part  de  la  forme  normale  prise  par  Weierstrass  dans  ses 
s  sur  les  fonctions  elliptiques,  les  périodes  peuvent  être  représentées  par 
tries  hypergéométriques  dont  le  quatrième  élément  est  une  fonction  li- 
\  simple  des  invariants  absolus  de  y*. 

te(0.).  —  Sur  de  nouvelles  propriétés  focales  des  surfaces 
^cond  degré.  ('^53-271). 

fiât  â7»  y  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  a,  ^  deux  constantes  réelles; 
oridonnées  elliptiques  X,  [x  du  point  (jr,  j^)sont  définies  par  les  équations 

=rl,  h   -^ =1. 


—  30<X<P<ÎJL<a. 

distances  du  point  (X,  ^jl)  aux  foyers  communs  des  coniques  (i)  sont 
^es  par 

t\  =  y/a  —  A  -+-  v/  a  —  |ji,         /'^  r=  y  a  —  A  —  \\  —  jjl. 

iéduit 

r, -h /•,  =  2 y/a  —  X,  /•,/•,=  2  v/â— |x, 

/•}  -h  /«l  =  2  a  —  X  —  |i,        /•,  —  r^  =  {1  —  X, 
rie  que 

X  =  C,  jx  =  C, 

X-H}!—  C,         jx  —  X  =  C 

en   coordonnées  elliptiques,  les  équations  de  l'ellipse,  de   l'hyperbole,  du 

î  et  de  la  courbe  de  Cassini. 

isidérons  de  même  dans  l'espace  les  surfaces 


x^  .r' 


«-1 


-t 


a  —  X        Jl  —  X        Y  —  X 
x^  y'  z^ 


a  —  |x         3  —  |x        y  —  |x 
J7'  r' 


=  I, 


«•1 

=  i; 


a  —  V         p  —  V         T"— "^ 
—  x<X<Y<|x<?<v<a; 


C4  SECONDE  PARTIE. 

X,  ;i,  V   sont   les   roordoniiécs  cilipliqucs  du    point  (j*,  y,  z)    et    de  plus  on 
a  les  surfaces  roniuics  représentées  par 

X  -  C,  |x  -  C,  V  =  C,        X  -j-  |x  H-  V  ==  C, 

}i-+-v  =  G,        X-t-jx  — v  =  C,        ix— îJL  =  C. 

L'auteur  se  demande  alors  si  les  expressions 

r  —  ^3.  —  Xdry/a  —  jjidr^a  —  v 

ont  une  signification  géométrique,  comme  en  avaient  une  les  expressions  co^' 
rcspondantes  dans  le  cas  du  plan.  II  arrive  de  la  sorte  à  une  généralisation  ^^ 
à  une  démonstration  nouvelle  des   propriétés  focales  des  surfaces  du  secoiP  ^^ 
degré  qu'il  avait  précédemment  données  {Math.  Ann.^  t.  X\).     . 

Dingeldey  (/*'.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre  avant  ur 
point  double.  (272-276). 

Dans  son  Mémoire  [  Grundzûgc  zu  einer  rein  geomctriscJien  Théorie  der^^ 
Curven  mit  Amvendung  einer  rein  geometriscfien  Analyse  {C  relie,  t.  XXXI  ,^^ 
p.  126)],  Grassmann  donne  pour  la  génération  de  la  courbe  générale  du  troi-  ^ 
siéme  ordre  au  moyen  du  mouvement  de  lignes  droites  la  proposition  suivante  : 

ce  Si  les  quatre  côtés  et  une  des  diagonales  d'un  quadrilatère  tournent  autour 
de  points  fixes  et  que  les  deux  sommets  non  situés  sur  cette  diagonale  se 
meuvent  sur  des  droites,  chacun  des  sommets  situés  sur  la  diagonale  décrit 
une  courbe  du  troisième  degré  ». 

L'auteur,  en  partant  de  là,  se  propose  de  montrer  comment  on  peut  arriver 
à  une  génération  très  simple  des  courbes  du  troisième  ordre  ayant  un  point 
double  et  donner  une  construction  de  la  ligne  d'inflexion. 

Affoltcr  (G.).  —  Sur  les  groupes  de  lignes  droites  sur  les  surfaces 
d'ordre  supérieur.  (276-7.95). 

L'auteur  était  depuis  longtemps  arrivé  aux  résultats  que  contient  son  Mé- 
moire; le  travail  de  Schur  \  Ucber  eine  besonderc  Classe  Flàchen  vierter 
Ordnung  {Math.  Ann.y  t.  XX)]  l'a  engagé  à  les  publier. 

Les  surfaces  du  n'*""'  ordre,  lorsque  n  est  supérieur  ù  3,  sur  lesquelles  se 
trouve  un  nombre  limité  de  lignes  droites,  n'ont  été  justfu'ici  que  peu  étudiées. 

On  ne  connaît  pas  les  propriétés  de  ces  surfaces  ducs  à  la  pI•é^ence  de  droites 
sur  elles;  on  ne  sait  rien,  à  (|uclques  exceptions  près,  des  modes  de  groupement 
de  ces  droites. 

Dans  son  Mémoire,  Tauleur  cssiiyc  de  parvenir  directement  et  d'une  façon  élé- 
mentaire à  la  délermiiialioii  de  ces  surfaces  et  du  mode  do  groupement  des 
«Iroiles  qu'elles  coiitienneiil.  Il  arrive  à  une  série  de  résultais  remarquables, 
dont  l'énoncé  même  ne  peut  trouver  place  iri. 

Segre  (C).  —  Reniarcpies  sur  les  transformations  uniformes  des 
courbes  elli|)li(]ues  en  elles-mêmes.  (!>.()6-3i  \). 

L'auteur  s'e^t  déjà  occupé  {Atti  délia  ft.  Ace.  di  Scienzc  di  Toriiio,  t.  XIX 
et   XXI)  des  variétés  rationnelles  normales  composées  d'une  série  siniplcment 
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infinie  de  droites  et  de  plans;  on  est  ensuite  conduit  à  étudier  les  variétés  nor- 
males elliptiques  et  tout  d'abord  les  courbes  elliptiques  C„  que  l'on  peut 
appeler  normales,  qui  appartiennent  à  un  espace  à  n  —  i  dimensions  S^.,. 

Clifford  [On  tlie  Classi/ication  of  loci  {Phil.  Tranx.,  «878)],  Véronèse 
[Behandlung  der  projectivisclien  Verhàilnisse,  ...  {Math.  Ann.j  t.  XIX)], 
Klein  [Ueber  unendlich  viele  Normalformen  des  elliptischen  Intégrais 
ersler  Gattung  {Math.  Ann.y  t.  XVII):  Ueber  die  elliptischen  Normalcurven 
der  A'*''*  Ordnung  und  zugehorige  Modulfunctionen  der  A'*"*  Sttt/e  (Abh. 
/:.  Siichs.  Ges.  Wiss.^  t.  XIII)]  et  Bianchi  [Ueber  die  Normalformen 
dritter  und  fiin/ter  Stufe  des  elliptischen  Intégrais  erster  Gattung  { Math. 
Ann.y  t.  XVII)]  ont  étudié  déjà  attentivement  ces  courbes  et  l'examen  des  trans- 
formations univoquesdes  courbes  elliptiques  normales  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre  en  elles-mêmes  a  fait  le  sujet  des  travaux  de  Harnack,  Lange, 
Ameseder,  Kupper  et  Em.  Wcyr. 

L'auteur  se  propose  surtout  dans  son  Mémoire  de  montrer  comment  la  série 
simplement  infinie  des  transformations  univoques  d'une  C^  en  elle-même,  en 
conduisant  à  une  série  simplement  infinie  de  surfaces  réglées  rationnelles  nor- 
males qui  la  contiennent,  permet  d'appli<iuer  des  résultats  connus  sur  celles-ci 
à  l'étude  de  la  C„  et  fournit  ainsi  des  propriétés  nouvelles  de  cette  courbe. 

Pnpperitz  (VS'.).  —  Recherches  sur  la  transformation  algébrique 
des  fonctions  hypergéomctriques.  (3 1 5-356). 

Le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  bypergéométriques  a  été 
traité  par  Kuinnier  [Ueber  die  Gauss'sche  PeihCy  ...  {C  relie  y  t.  XV)]  et  par 
Goursat  [Sur  l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  intégrale  la 
série  hyper gomlrique  {Ann.  Ec.  Norm.  sup.,  1881);  Sur  les  intégrales  ra- 
tionnelles de  l'équation  de  Kummer  {Math.  Ann.y  t.  XXIV);  Recherches  sur 
réquation  de  Kummer  {Acta  Soc.  Se.  FcnnicŒy  t.  XV)];  mais  ces  auteurs 
se  sont  bornés  à  Texamen  des  transformations  rationnelles. 

L'a u leur  se  propose  dans  ses  reclicrches  d'étudier  la  théorie  générale  de  la 
transformation  algébrî«]ue. 

Il  c«»nsidère  d'une  façon  générale  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  dif- 
férentielle du  second  ordre 


d_ 
dx 


1[!  —  a-^g'-i-t-O-f-  ^'-f-i)jr  dV        gg^- (ga'-^^^'  — vV)x-^  ?g^jr'  p  _  ^ 
X*  xii  —  x)  dx  xHx  —  xV  ""    ' 


011  les  coefficients  satisfont  à  la  condition 

g  -h  a' -4-?  -f-  fl'-l-v-f-Y'rr  I, 

ou  bien  «fui,  (>ar  umî  substiliilion  linéaire  effectuée  sur  la  variable  x,  se  ramè- 
nent aux  solnti(»ns  de  celle  étiuation  différentielle. 

L'auleur  part  de  rctle  remarque,  que  la  théorie  de  la  transformation  des 
fonctions  bypergéométriques  est  en  somme  identicfue  à  la  fonction  de  Scliwarz 
jr(X,  jx,  V,  x)  et  se  propose  «lès  lors  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Déterminer  toutes  les  è«|ualions  algébriques 

f(x,r)  r^O 
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exposés  dans  son  Mémoire,  et  en  particulier  dans  le  cinquième  des  paragraphes 
suivants  : 

§  t.  Correspondance  univoquc  de  deux  surfaces  au  moyen  de  quatre  équations 
biqualcrnaires. 

§  "1.  Correspondance  univoque  de  deux  courbes  au  moyen  de  cinq  équations 
biquaternaires. 

§  3.  Sur  un  cas  particulier  de  la  question  traitée  dans  le  §  t. 

§  i.  Sur  la  théorie  des  polaires  des  figures  algébriques. 

§  5.  La  hcssicnne  et  la  steinérienne  conjuguées. 

Kônigsberger  (L,).  —  Sur  une   propriété    des   séries   infinies. 
(.397-402). 

Remarques  sur  les  séries  infinies  absolument  convergentes  relatives  à  la  ra- 
tionnante ou  à  l'irrationnalité  des  valeurs  qu'elles  fournissent. 
Applications  à  e*"  et  à  sinx. 

Morera  (G.).  —  Sur  rinlégration  des  différentielles  totales.  (4o3- 

411). 

Mayer  {Math.  /!/?«.,  t.  V)  a  établi  le  théorème  suivant  :  «  L'intégration  d'un 
système  intégrable  d'équations  linéaires  aux  différentielles  totales  peut  être  ra- 
menée à  l'intégration  d'un  système  d'un  nombre  égal  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre. 

L'auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  d'établir  d'une  façon  précise  l'origine  de 
ce  fait  important,  en  ayant  recours  aux  méthodes  exposées,  d'après  Riemann,  par 
Lipschitz  dans  le  second  Volume  de  son  Traité  d'Analyse. 

Staiide  {O,).  —  Une  propriété  catoptrique  de  l'ellipsoïde.  (4 '5^-- 

418). 

Emploi  des  relations  établies  dans  le  même  volume  (p.  353  et  suiv.)  pour 
établir  relativement  à  l'ellipsoïde  des  propriétés  analogues  aux  propriétés  ca- 
toptriques  connues  de  l'ellipse. 

Kraiise  {M,),  —  Développements  en  séries  de  Fourier  dans  le 
domaine  des  fonctions  thêta  à  deux  variables.  (4i9-43o). 

L'auteur  s'orrupe  de  la  question  du  développcnient  des  puissances  et  des  pro- 
duits des  fonctions   Ihèta  à  deux  variables  en  séries  de  Fourier. 

La  question  est  importante  en  ce  sens  qu'elle  comprend  en  somme  le  problème 
de  la  transformation.  L'auteur  arrive  en  efTel,  comme  cas  particulier,  aux  trans- 
formations générales  du  second,  du  troisième,  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre  d'une  part,  à  celle  du  cinquième  de  l'autre. 

Klein  {F.),  —  Sur  les  fonctions  sigma  hyperelliptiqucs.  (43i-4G1). 

a  Si  l'on  veut  essayer  d'étendre  à  la  théorie  des  fonctions  hyperelliptiqucs, 
et  tout  d'abord  des  fonctions  hypercllipli(|ues  à  deux  variables,  les  progrès  ré- 
cents de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il   parait  nécessaire,  en  premier 


l'AUTIE, 

i.ni»  iliriM  ■le  la  tMuT 


5f(i-, 


ai^ite  «ulrM  (onrliuns  lEl1r*i  igitn  par  une  J,pnasriiriiiltiiin  lilli^'ire  de*  ptrioio. 
ces  foDClioni  pprmutpnl  eiilni  ellM  un*  l'mljoncliun  il'iia  faclnur  i)URlcaiiqnf, 
•  On  a|>|iro<;hp  du  rdsuluii  H  d'une  fuçiiu  luFTitiinl^  diiis  bien  de*  cas.» 
divimnt  Im  runrtiuns  thtU  paire!)  par  iisan  viltun  rurrMpoiidanl  aux  niroiia 
mriabln  indépendiinles,  t» fuDL'liuDt  iinpaîrrs  par  tu  valeurs  de  certaiiuqeo- 
lienU  dilTi^renticU.  A  diSlinir  d'unr  façon  plus  pTéuiae,  pria  dans  les  m^ma 
cundili'>ns.  Les  fonclians  r^suttantes  m  permutruL,  par  une  Irin^rnrniiilHn 
liné«ire  des  périodes  A   un   facteur  pria,  cunimun   pour  louies  c 


e  lu  L: 


l 


d'pegjy^^ 


IF  l'iulo  relaliun  liomugfne  entre  les  Tonrlinns  se  transforme  ranoe 
t  simplement  elTerluiÀ  une  permulitiun  sur  les  fonctions.  Il  en  (en 
ni^rne  si  l'un  niultîplie  les  foncljuas  en  question  par  le  mime  bc- 


B(l'..V..Ï„.T,..T„t 

les  fnnctioni  ainsi  d^liniH. 

»  -S'il  s'agit,  lu  lieu  de*  runcliim*  S,  d'introduire  des  foneiioii!  qui,  )»r  uk 
u-aïufbrmtliou-  liu4a)r<  (l«t  pdriod««,  d«  foni,  qu«  permutei',  il  n'y  *  wt»* 
duBle  ijoe  ces  ronction*  «ont  RompriMS  parmi  les  functiAui  t).  L«  qoettinn 
revient  «liira    A  di-lrririiiicr  lo  fuMi'iir  (  i  )  ni  nnrlt  r|iiu  1r*  Hirlciirs  {<)  i\i<i  » 

llans  le*  para  (;ra  pli  es  suivants,  je  iminlrciiii  i|u'il  est  faeitc  de  sa)i>fairt  sim- 
pleuicnl  ii  ecttc  ccmililiiin.  Tour  conserver  l'unalogic  avec  la  tliêoric  des  imr- 
lions  elliptiques  telle  que  l'a  i^lablic  Wcierstn»;,  je  donne  le  nom  dc/onttiont; 
aux  (onctions  ainsi  nljlcniics,  tout  en  rcmurquaiit  que  Weicrslrass  parait  pré- 
férer, dans  le  cas  îles  fimclians  liypcrelliptiqucs  cl  des  fonrlions  abèlieonti. 
laisser  indélerininé  le  fucteur  (  '})  cl  désigner  par  fonctions  i  ce  que  nous  ap- 
pelons fonclinus  H,  u 

l.'aulcur  passe  alors  il  la  dclcrniinatinn  des  dix  fonctions  3  paires,  des  sii 
fnnctiiins  3  impaires,  i  l'élude  des  Iransfurmatiiina  des  fonctions  3  par  l'addiLoD 
des  périodes  cl  au  développement  de  re;!  fonctions  en  séries. 

Il  examine  ce  que  deviennent  les  formules  quand  on  passe  des  fonctions  hi- 
pereltiptiqucs  aux  fonctions  elliptiques  et  termine  en  établissant,  dans  le  cas  des 
fonctions  bj'pcrclliptiqucs,  des  formules  analogues  aux  formules  coDancs  dans 
le  cas  des  fonctions  cliipliqucl. 

IJrss  {  If'.).  —  Sur  l'Iierpolliodic.  Exlrait  d'une  Lettre  à  la  RcHac- 


Ile  Spari-e  {Comptes  rendus,   l.  \CI\)  a 
de  point  d'iullcxion  et  cette  proposition  a 
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de  la  part  de  Mannlieim  {Comptes  rendus^  l.  CeL  CI),  de  de  Saint-Germain  (  /d'., 
t.  C),  de  Franke  (/rf.,  t.  C),  et  de  Kesal  {Journal  de  rÉc.  Pol.y  Cah.  55). 

Le  théorème  de  de  Sparre  n'est  pas  nouveau. 

L^auteur  l'avait  donné  comme  cas  particulier  dans  sa  dissertation  {Dos  Bollen 
einer  Flàche  zweiten  Grades  auf  einer  invariablen  Ebene;  MQnchen,  1880) 
et  il  reproduit  ici  dans  un  ordre  nouveau  les  principales  propositions  contenues 
dans  ce  travail. 

Konigsberger  {L.),  —  Sur  la  loi  de  formation  des  différentielles 
d'ordre  supérieur  d'une  fonction  de  fonctions.  (47^"477)- 

Expression  de  la  différentielle  p'*°»*  de  la  fonction 

/     — :  f{  Xy    y,    Zy     ...   ), 

OÙ  Xy  J'y  Zy  ...  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  11. 

L'auteur  en  déduit  une  dcnionslration  du  théorème  donné  par  Kisenslein 
{Monatsb.  Berl.  Ak.y  i853)  sur  le  développement  des  fonctions  algébriques  et 
démontré  depuis  par  Heine  {CrellCy  t.  \LV1II)  cl  Hcrmite  {Proc,  Lond.  Math. 
Soc,  t.  VII). 

Neiimann  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  roulement  d'un  corps 
sur  un  plan  horizontal  donné  sous  l'influence  de  la  pesanteur. 
(478-501). 

On  considère  un  corps  à  surface  convexe  comme  une  sphère  ou  un  ellipsoïde. 
Ce  corps  peut,  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur,  se  déplacer  sur  un  plan  hori- 
zontal avec  lequel  il  reste  toujours  en  contact.  On  suppose  qu'entre  le  corps  et 
le  plan  horizontal  existe  un  certain  frotlemcut,  tel  qu'il  ne  puisse  exister 
aucun  mouvement  de  glissement  du  corps.  L'auteur  étudie  les  formes  les  plus 
simples  sous  lesquelles  puissent  se  mettre  les  équations  du  mouvement  et  étudie 
la  nature  de  son  déplacement  à  un  moment  quelconque. 

Neuniann  (C).  —  Sur  une  méthode  simple  pour  établir  le  prin- 
cipe des  déplacements  virtuels.  (5o'ji-5o5). 

Von  der  Miihl  {K,).  —  Sur  la  théorie  de  Green  de  la  réflexion  et 
de  la  réfraction  de  la  lumière.  (5o6'-5i4)- 

Comparaison  des  théories  de  Green  cl  de  Cauchy. 

Examen  des  travaux  de  Haughton  {Phil.  Mag.y  VI^,  i853)  et  des  travaux  de 
l'auteur  lui-même  {Math.  Ann.,  t.  V), 

f^oss  {A,),  —  Sur  une  propriété  des  formes  cubiques  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  (5i5-55>G). 

Soit 

/  une  forme  de  degré  s  -a  p  variables  homogènes. 

Il  la  bessienne^ 

IIh  la  hessienne  de  la  hessicnne. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  l.  \HI.  (Avril  i8t<tj.  U.G 
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On  sail  que,  s'il  s'agit  de  formes  linéaires,  on  a  pour  *  >  3 

(I)  iiu  =  iV-^Q»- 

Pour  les  formes  ternaires  on  n'a  un  théorème  semblable  que  si  /  est  du  troi- 
sième degré;  on  a  alors 

Hii=  \/-t-BH, 

où  A  et  B  sont  les  deux  invariants  de/.  Bauer  [  Ko/i  der  Hesse*schen  Deter^^' 
nante  der  Ifesse'schen  Flàche  dritter  Ordnung  (  Munch.  Acad.y  t.  XIV  )1  a  ^'^' 
montré  que  pour   les  formes  cubiques  quaternaires  on  a  une  relation  d^ 
forme  (i).  L'auteur  établit  d'une  façon  générale  dans  son  travail  que  le  tl»^*** 
rèmc  fourni  par  l'équation  (i)  subsiste  pour  les  formes  cubiques  d'un  nom  f''^ 
quelconque  de  variables. 

V^oss{A,),  —  Sur  une  proposition  fondamentale  de  la  ihéorie  d 
fonctions  algébriques.  (52^-536). 

Nother  {Math.  Ann.y  t.  II)  a  énoncé  les  conditions  auxquelles  doit  sat 
faire  la  fonction  F  =  o  pour  que  F  soit  de  la  forme  A/h-Bç,  où  A,  B,  /  et 
sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x  et  y.  La  même  question   a  é 
étudiée  par  Halphen  {Bull.  Soc.  mat.,  t.  V')  el  par  Bacharach  dans  sa  Dissert 
tion  (Erlangcu,  i88i).  \oss  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  donner  de  ce  théc:^    ^ 
rème  une  démonstration  simple  et  précise. 

Schur  (F.).  —  Sur  la  connexion  entre  les  espaces  à  courbure  d 
Riemann  constante  et  les  espaces  projeclifs.  (SSj-SG^). 

§  1.  Sur  les  lignes  géodésiqucs. 

§  2.  Sur  les  variables  normales. 

§  3.  Sur  les  surfaces  gôodésiqucs. 

îj  i.  Sur  la  c<>urhure  de  Hieinanii. 

1$  5.  Sur  les  espaces  tels  que  toutes  les  surfaces  gér>(lési(|ues  passant  par  un 
point  fixe  contieuuonl  une  série  doublement  infinie  de  lignes  géodésiqucs  de 
l'espace. 

§  ().  Sur  la  courbure  de  Rieniaiin  de  ces  espaces. 

§  7.  Sur  les  espaces  projeclifs  ou  espaces  à  courbure  de  Hicmann  constante. 

§  8.  Sur  des  généralisations  de  la  courbure  de  Iliemann. 

Hess  (  JV.).  —  C.omplémont  à  la  Noie  sur  Therpolliodie  (568). 

Hectification  de  deux  lliéorèines  du  travail  cité  [)lus  haut. 

Voss(yi.). —  Sur  un  llicorcinc  de   ^Iccanique  analvlii|ne.  (5G()- 

57.1). 

Les  trois  é(piations  dilTérenlielles  d'Iùiler  |)()ur  la  rotation  d'un  c<.»rps  solide 
s'ap[»liquenl  >ans  elianj,M'nieiit  à  un  syslrine  (juiîieoncjue  de  points  matériels.  La 
remarque  se  trouve  dans  les  fr.is'ueiils  de  la  Mécanif/ue  ana/yfù/uc  de  La- 
gransc  qui  se  trouvent  dans  l'édilion  de  Hertrand  et  a  été  donnée  de  nouveau  par 
Liouville,  Frahin  et  KirriiholV.  L'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  de 
ce  fait  important  et  insiste  sur  son  importance. 
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Von  der  Aftihl  (K,).  —  Sur  le  mouvement  des  liquides  dans  les 
vases.  (575-600). 

La  question  des  oscillations  du  niveau  des  lacs,  étudiée  en  particulier  par 
Forci  [Sur  les  Seiches  du  lac  Léman  {Bull.  Soc.  vaud.  des  Se.  nat.^  t.  XII, 
t.  XIIl;  Arch.  de  Genève,  1876,  1877,  i885)],  a  rappelé  l'attention  de  l'auteur 
sur  la  théorie  de  la  durée  des  oscillations  simples  d'un  liquide  dans  un  vase  de 
profondeur  finie  telle  qu'elle  avait  été  formulée  par  son  grand-oncle  Johann 
Rudolf  Mcrian  (Bâle,  1828). 

L'auteur  expose,  avec  les  notations  et  sous  la  forme  actuelles,  les  résultats  de 
Merian  et  examine  successivement  le  mode  de  détermination  des  équations  dif- 
férentielles du  problème,  l'hypothèse  des  petites  oscillations,  l'intégration  des 
équations  différentielles,  le  cas  d'un  vase  de  profondeur  constante  et  enfin  les 
mouvements  à  deux  et  à  trois  dimensions. 


Tomo  XXVIII;  1886-1887. 

Ilolder  {O,).  —  Sur  la  propriété  de  la  fonction  ^amma,  de  ne 
satisfaire  à  aucune  équation  différentielle  algébrique.  (i-i3). 

Presque  toutes  les  fonctions  d'une  variable  introduites  dans  l'Analyse  sont 
telles  qu'il  existe  une  équation  algébrique  entre  la  variable  arbitraire,  la  fonc- 
tion et  un  certain  nombre  des  dérivées  de  cette  fonction.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  la  fonction  gamma. 

L'auteur  démontre  d'abord  la  propriété  en  question  pour  la  dérivée  logarith- 
mique de  la  fonction  gamma 

*  ^     '       T{x)      dx 

définie  comme  fonction  analytique  univoquc  ayant  partout  le  caraclcrc  d'une 
fonction  rationnelle,  en  partant  de  sa  propriété  fondamentale  donnée  par 
l'équation 

9(^  +  1)  =  ^ -t-©(jr), 

et  il  en  déduit  ensuite  la  même  conclusion  pour  la  fonction  gamma. 
Voigt  (W^.).  —  Sur  la  théorie  des  veines  liquides.  (r4-33,  i  pi.). 

Ilelmholtz  et  KirchhofT  ont  donné  une  méthode  pour  résoudre  les  problèmes 
du  mouvement  d'un  liquide  dans  le  plan  lorsque  le  liquide  possède  une  surface 
libre  en  partie,  mais  on  n'a  donne  efTeclivemcnt  que  peu  d'exemples.  L'auteur, 
dans  cette  Communication,  se  propose  d'appliquer  la  méthode  de  KirchhofT  au 
choc  de  plusieurs  veines  liquides. 

[îahts  (./.).  —  Sur  la  réduction  de  l'équation  générale  du  cin- 
quième degré  à  la  forme  de  Jerrard  :  extension  du  procéd»'* 
proposé  par  Hermite.  (.'^{-60). 
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ripou  il'jbortl  npidcment  I»  ri^«aluu  iiui(|aElt  ot  arrivé  M.  I 
I«  tomei  \LI  cl  \1,I[  îles  Compta  readuâ:  il  |ui«f  «mb 
ililTémiUu  functioni  qui  ve  pr^tcnteoi  riant  U  i/durtma  ■■-•  qnm. 


Du  Kl 


TlKÏorie  ilcH  ^<|i]autins  irîpAtnes.  (61-80). 


M^moin,   l'uutrur 
irinAiiir  (ifui  fire 


M    profioiF   Ar  nionlrer  i|ue  rfani  tous  le  m 
i>4iiluc  p«r  dn  inlcgralpt  dcfinin.  Il  pari  io 


(i) 


<) 


sriluUuii 
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i")  ilcuk  liirmra  fnuilainL-nUlci  triant  idl«  que  I 

|i>tur  J'^igiiiliuii   fJ)    ('applique   excluiivcmcDl    sait  A  l'une  »uit  II  l'autre  de 

^(untluna  tO  '^^  (>)- 

l)«nii  le  Cl*  lie  II  prcinit>re  rneme,  l'uiilcur  i^tatilit  nuceoKivnmcal  Im  nprrf 
tlfliit  qui  itunntnt  tu  racines  ililTérenlci  de  tttv,  pnii  i>t;>lci  t  ttrn  quand  r 

Dinii  ttt  «Ktond  m,  Il  n'y  ■  point  *  coRiidénr  cm  dcm  elasM»  de  rarioci. 
L'tutfur  patM  entuiu  aux  d^icInppemcnU  en  strici  dpi  Inli^gralea  trauiM 
)1(fl^tdcnllll»rt(  et  t  l'«lude  de  la  rinTergeuee  de  en  sdrie»,  et  il  troQTf  qu'il 
un  d^veloppemetil  en  ïiii'ie  convergente  ci.  H' 

■  ■    |...  ....i-  !..|„,i,..„  ,-.-,i,:.|-«iciiB(i— 

l,l,-i.lii,iii;  n  len  Oradt-s  {Journal  de  Cnllt. 
1-1.1  la  .iMrrl.c  qui  la  conduit  aux  résultais  qu'il 
>l  l'cliiJr  dL'S  roolvaulet  iJilTÉrenlielles  el  d«  Hb- 
(Miir  Malh.  Ann..  t.  XXVI,  et  Zeitxhrijl  Maik 

'  la  eonslriictîon  de  la  hcssienoe  d'une 
tn.isiÔHie  ordre.  (8i-83). 

srni,-  diiiis  un  Mémoire  des  Malii.  Ann.,  l.  XXVII, 
iiiBelks   du   troisième   ordre.    L'aulenr  mon  Ire  11 
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/..^r,/*^H.^.  —  Sur 
lîimlwr-ll  lies  fon 
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la  mise  $011»  forme  normale  des  modulei 
•linns   livperelli|>liqiie<  de  genre  />=  j- 


r  </«■  IJitîfncomptfj*  der  mltn 
>.  i^^ii)-  ri  p)as  partiealtërenal 
r'irhf  Flatht  «tin/  rtrrii  Ziaam~ 
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menhang  mit  den  hyperetUptischen  Functionen  p  —  >.;  Dissertai.  iMUnchcn, 
1878,  et  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  p  —  1  und  ihre 
Bedeutung  fiir  die  Kummersche Flàche  {Math.  Ann.,  t.  W,  p.  345)],  et  de 
Borchardt  [Ueber  die  Darslellung  der  Kummer'scke  Flàche  ^ter  Ordnung 
mit  16  Knotenpunkten  dure  h  die  Gopersche  biquadratisclie  lielation  zwi- 
schen  !\  Thetafunclionen  mit  2  Variablen  {Journal  de  Crelle,  t.  83,  p.  240)» 
et  5a/*  le  choix  des  modules  dans  les  intégrales  hyperelliptiques  (  Comptes 
rendus,  t.  LXXWIII,  p.  83/,)]. 

Fricke  (^.).  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  qui  appartiennent 
aux  racines  du  module  intégral  A'''(to)  de  Legendre.  (99-1 18). 

Un  des  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions  modulaires 
elliptiques  est,  comme  l'a  établi  Klein  {Math.  Ann.,  t.  XVIl),  d'énumérer  et 
de  ranger  en  classes  systématiques  tous  les  sous-groupes  contenus  dans  le 
groupe  des  substitutions  (o  linéaires  à  coefficients  entiers 

Ce  problème  a  été  traité  pour  les  sous-groupes  dont  la  particularité  arith- 
métique peut  s'exprimer  par  des  congruences  auxquelles  doivent  satisfaire, 
relativement  à  un  module  fixe  m,  los  coefficients  a,  ^,  v,  ô.  En  ce  qui  concerne 
les  autres  sous-groupes,  la  question  subsiste  encore  do  déterminer  les  pro- 
priétés numériques  fournissant  pour  les  coefficients  a,  ^,  y,  0  une  définition 
arithmétique  directe. 

L'auteur,  pour  arriver  à  un  résultat  de  cette  nature,  a  employé  une  méthode 
indirecte. 


On  pose 


ao)  -4-  3 
^  —  a 


YW  -T-  0 


^.    - 


r/„-ho>' 


à  des  propriétés  arithmétiques  de  x,  p.  y,  8  relatives  à  des  sou<-groupes  parti- 
culiers correspondront  des  propriétés  arithmétiques  particulières  des  quan- 
tités a. 

L'auteur  a  appliqué  cette  méthode  à  Texamen  de  tous  les  sous-groupes 
remarquables  de  genre  />  =  i,  et  aussi  aux  racines  du  module  intégral  A''((>)). 

Il  arrive  à  ce  résultat  final  que  seuls  les  groupes  de  A(w),  v^A-(a)),  ^A*(a)) 
peuvent  être  exprimés  par  des  congruences. 

Pick  (G.).  —  Sur  certaines  substitutions  linéaires  à  coefficients 
entiers  qui  ne  peuvent  s'exprimer  par  des  congruences  algé- 
briques. (109-124). 

Le  Mémoire  de  Pick,  sur  le  même  sujet  que  celui  de  Fricke  qui  précède,  est 
arrivé  à  la  rédaction  des  Mathematische  Annalen  un  jour  après  celui  de  ce 
dernier.  Les  deux  Mémoires  traitent  la  même  question,  la  solution  d'un  théo- 
rème énoncé  il  y  a  longtemps  déjà  {Math.  Ann.,  t.  XVIl,  p.  63  et  suiv.)   par 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2*  série,  t.  XIIL  (Mai  1889.)  R.y 
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Klein.  ijM  mitliitde*  aimL  iliiïi^mntcïi  Iv  ilrrnkT  a  uleur  emploie  m  «(tel,  on  dfr- 
aUrt  iisnr,  uri  gntuyt  qui,  relitivomcnl  au  ^ruupc  lotit  de»  Hiili«titutiont 
iinâtires  rnitiëirs,  nt  il'inJid  iaGuimBnt  fti^vi^. 

Kneser  (/!■).  —  Le  groupe  de  itionudromic  d'une  équatînn  a\^{-- 
briquc  lorsque  I'ud  fait  une  transformation  lintlnire  des  va- 
riables. (ia5-i3'4). 


Si  l'^ualion  irréilnfUbtc  V{i.  s)  -- 
de  »,  lin  diili  w  demander  commpni  « 
ciUe  i^quRlIoD  |>>T  Une  trinifortnatiim 
gAni^ral  Icr  gmnpc  tymélrlque.  e'rslt-i 


cl  ililInU  *  comme  fDneliun  ajg^lu-iigu 

ciimpnrle  te  groupe  de  munodrnmic  de 

liaiiiiire  de*  viiHsbIr».  Ce  groupe  eït  en 

le  gniope  de  loules  )««  subsUintiau 


pu»»iblm,  roiiime  l'a  d^jA  ilémaniré  Cnnti'iir  ilan*  si  Diewrliition  intugoralf 
(  trrttlurlibiiiiai  iimI  lUanadramiegruppt  algebraiscker  CItiehuagen.  Berlin, 
iSKS),  par  \»  cun»iil#»iii>n  des  raraiCralinn»  de  h  ronrliun. 

Dam  re  inviiiJ,  J'autrur  m  propose  de  déduire  par  une  voie  puK'menI  al^ 
tirir|uo  ce  résuilat  ilitéliriiiaiT. 

Thienie  (//■)■  —  Les  surfaces  du  troisième  ordre  comme  stu/acei 
(l'ordre  de  systt^mes  polaires.  (i33-i5i). 

D«n«  «on  traraii  [Diê  De/!»iliùn  tirr  gtomelriiehen  Geùilde  daivJi  Cm- 
ilruttioit  ihrtr  Potartrileme  {Ztilichri/t  Math.  u.  Pkyt.,  i.  X\IV;  i»7«)], 
l'auteur  a  dimn*  U  cunstruelion  purement  géumi^lriiiut:  dn  système  de»  frv- 
miiras  iKilBins  d'une  *uKncc  lio  (n  ->- 1)"~  "wlre  el  de  variétés  de  surfaces  dn 
(N-Kt}"^  otàxr.  Le  noile  d'eipniilion  rendait  le  travail  assci  dlffir.ile  h  lire. 
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valeurs  de  'k^  et  X^ 

w  t 
D'autre  part,  les  quantités  t^  —  —^^-^  sont  proportionnelles  aux  racines  u^  de 

V 

l'équation 

(  a  )  M*  —  10  w»  -f-  /|5 1/  -t-  c  =  o, 

c'est-à-dire  de  la  forme  normale  de  Briosclii.  Cette  même  équation  (2)  permet 
donc  de  résoudre  toutes  les  équations  qui  ont  pour  racines 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  de  t. 

L'auteur  se  demande  si  Ton  peut  déduire  directement  la  forme  normale  de 
Brioschi  (a)  des  conditions  (1),  et  il  montre  que  l'on  peut,  avec  ces  conditions, 
transformer  tVès  simplement  l'équation  générale  du  cinquième  degré  sous  la 
forme  normale  de  Brioschi.  La  forme  d'Hcrmitc 

x^  -+•  ax  -h  b  =  o 

est  typique  pour  les  équations  du  cinquième  degré  dont  l'invariant  C  =  o; 
mais  il  faut  des  relations  cubiques  pour  ramener  à  cette  forme  l'équation 
générale.  La  forme  de  liriosclii  est  typique  pour  les  équations  dont  l'invariant 
B  =  o,  et  des  relations  quadratiques  suffisent  pour  la  transformation. 

Hess  (P')-  —  Compléments  à  la  théorie  des  triangles  et  des 
tétraèdres  plusieurs  fois  perspectifs.  (16^-9.60). 

Rosanes  JZ>e  polarium  reciprocarum  theoria  observât iones.  Dissert.  Vra- 
lisl.;    i865   {Afath.  Ann.,  t.  Il,  p.  5'i9-55a)],   Schniter   {Math.  Ann.,   t.   II, 

p.  553-562),  et  Valyi  (Archiv  Math,  u,  Phys.y  \.  L\\,  p.  io5-iio:  Ibid.,  t.  II,, 
p.  320-334)  ont  étudié  dans  le  plan  les  triangles  qui  peuvent  être  dans  le  plan 
de  plus  d'une  façon  en  perspective. 

Relativement  aux  tétraèdres,  on  a  plus  particulièrement  étudié  le  cas  où 
trois  tétraèdres  sont  en  position  desmique;  et  ce  sujet  a  été  successivement 
traité  par  Stephanos  {Bulletin  des  Sciences,  t.  III,,  p.  4^9-456),  par  Schrôter 
{Zeits.  Math.  u.  Phys.,  t.  XXVIII,  p.  178,  et  Journal  de  Crelle,  t.  93,  p.  169), 
par  Reye  {Acta  Math.,  t.  I,  p.  97-108)  et  par  Victor  {Ber.-Verhandl.  nat. 
Ges.  Freiburg,  t.  VIII,  p.  2  ;  i884  )• 

L'auteur  donne  dans  ce  Mémoire  un  exposé  complet  des  propriétés  de  ces 
triangles  et  de  ces  tétraèdres  multiplement  perspectifs;  il  arrive,  en  particulier, 
à  des  relations  intéressantes  entre  la  théorie  des  triangles  d'une  part  et  celle 
des  polyèdres  réguliers;  entre  la  théorie  des  triedres  et  celle  des  figures  régu- 
lières tracées  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  sur  un  espace  sphériquc  à  trois 
dimensions. 

SUirin  (/?.).  —  Sur  les  séries  de  points  égales,  les  faisceaux  de 
plans  et  de  rayons  égaux  dans  les  espaces  collinéaires.  (261- 
267). 
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Slurm  (fi-)'  —  Sur  la  lliéoric  de  la  collinéalion  el  de  la  corré- 
lation. (268-276). 

Slurm  [R.),  —  Sur  les  syslèmes  nuls  supérieurs  dans  l'espace. 

(277-283). 

L'auteur  s'est  déjà  occupe  {Math.  Ann.y  t.  \l\,  p.  ^61)  de  quelques  systèmes 
nuls  supérieurs,  .\mcseder  {Journal  de  d'elle,  t.  97,  p.  62)  a  considéré  en 
particulier  le  système  nul  général  du  second  degré  et  a  donné  à  cette  occasion 
quelques  propriétés  des  systèmes  nuls  supérieurs.  La  même  question  a  égale- 
ment été  traitée  en  même  temps  par  Voss  {Afath.  Ann.,  t.  X\III,  p.  45,  369). 

L'auteur  s'occupe  ici  de  quelques  exemples  intéressants  de  systèmes  nuls  et 
détermine  leurs  trois  caractéristiques. 

Rohn  {K,).  —  Les  différentes  espèces  de  surfaces  réglées  du  qua- 
trième ordre.  (284-3o8). 

Les  travaux  les  plus  importants  des  géomètres  sur  les  surfaces  réglées  du 
quatrième  ordre  sont  dus  à  Chasles  [Mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième 
et  du  quatrième  degré  {Comptes  rendus^  t.  LUI,  p.  888)],  à  Cayley  [First, 
second  and  third  Memoir  on  skew  surfaces,  otherwise  Scrolls  {Phil.  Trans.. 
t.  CLïII,  p.  453;  t,  CLIV,  p.  559,  et  t.  CLIX,  p.  m)]  et  à  Cremona  [Suite 
superficie  gobbe  di  quarto  grado  {Mem.  Bologna,  t.  VIII,  p.  i5)]  qui  se  sont, 
en  particulier,  occupés  de  la  classification  des  surfaces  réglées. 

La  nature  de  la  courbe  double  sert  tout  d'abord  à  la  distribution  en  classes 
de  ces  surfaces.  Les  classes  ainsi  déterminées  se  divisent  ensuite  en  espèces, 
d'après  les  autres  propriétés  singulières  qui  se  rencontrent  dans  ces  surfaces. 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  Mémoire  non  seulement  de  la  division  en  espèces, 
mais  aussi  dans  chaque  espèce  des  conditions  de  réalité  qui  se  présentent.  Il  a 
été  amené  à  faire  cette  étude  attentive  alors  qu'il  se  proposait  de  construire 
une  série  de  dix  modèles  de  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  qui  ont  paru 
chez  Brill,  à  Darmstadt,  et  ([ui  sont  destinés  à  fournir,  sous  une  forme  sen- 
sible, les  particularités  principales  présentées  par  les  surfaces  considérées. 

Pick  (G.).  —  Sur  la  throrie  des  fonctions  elliptiques.  (3o()-3i8). 

Si  Ton  se  donne  une  intèjîrale  elliptique  de  première  espèce  sous  une  forme 
quelconque,  il  est  tout  d'abord  nécessaire,  pour  les  calculs  ultérieurs,  de  repi*è- 
senter  les  fonctions  elliptiques  élémentaires,  lorscpie  l'on  y  remplace  l'arjîu- 
nienl  par  l'intégrale  donnée,  en  fonctions  explicites  des  limites  et  des  constantes 
«le  l'inlégralc. 

On  connaît  depuis  longtemps  les  formules  qui  résolv<'nt  la  question  dans  le 
«as  où  la  dilTérontirlIe  ellipti(|ue  e>t  de;  la  forme 

flx 

<nï  f{x)  est  un  polynôme  du  (luatrième  ou  du  troisième  degré.  Kllt;s  ont  été 
données,  par  exemple,  par  Sclieibner  \Zur  Théorie  (1er  Heduction  ellijUischen 
Intégrale  in   reeller  Form    {Abh.   math.   phys.  Cl.  stichs.   Gcs.,    t.  \II)]  et 
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iioniie  Lie.  rnriBiii.-.  p-r  KIdn  [Uebei- 
■maf„mH..m;.  (Alatli.  .In/..,  l.  \\VH)i. 

le  ca^i  nù  le  domaine  ellipliqueest  défini 

urdrc.  Il  élabliL  deux  séries  de  formules 

I   bjpnlliéâca  diflïrentcs   i-clativenieni  i  l'argumenl  des 

{vue  de*  M^ric»  se  pressente  comme  ahwluinent  analogue 

~n  pour  le  donidiae  l>iiiHire;  l'autre  série  esl  par- 

e  sens  qu'elle  eoinprend,  comme  cas  particulier, 

I  (U  données   par  llermilc  et  Uriosclii  pour  la 

II  iruisidme  ordre  en  la  forme  normale  dilc  de 

,   —    Sur  les  groupes  de  iiiouvements.    Premier 

\u\  se  :ioil  iicciipc  lie  déterminer  d'une  Taron  com- 
i  [ jjfemoiie  sur  le»  groii/ici  de  mouvements 

tn„p.  inv.ijo)]. 

Vtts  aatore  nnl  de  l'intérfl,  non  seulement  au  point  de  vue 
is  >urlout  A  l'égard  de  la  théorie  de  V*  structure  cristalline. 
s'agit    de  Irourer  toutes  les  furmes  cristallines  possililes 

.1  .iliiird  placé  Bravais  [Mémoire  sur  le»  lytlètiies  formés  par  det 
I  Journat  de  l'École  Polytechnique,  XXMll*  Caliier,  p.  i>i>  c'est 
lili'ime  que  Sohncke  a  traité  complètement  dans  son  Livre  (  Enlivic- 

■■  Théorie  der  KrystalUtruclur). 
laissé  au  second. plan,  dans  son  Livre,  les  considérations  relatives 
k-s  groupei.  L'auteur,  dans  son  Méniniro,  étudie  la  question  eiclu- 

vent  se  composer  A  l'aide  de  groupes  d'espèce 


.  —  Sur  la  (li-rurmalioa  d'un  espace  il  trois  dimensions 
'"ipace  plan  à  quatre  dimensions.  (3.^3-353). 
'  trnvaax  de  l'auteur  sur  le  sujet  de  la  déformation  des  espaces  dans 

rlii  problème  dans  le  ras  général.  L'auteur  montre  que,  même  dans 
I  i|u'il  i^insidére  ici,  on  ne  peut  répondre  d'une  façon  générale  aux 

"t'on  est  amené  fk  se  poser.  Les  ronditions  sous  lesquelles  il  peut  y 
"•nation  souffrent  toujours  des  ras  d'cxi'rpliun  ;  les  conditions  néees- 

'•o^  par  l'auteur  (  ifiil/i.    In»..  I.  WVII }  ne  sont  pas  toujours  sufll- 


'.),  —  Sur  le  pi'ohlèiiie  de  Tinversioii  dans  la  thi-oric 
;ionsid»élicniies.  {:i,Ji-38o). 


jin  [.Vt-ne  Tlieorie  der  uttraeUiptitchen  Funclionen 

Théorie    der    Fiinctiom-n    in    einer    zweibUttIrigen 


/■■- 


-   .'i'     .  ■" 
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Sc/woler  (//.).  —  L'hexagone  de  Clebsch.  (457-482). 

Clebsch,  dans  son  Mémoire  [Ueber  die  Anwendung  der  quadratischen 
Substitut ionen  au/  die  Gleichungen  /ùn/ten  Grades  und  die  Théorie  des 
ebenen  FUn/ecks  i^Math.  Ann.,  l.  IV,  p.  28'|)],  a  établi  l'existence  d'un  hexa- 
gone plan  remarquable  qui  fournit  de  dix  façons  un  hexaf;one  de  Brianchon. 
Klein  est  revenu  sur  cet  hexagone  [Untersuchungen  iiber  dos  Ikosaeder 
{Math.  Ann.,  t.  XII,  p.  53 1)  et  Vorlesungen  iiber  dos  Ikosaeder  und  die 
Aujliisung  der  Gleichungen  vom  ftinften  Grades.  Leipzig,  1884  ]  et  il  a 
montré  comment  les  propriétés  de  cet  hexagone  pouvaient  se  déduire  de  la 
figure  de  l'icosaèdre  dans  l'espace.  Hess  {Einleitung  in  die  Lehre  von  der 
Kugeltheilung.  Leipzig,  i8S3)  avait  donné  des  considérations  de  même  nature; 
le  même  auteur,  dans  un  Mémoire  sur  les  triangles  et  tétraèdres  plusieurs  fois 
perspectifs  {Math.  Ann.j  t.  WVIII;  voir  plus  haut),  a  démontré  analytiquc- 
ment  les  propriétés  de  cette  figure. 

L'auteur  donne  un  exposé  synlhétiifue  de  ces  propriétés  en  partant  précisé- 
ment des  mêmes  considérations  sur  les  triangles  plusieurs  fois  perspectifs. 

Konigsbergcr  (L,).  —  Remarques  sur  la  classification  des  Irans- 
ccndantes  de  Liouville.  (483-492). 

Liouville  [Sur  la  classification  des  transcendantes  et  sur  l* impossibilité 
d'exprimer  les  racines  de  certaines  équations  en  fonction  finie  explicite  des 
coefficients  {Journal  de  Liouville^  t.  II  et  III)  dit  que  la  solution  d'une  équa- 
tion algébrique  peut  s'exprimer  explicitement  en  fonction  algébrique  des  coeffi- 
cients lorsqu'on  peut  donner  à  l'aide  des  six  opérations  arithmétiques  et  sous 
forme  finie  des  formules  qui,  substituées  à  la  place  de  l'inconnue,  satisfont  iden- 
tiquement à  l'équation  proposée.  Puis  il  introduit,  outre  les  fonctions  algébriques, 
les  transcendantes  e'et  logx  et  étend  dans  ces  conditions  les  recherches  d'Abel 
sur  la  résolution  des  équations,  en  étudiant  les  équations  qui  peuvent  se  ré- 
soudre avec  les  seules  fonctions  algébri(]ues  et  transcendantes  ainsi  admises. 

Les  connaissances  acquises  maintenant  sur  l'irréductibilité  des  équations 
diiïérentiellcs  algébriques  permettent  à  l'auteur  d'établir  que  Liouville  n'a  pas 
formulé  la  question  comme  il  convient  de  le  faire  aujourd'hui  et  il  se  propose 
d'énoncer  les  problèmes  auxquels  on  est  alors  conduit  dans  toute  leur  géné- 
ralité. 

Caspary  (F,),  —  Sur  l'application  d'identités  algébriques  à  l'éta- 
blissement de  relations  entre  les  fonctions  thêta  d'une  variable. 

(493-498)- 

Emploi  de  certaines  identités  pour  démontrer  certaines  formules  données  [lar 
Cayley,  Jacobi,  Gudermann  et  surtout  par  Glaislier. 

Klein  (/^.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  générales  du  sixième 
et  du  septième  degré.  ( '{ç)()-532). 

La  théorie  des  équations  du  cinquième  degré,  telle  <jue  l'auteur  l'a  exposée 
dans  ses  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder,  etc.,  non  seulement  s'applique  aux 
équations  du   quatrième   dcîîré,    mais  peut    aussi  s'étendre  aux   équations   du 


UEVUK  DES  PUBLICATIONS.  8i 

prise,  ou  bien  elle  se  déplace  dans  un  plan  tangent  à  cette  surface.  Klein  a 
signalé  aussi  en  note  une  autre  représentation  géométrique  du  théorème 
dVVbel  (p.  i38)  que  Domsch  a  étudiée  dans  sa  Dissertation  {GriinerCs  Arch., 
t.  Il,)  relativement  à  dos  dilTérentielles  de  même  nature. 

L'auteur  se  propose  ici  d'établir  des  théorèmes  de  môme  nature  relativement 
aux  variétés  générales  homofocales  du  second  degré  et  d'étudier  en  particulier 
les  groupes  remarquables  formés  sur  les  espaces  du  second  degré  par  des 
espaces  linéaires. 

II  s'occupe  d'abord  du  «'as  de  l'espace  ponctuel  à  trois  dimensions,  étend  les 
résultats  obtenu^  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  et  termine  par  le  cas 
de  la  Géométrie  linéaire. 

L'auteur  fait  remarquer  la  parenté  des  premières  propositions  auxquelles  il 
arrive  avec  celles  qui  se  trouvent  dans  le  Livre  de  M.  Darboux  {Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques). 

Hurivitz  (A.).  —  Sur  les  correspondances  algébriques  et  sur  le 
principe  de  correspondance  généralisé.  (56 1-585). 

Le  principe  de  correspondance  de  Chasies,  qui  n*est  valable  que  dans  le  cas 
de  points  correspondants  situés  sur  une  courbe  de  genre  zéro,  a  été  étendu  par 
Caylcy  {Comptes  rendus,  t.  L\II,  p.  586;  Phil.  Trans.,  t.  CLVIII,  p.  if\b)  aux 
courbes  de  genre  quelconque.  Hrili  a  donné  une  démonstration  du  théorème 
généralisé  dans  les  Mathematische  Annalen  (t.  VI,  p.  33,  et  t.  VU,  p.  607). 
Le  principe  de  correspondance  ainsi  généralisé  s'énonce  alors  de  la  sorte  : 
Entre  les  coordonnées  J7,,  x.^,  a:,,  y^,  _)',,  y^  de  deux  points  Xy  y  d'une  courbe 
algébrique  C  de  genre  />,  on  se  donne  une  équation  algébrique 

à  tout  point  X  de  la  courbe  répond  un  nombre  déterminé  a  de  points^,  va- 
riables avec  X  et  différents  en  général  de  x\  de  même,  à  tout  point  p^  corres- 
pond un  nombre  p  de  points  x  variables  avec  y  et  différents  en  général  de  y. 
Il  arrive  que  les  deux  points  x,  y  se  confondent  dans  un  nombre  de  cas  égal  à 

Dans  cette  expression,  7  est  un  nombre  positif  ({iii  exprime  combien  de  points 
d'intersection  de  la  courbe  ^V{x\y)  —  o  ou  M*(^'|a7)  =  o  avec  la  courbe  C 
tombent  au  point  ^':  .)',.  v^i  y^  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  y 
de  la  courbe  C. 

On  suppose  dans  cet  énoncé  (|uc  la  correspondance  algébrique  sur  la  courbe 
C  est  définie  par  une  é<|nation  M*  =  o.  Mais  il  y  a  des  exemples  où  existent 
des  correspondances  pour  les<|ueMcs  riiypolhèse  précédente  n'est  pas  vraie. 

L'auteur  s'est,  par  suite,  pc»sé  la  question  de  déterminer  toutes  les  corres- 
pondances algébriques  possibles  et  d'établir  le  nombre  de  leurs  coïncidences. 
Au  lieu  de  la  courbe  algébrique,  il  prend  comme  support  de  la  correspondance 
une  surface  de  Hieuiann,  en  sorte  que  les  résultats  auxquels  il  arrive  s'ap- 
pliquent non  seulement  aux  courbes  algébriques  planes,  mais,  d'une  façon 
générale,  aux  éléments  géométriques  à  une  dimension  qui  sont  définis  par  un 
nombre  quelconque  d'équations  algébriques. 
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Markoff  {A,),  —  Sur  l'équalion  différentielle  de  la  série  hyper- 
géoinélrique.  Première  Note.  (SSG-SgS). 

La  question  est  la  suivante  :  Obtenir  tous  les  cas  où  le  produit  de  deux 
valeurs  de  y  satisfaisant  à  l'équation  diiïcrentielle 

^(«  -  ^)  ^^  ^-  [ Y  -  («  -+-  ?  -^  0^]  ^  -  a?r  =  o 

se  réduit  à  une  fonction  entière  de  r. 

L'auteur  forme  Téquation  diiïcrenliclle  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait 
le  produit  de  deux  intéfj^rales  de  l'équation  proposée;  puis  il  détermine  les 
conditions  sous  lesquelles  cette  équation  du  troisième  ordre  admet  comme 
solution  un  polynôme  entier. 

Brioschi{F.).  —  Sur  la  transformation  du  troisième  degré  des 
fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre.  (Extrait  d'une 
Lettre  à  M.  Krause.)  (594-5yG). 

Krause  {M,),  —  Sur  la  transformation  du  troisième  dogré  des 
fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre.  (Extrait  d^une 
Lettre  à  M.  F.  Briosclii.)  (097-600). 

Tome  XXIX;  1887. 

AJ/'oUer  (C).  —  Sur  les  groupes  ^e  lignes  droites  sur  les  surfaces 
d'ordre  supérieur.  (1-26). 

Suite  des  reclierciies  dont  la  publication  a  coiumencé  dans  le  toino  WVll 
des  Mathcmatische  Annalen. 

Ici  encore,  l'auteur  se  propose  d'étudier,  d'une  façon  générale,  les  groupes 
possibles  de  droites  existant  sur  les  surfaces  et  réserve  pour  une  autre  Com- 
munication la  démonstration  effective  de  rcxislenccdc  ces  groupes  et  la  détcr- 
mination  des  surfaces  correspondantes. 

Le  travail  contient  un  nombre  considérable  de  propriétés  des  droites  consi- 
dérées et  nous  devons  nécessairement  y  renvoyer. 

Bochert  (^i.)-  —  Sur  la  limite  de  transitivité  des  groupes  de 
substitutions  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterné  de  leur 
degré.  (r>.7-49)- 

La  question  importante  de  la  limite  de  transitivité  d'un  groupe  de  substi- 
tutions de  11  lettres  qui  contient  moins  de  la  moitié  des  substitutions  possibles 
avec  cos  lettres  et  qui  est,  par  suite,  moins  de  {n  —  x)  fois  transitif  a  été 
étudiée  par  Jordan  {fiull.  de  la  Soc.  nutt/i.,  l.  I).  Jordan  y  détermine,  pour 
la  limite  en  question,  des  valeurs  très  (ail)le>  pour  des  ntmibres  donnés  déter- 
minés. Le  même  auteur,  dans  son  Traité  des  substitutions,  «Hait  arrivé  à  dc^^ 
limites  plus  élevées,  cl  par  un  pro«;édé  plu^  cumpliqué. 
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Chacun  des  deux  procédés  présente  cependant  ses  avantages  et  il  peut  arriver 
que  la  détermination  la  plus  ancienne,  au  moyen  de  fonctions  de  degré  régu- 
lièrement croissant,  donne  dans  certains  cas  des  limites  plus  précises  que  les 
derniers  théorèmes  de  Jordan.  Et  c'est  là  la  question  principale  considérée  par 
l'auteur  dans  son  Mémoire. 

Schœn/lies  (A.),  —  Sur  les  groupes  de  mouvements  (5o-8o). 

Ce  Mémoire  est  destiné  à  compléter  les  recherches  de  Taulcur  sur  les  groupes 
de  mouvements  dont  la  première  Partie  a  paru  dans  le  tome  WVIIl  des  Afathe- 
niatische  Annalen.  Dans  la  première  Partie  l'auteur  avait  étudié  les  groupes  qui 
se  déduisent  du  groupe  cyclique  et  de  celui  du  cube;  il  considère  ici  les  groupes 
généraux  de  mouvements  qui  proviennent  de  la  même  façon  des  groupes  du 
dièdre  pour  les  cas  n  =  Z^  t\,  ^  ci  des  groupes  du  tétraèdre  et  de  l'octaèdre. 

liohn  (K,),  —  Les  surfaces  du  quatrième  ordre  au  point  de  vue 
de  leurs  points  doubles  et  de  leur  conformation.  Avec  une 
planche.  (81-96). 

L'auteur  donne  ici  l'analyse  d'un  Mémoire  couronné  par  la  Société  Jablo- 
nowski,  à  Leipzig. 

Le  travail  contient  deux  Parties  :  la  première  traite  des  surfaces  du  quatrième 
ordre  possédant  des  points  doubles,  la  seconde  des  rapports  de  configuration 
des  surfaces  du  quatrième  ordre  d'une  façon  générale.  La  première  Partie  con- 
stitue en  somme  ia  suite  des  travaux  de  Cayley  [Firsty  second  and  third  Me- 
nioirs  on  quartic  surfaces,  t.  II!  {Proc.  Lond.  Malh.  Soc,)].  Cayley  donne 
la  série  complète  des  surfaces  qui  ont  huit  ou  neuf  points  doubles  et  son  énu- 
mération,  pour  le  cas  des  surfaces  qui  possèdent  dix  points  doubles,  est  incom- 
plète. Dans  son  travail,  l'auteur  donne  d'une  façon  systématique  toutes  les  sur- 
faces du  quatrième  ordre  ayant  de  huit  à  seize  points  doubles.  Les  surfaces  du 
quatrième  ordre  dont  Kummer  s'est  occupé  [Die  algebraische  Strahlensyslemey 
insbesondere  der  i  und  2  Ordnung  {Abh.  Berl.  Akad.^  i8t>6);  Flàchen 
welche  von  einer  Schaar  von  Ftàctien  2  Grades  eingehûlU  werden]  trouvent 
donc  aussi  leur  place  dans  cette  énumération.  La  seconde  Partie  est  relative 
aux  questions  pures  de  configuration.  L'auteur  introduit  la  notation  impor- 
tante de  surface  limite,  ce  qui  lui  permet  d'amener  des  simplifications  utiles 
dans  une  aussi  riche  variété  de  formes.  De  plus,  en  ce  qui  concerne  les  sur- 
faces a^'ant  un  seul  point  double,  l'auteur  a  recours  à  la  considérati(»n  simul- 
tanée des  courbes  de  projection  du  sixième  ordre,  que  l'on  obtient  en  prenant 
le  point  double  pour  centre  de  projection. 

Ce  procédé,  qui  consiste  à  considérer  la  projection  de  la  surface  et  aussi  la 
projection  des  courbes  situées  sur  la  surface  en  prenant  comme  centre  de  pro- 
jection un  point  double,  est  constamment  employé  dans  tout  le  cours  du  tra- 
vail. 

Fricke  (B.).  —  Les  groupes  de  congruences  du  sixième  échelon. 
(97-122). 

L'auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  donner  un  exposé  complet  des  fonc- 
tions modulaires  cllipti(|ucs  correspondant  aux  groupes  de  congruence  du 
sixième  échelon. 
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Klein  [UeOer  die  elUplischen  Normalcurven  des  /!'•*'*  Ordintng  (Abh, 
mdtk.  phys.  CL  Sachs.  Ges.  Wiss.^  l.  \HI)]  a  élahli  les  systèmes  de  module:» 
seulement  pour  le  cas  d'un  échelon  impair;  Hurwitz  [Ueber  endliche  Gruppen 
linearer  Substitutioneiiy  welche  in  der  Théorie  der  etliptischen  Transcen- 
denten  auftrilen  {Math,  Ann.,  t.  XXVII,  i83)]  a  étendu  les  considérations  de 
Klein,  mais,  dans  ses  recherches,  réchelon  6  se  trouve  encore  exclu. 

l/auteur  s'est  placé  dans  son  travail  à  un  autre  point  de  vue  encore.  L'examen 
du  cas  de  l'échelon  é{;al  à  6  lui  a  semblé  présenter  aussi  quelque  intérêt  en  ce 
sens  que  cet  échelon,  comme  ceux  de  la  forme  '.!/?,  p  étant  premier,  présente 
quelques  rapports  spéciaux  avec  une  portion  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques intéressantes  au  moins  au  point  de  vue  historique.  Il  s'agit  des  relations 
qui  existent  entre  les  valeurs  pour  l'argument  nul  des  fonctions  d^,  d,,  d,  et 
les  quantités  qui  en  résultent  par  une  transformation  du  p'*'««  ordre.  L'examen 
de  l'échelon  ip  simplifie  considérablement  l'établissement  de  ces  relations  que 
l'on  rencontre  déjà  dans  Gauss  {Werke^  t.  III,  p.  ^70)  et  qui  ont  occupe 
Schroter,  Goriug,  Krauss,  Mûller,  Hhode,  etc.  L'auteur  examine  en  particulier 
dans  son  Mémoire  le  cas  de  la  transformation  du  troisième  ordre. 

Kopcke  {A.),    —   Sur  la    différenliabililé  et  la    représentabililé 
{Anschauliclikeit)  des  fonctions  continues.  Avec  une  planche. 

(i23-i4o). 

On  sait  depuis  longtemps  qu'une  fonction  continue  n'a  pas  nécessairement 
de  dérivée.  Un  des  premiers  exemples  que  Ion  a  donné  d'une  fonction  continue 
n'admettant  pour  aucune  valeur  de  la  variable  réelle  de  dérivée  est  celui  de 
Wcierstrass  étudié  depuis  par  Wiener  {Journal  de  Crelle,  t.  90).  On  ne  peut 
se  représenter  une  suite  continue  de  puinls  à  laquelle  on  ne  peut  nulle  part 
mener  de  tangente.  L'existence  d'une  telle  suite  est  pourtant  chose  démontrée. 
Une  autre  question  do  même  nature  est  relalivr  à  l'existence  d'une  courbe  ou 
plutôt  d'une  suite  continue  <le  points  présentant,  dans  un  intervalle  aussi  petit 
que  l'on  veut,  une  infinité  de  maxima  et  de  mininia. 

L'auteur  établit  ici  l'existence  de  fonctions  continues  admettant  une  dérivée 
et  présentant  dans  tout  intervalle  une  infinité  de  niaxima  et  de  mininia. 

Nctto  {E')'  —  Sur  un  algoiilhnic  |)our  lu  solution  des  équations 
ntiniéri(|ucs  algcbriquos.  (i4i-i47^- 

Soit  l'équation 

X"      X  -   Il  ~  (♦: 

on  a  souxont,  pour  la  n'sondre,  cniployc  le  procédé  suivant  :  on  part  d'une  va- 
ItMir  .r,,  (|uelcon<|n<',  cl  l'un  en  {lé<luit  une  suite  de  valeurs  .r^,  j:^,  ...  par  la  re- 
lation 

iurstjue  />  augmente  indélinimont,  on  approche  en  i;énéral  d'une  valeur  linnlc 
(jui  est  lacinc  de  l'éqnalion  proposée.  La  condition  de  convergence  de  k^k"  pro- 
cédi*  n'a  pas  élc  cludice,  c'est  là  la  question  dont  s'occupe  l'auteur,  et  il  établit 
les  conditions  dans  le  cas  d'une  (Miualion  plus  générale  (|ue  l'équation  proposée, 
ces  conditions  rlevenant  d'ailleurs  très  simples  dan-^   le  cas   présent. 
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l\elto  {E.),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  itérées.  (i48-i53). 
Soit  0(j?)  une  fonction  entière  et  rationnelle,  et  posons 

e[e(x)i==B,(x),      «:e2(x)]r_e,(j7),    .... 

Ce  travail  contient  des  propositions  remarquables  sur  la  façon  dont  se  compor- 
tent les  racines  des  équations 

Jieyes  y  Prosper  {V,).   —   Sur  la  Géométrie   non  euclidienne. 
(i54-i56). 

C.  von  Staudt  a  montré  que  la  Géométrie  de  position  est  indépendante  de 
toute  idée  de  mesure.  Klein  a  établi  qu'elle  est  aussi  indépendante  de  toute 
hypothèse  sur  la  théorie  des  parallèles.  L'auteur  se  propose  de  simplifier  ici  les 
démonstrations  de  Klein. 

IVitting  (A,).  —  Sur  les  fonctions  de  Jacobi   du  /»''^'»<^  ordre  à 
deux  variables,  (i  07-1 70). 

Dans  le  présent  travail,  Tautcur  se  propose  d'étudier  les  fonctions  de  Jacobi 
du  À'*"*  ordre  à  deux  variables,  au  point  de  vue  de  leur  transformation,  d'une 
façon  analogue  à  celle  employée  depuis  longtemps  déjù  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  II  est  nécessaire  duns  ce  but  de  mettre  les  fonctions  thêta  sous 
une  forme  normale;  il  faut  former  des  fonctions  de  Jacobi  qui  se  comportent  à 
l'égard  de  la  transformation  des  périodes  de  la  façon  la  plus  simple  possible. 
Les  quatre  fonctions  sigma  sont,  à  ce  point  de  vue,  d'importance  fondamentale 
à  l'égard  des  fonctions  de  Jacobi  du  premier  ordre.  Par  une  transformation 
linéaire,  la  fonction  sigma  impaire  reste  invariable,  les  trois  autres  fonctions 
se  permutant  alors  sans  l'introduction  de  facteurs.  Klein  [Ueber  die  elliptiscke 
Normalcurven  der  N'"*  Ordnung  {Abh.  math.  phys.  Cl.  Sachs.  Ges.  Wiss.j 
t.  XIII)]  a  montré  comment  on  pouvait  étendre  cette  propriété  aux  fonctions 
de  Jacobi  du  A''*""  ordre,  en  introduisant  certaines  fonctions  X^,  Y^,  Z^  qui, 
par  une  transformation  linéaire  des  périodes,  se  permutent,  avec  des  coefficients 
numériques  constants.  Le  cas  où  /»•  est  impair  a  été  étudié  par  Hurwitz  (Afath. 
Ann.j  t.  XXVII).  Dans  le  cas  des  fonctions  de  deux  variables,  Klein  [Hyperet- 
liptische  Sigmafunctionen  {Math.  Ann.y  t.  XWII)]  a  établi  Texistence  do 
fonctions  qu'il  appelle  9  et  Z,  telles  que  par  une  transformation  linéaire  les  pre- 
mières permutent  entre  elles,  tandis  que  les  secondes  sont  absolument  invaria^ 
bles. 

A  Taide  des  fonctions  sigma  hypcrelliptiqucs,  l'auteur  arrive  à  faire  dans  la 
ménie  direction  un  pas  de  plus  et  à  former  des  fonctions  de  Jacobi  à  deux  va- 
riables X^g,  Y„p,  Zgo  qui,  de  même  que  les  fonctions  analogues  X^  dans  le  cas 
des  fonctions  elliptiques,  donnent  lieu  h  une  permutation  linéaire,  homogène,  à 
coefficients  numériques. 

L'auteur  ne  considère  ici,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  cas  de  k  impair. 

Kneser    {A.).    —    Sur    la    théorie    des    fonctions    algébriques. 
(171-186). 
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Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  WVIII  des  Mathemalische  Annalem 
(  Die  Monodromiegruppe  einer  atgebraischen  Gleichung  bei  linearen  Trans- 
formationen  der  Variabelen)j  l'auteur  était  implicitement  arrivé  à  un  théorème 
général  relatif  aux  fonctions  algébriques. 

Ce  théorème  est  assez  facile  à  démontrer,  mais  la  réciproque  présentait  quel- 
ques difficultés.  L'auteur  revient  sur  cette  proposition  importante  en  ce  sens« 
qu'elle  permet  de  donner  un  critérium  pour  décider  si  une  fonction  algébrique 
donnée  de  plusieurs  variables  peut  être  ou  non  représentée  par  une  fonction 
rationnelle  de  plusieurs  fonctions  algébriques  d'une  variable  chacune. 

Koppe,  —  Sur  les  plus  grands  entiers  contenus  dans  les  multiples 
d'une  fraction  continue.  (187-233). 

Krauss  (J,),  — La  signification  géométrique  d'un  certain  inva- 
riant dans  les  collinéations  planes.  (234-238). 

Si  l'on  pose 

."  t'  t'  K'  ('  =  «,2,3) 

l'aulcur  étudie  la  signification  géométrique  de  Texpression  ;;  =  o  où  Ton  pose 

z  =-+-  iri„/i„-+-  m„/i„4-  /»„«„-+-  w,,'»»-^  ''«..««■^  'w„/ï„ 
—  m^,n,,—  ni^^n,^—  /w,,«„—  /y'„w„—  'w,,/!,,-^  m,,/i„. 

Petersen  (J,),  —  Remarques  sur  la  démonstration  du  théorème 
sur  la  somme  des  angles  du  triangle.  (239-246). 

«  La  raison  du  manque  de  clarté  qui  se  rencontre  trop  souvent  dans  la  ron— ' 
ception  des  premiers  principes  des  sciences  mathématiques  consiste,  selon  moî  ^ 
pour  la  plus  grande  partie,  dans  ce  fait  que  Ton  confond  souvent  les  Mathéma-^ 
tiques,  science  logique  pure,  avec  la  Physique,  qui  est  essentiellement  un^ 
science  expérimentale.  Les  Mathématiques  choisissent  arbitrairement  leurs  hy^ 
pothcscs  et  en  déduisent  tout  ce  qui  peut  logiquement  s'en  déduire.  Que,  pour* 
des  raisons  pratiques,  les  hypothèses  soient  choisies  en  tenant  compte  des  fait<^ 
de  la  nature,  cela  est  possible;  mais  cela  n'a,  au  point  de  vue  scientifique,  aucune 
signification,  aucune  importance.  •» 

C'est  là,  en  somme,  l'idée  fondamentale  qui  a  toujours  guidé  Hoiiel  {Essai 
d'une  exposition  rationnelle  des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie, 
Greifswald,  i863  ;  Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géomé- 
trie élémentaire^  Paris,  1867)  dans  ses  recherches  sur  les  éléments  de  la 
Géométrie  et  particulièrement  dans  l'étude  de  la  question  des  parallèles,  si  in- 
timement liée  à  celle  qui  fait  le  sujet  du  Mémoire  de  Petersen.  Le  travail  con- 
tient un  exposé  des  conclusions  auxquelles  on  arrive  relativement  à  la  somme 
des  cingles  d'un  triangle  dans  la  Géoinélrie  de  Lobalchewski,  de  Bolyai,  de 
Cayley  et  Klein. 

MnrkojD\A,),  —  Sur  Téqualion  difTércntielle  de  la  série  hyper- 
géométrique.  (Seconde  Note).  ('^47-258). 
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Déterminer  tous  les  cas  où  Téquation  diiïérenticlle 

admet  une  intégrale  de  la  forme 

X/-4- Yy  =  0 
ou  bien 

X,  Y  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Cette  question  est  importante  dans 
la  détermination  des  cas  où  l'équation  différentielle  considérée  s'obtient  en 
quantités  explicites  finies. 

Pi'ck(G.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  (259-271). 

L'auteur  se  propose  ici  d'étudier,  relativement  aux  fonctions  abéliennes,  la 
question  soulevée  et  résolue  par  Klein  [Ueber  hyperelliptische  Sigma/une- 
tionen  {Afath.  Ann.,  t.  XXYII)]  relativement  aux  fonctions  hyperelliptiques 
et  particulièrement  à  celles  de  genre  2. 

L'auteur  ne  considère   pas   le   cas   quelconque,  mais   simplement   celui   des 

fonctions  abéliennes  qui  répondent  à   une  courbe  algébrique  plane  sans  point 

double  ni  point  de  rebroussement. 

La  courbe  choisie 

aî=o 

est  donc  d'ordre  n  et  de  genre  p,  où 

(/t-i)(/t  — 2) 
p  —  . 

Wiltheiss  {E*)-  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  pour 
les  fonctions  ihéta  à  deux  arguments  et  sur  leurs  développe- 
ments en  séries.  (272-298). 

Dans  le  tome  98  du  Journal  de  Crelle,  l'auteur  a  donné  les  équations  diffé- 
rentielles qui  relient  les  dérivées  des  fonctions  tliéta  prises  par  rapport  aux 
arguments  et  aux  paramétres. 

Il  se  propose  ici,  dans  le  cas  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments,  de  trans- 
former ces  équations  différentielles,  en  sorte  que  la  propriété  invariante  des 
fonctions  thêta, que  Klein  a  signalée  {Math.  Ann.,  t.  XXVII),  se  manifeste  clai- 
rement, c'est-à-dire  que  les  difTérentiations  se  présentent  de  la  façon  dont  cela 
a  lieu  dans  la  formation  des  invariants  et  des  covariants. 

Ces  équations  fournissent  alors  immédiatement  des  formules  de  récursion  qui 
permettent  de  déduire  les  termes  du  /i'*"*  ordre  relativement  aux  arguments 
{£,  et  u,  dans  le  développement  en  séries  suivant  les  puissances  des  arguments 
des  termes  d'ordre  inférieur,  et,  en  fait,  au  moyen  d'opérations  en  tout  analo- 
gues à  celles  que  l'on  emploie  dans  la  formation  des  invariants  et  des  cova- 
riants. Brioschi  {ïiendic  Accad.  Lincei,  t.  1,  p.  199,  2i5  et  3o2),  a  déjà 
obtenu  en  partant  des  équations  difTérenticlles  des  formules  de  récursion  ana- 
logues, mais,  chez  Brioschi,  un  des  six  points  singuliers  était  supposé  rejeté 
à  l'infini,  en  sorte  que  la  propriété  invariante  des  fonctions  thêta  ne  se 
manifestait  pas  aussi  clairement  que  cela  a  lieu  dans  le  présent  Mémoire. 
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Sc/i rôder  (F.),  —  Tal)le  des  fonctions  univoques  réversibles  ù 
deux  variables  dans  les  domaines  numériques  les  plus  simples. 

(299-317). 
Gordon  (P-)-  —  Sur  les  équations  biquadraliques.  (3 1 8-326). 

On  sait  que  Ton  peut  par  une  transformation  de  Tschirnhausen  convenable- 
ment choisie  réduire  une  équation  gcniTale  du  cinquième  degré  à  une  autre 
équation  du  cinquième  degré  où  n'entre  qu'un  seul  paramètre.  Les  coefncienu 
de  la  fonction  de  transformation  ne  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients  a  de  l'équation  primitive;  ils  dépendent  rationnelle- 
ment des  a  et  de  certaines  quantités  W  qui  se  déduisent  des  quantités  a  au 
moyen  d'équations  quadratiques.  Toutes  ces  équations  quadratiques  ne  peuvent 
pas  être  résolues  rationnellement,  si  l'on  y  remplace  les  a  par  leurs  expressions 
en  fonction  des  racines. 

Les  R,  qui  sont  des  quantités  irrationnelles^  non  seulement  relativement  aux 
coefficients,  mais  aussi  aux  racines  de  réipiation  primitive,  s'appellent  irratio- 
nelles  accessoires. 

On  est  conduit  à  se  demander  si  ces  irrationnelles  accessoires  sont  nécessaires 
ou  non  pour  la  transformation  de  ré(|uation  du  cinquième  degré  en  une  équa- 
tion à  un  seul  paramètre. 

Kronecker  {Journal  de  Crelle,  t.  Cl)  s'est  prononcé  pour  l'affirmative;  il  a 
énoncé  cette  proposition  que  les  équations  du  cinquième  degré,  même  si  on  leur 
adjoint  la  racine  carrée  du  discriminant,  n'ont  aucune  résolvante  qui  ne  con- 
tienne qu'un  seul  paramètre. 

Klein  {Das  Ikosaeder  uiid  die  Gleichungen  5'"*  Grades)  a  démontré  la 
justesse  de  cette  proposition  en  parlant  de  certaines  propriétés  remarquables 
de  l'icosaèdre. 

L'auteur  se  propose  de  donner  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Kronecker  en  s'appuyiml  sur  une  propriété  des  équations  biquadraliques. 

Brioschi  (/^.  )•   —  Sur  la  transformation  des  équations  algébriques 
par  des  covariants.  (39.7-330). 

Soit 

/(JT.  y)  -  (rz,.rt,  ...flrj(a7r)» 

une  forme  de  (lcj;rc  n,  el 

un  covarianl  de/d'ordrc  n.  Supposons  que/(;r,  i)  —  o  ait  n  racines  inégales,  et 
posons 

a,  —  a^,xl  4-  1  rt, X.,  -h  flf^, 

a^  —  rt„  x}^  H-  3  rt,  x^  -\-  '\  a^  x.^  -\-  a  , 


la  valeur  de  ^(.r.  1)  s'obtient  en  remplaçant  dans  le  dcrnii^r  coefficient  r,,  du 
covarianl  «(x,  v)  les  coefficients  a^a^  . . .  «„  ,cr„   respectivement  par  les  quan- 


UU's  a,a^ . . .  a^  .,  o. 


Démonstration  de  ce  théorème  cl  applications. 
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Capelli  {A,),  —  Réduction   de  l'opération  Ù  de  Gayley  à    des 
opérations  polaires  ordinaires.  (33 1- 338). 

Soit  n  séries  de  variables 


*^.. 

X^y 

•  •  t 

^n 

•  •  • 

•  •  •       • 

•  •  • 

•  •  t 

yn 

•     • 

w., 

«,. 

•   •  ? 

"«' 

—    V 
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Représentons  par 


une  opération  obtenue  en  multipliant  l'opération' û  par  le  déterminant  des  va- 
riables; l'opération  li  peut  toujours  s'exprimer  par  un  ensemble  d'opérations 
polaires  D    ,  p  et  q  étant  deux  quelconques  des  quantités  Xy  y^  . . .,  i/  et 

.    H  se  mettant  sous  la  forme  d'un  déterminant  symbolique. 

Noether    {M,),    —    Sur  les  différentielles    algébriques   totales. 
(339-381). 

Extension  et  généralisation  des  propriétés  dues  à  Picard  [  Comptes  rendus, 
I  et  29  décembre  1884  ;  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  algébri- 
ques de  première  espèce  {Journal  de  Liouvilley  t.  I^,  i885)]  et  Poincaré 
{Comptes  renduSy  29  décembre  i88'|). 

.^  1.  Forme  des  expressions  différentielles. 
§  2.  Condition  d'intégrabilité. 
§  3.  Transformation  de  l'expression  différentielJc. 
§  4.  Transformation  univoque  de  Texpression  différentielle. 
§  5.  Conditions   pour  que   les   expressions  différentielles   restent  finies   aux 
éléments  multiples  de  la  surface. 
§  G.  Autres  méthodes  de  détermination  de  ces  conditions. 
§  7.  Les  surfaces  de  genre  1  à  deux  intégrales  finies  indépendantes. 

JVeiss  {W.).  —  Sur  une  démonstration  de  la  généralisation  de 
Zeuthen  du  théorème  sur  la  conservation  du  genre.  (382-385). 

Zeuthen  {^fath.  Ann.,  t.  III)  a  donné  du  théorème  de  Riemann,  que  deux 
courbes  algébriques  dont  les  points  se  correspondent  univoquement  sont  du 
même  genre,  la  généralisation  suivante  : 

S'il  existe  entre  les  points  de  deux  courbes  de  genres  respectifs  /?,  et  p^  une 
rorrespondance   x, jr^^*^"'""   et    s'il    se   présente  respectivement   /,  et   /,  coïnci 
dences,  on  a  la  relation 

/,-/,=  3 j-,(/>,    -i)_2j:,(/>,-i). 
/?a//.  des  Sciences  nialhcm.,  2"  série,  l.  \III.  (Mai  1889.)  H. 8 
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L'auteur  donne  de  ce  théorème  une  dênionstratioD  nouvelle  fondée  sur  des 
considérations  de  géométrie  dans  Tespace. 

Bohek  (A'.).  —  Sur  les  courbes  hyperelliptiques.  ( 386-4 1 a). 

Une  courbe  algébrique  C{J,  d'ordre  m  et  de  genre  p  >  i  peut  contenir  un 
seul  faisceau  linéaire  g^^"*  de  groupes  de  deux  points  et,  lorsque  cela  a  lieu,  la 
courbe  est  hyperelliptique. 

La  présence  du  g^^"^  se  fait  aussi  ressentir  sur  la  courbe  adjointe  d'ordre 
m  —  3  et  l'on  a  celle  propriété  qui  caractérise  également  bien  les  courbes  hy- 
perelliptiques que  toute  courbe  adjointe  d'ordre  m  — 3  qui  passe  par  un  point 
de  CJj  passe  par  un  second  point  de  la  même  courbe  qui  est  dans  g^^^  le  point 
correspondant  au  premier  point  cljoisi. 

L'auteur  se  propose  ici  d'employer  le  ij',"  qui  existe  sur  la  courbe  CJ,  fiour 
établir  une  correspondance  entre  celle  courbe  et  deux  faisceaux  de  courbes  ra- 
tionnelles de  l'ordre  le  plus  petit  possible.  Cela  permet  alors  de  construire  la 
courbe  Cg,  comme  lieu  des  points  d'intersection  des  courbes  correspondantes 
des  faisceaux. 

Dans  la  première  Partie  l'auLeur  détermine  les  faisceaux  de  courbes  du  plus 
petit  ordre  possible;  dans  lu  seconde  section  il  établit  les  équations  de  deux 
courbes  hyperelliptiques  et  le  système  complet  des  courbes  adjointes  d'ordre 
m — 3.  Le  premier  ras  se  rapporle  aux  courbes  hyperelliptiques  générales 
d'ordre  m  et  de  genre  m  —  3;  le  second  ne  donne  que  des  courbes  particulières 
de  genre  p  et  d'ordre  ni  —  o.p  pour  p  y-  \. 

/Vekrassof  (P.),  —  Sur  les  cqualloris  Irinoines.  (^i.'i-iSo). 

Exposé  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans  un  travail  couronné  par 
rAcadérnic  des  Sciences  de  Sainl-Pétersboiir;;,  olpubli<"cii  iSS.i  dans  \v  Journal 
(le  la  Société  niathéniatifjue  de  Moscou  sous  le  lilrc  :  K tuile  des  Cf/uations 
de  la  forme  m"  —  pu'^ —  7  —  o. 

1.  Propriétés  foiidamoiiliiles  sur  la  distribution  dos  racines  de  l'ciination  lii- 
nôme  dans  le  plan  imaginaire,  leurs  dévoloppcnienls  en  sciies  cl  leurs  c\]>n>- 
sions  par  des  inlc;;raics. 

H.  Kxamcn  de  lu  convergence  des  séries  el  propriétés  de  leurs  lerincs  ooni 
plénicnlaires. 

IIL  Ajiplication  des  propriétés  <lc  réijualion  à  troi-;,  termes  au  développement 
en  série  de  quchiues  inLéij;ral(î^  délinies. 

IV.  Apjiliralion  des  propriéu'"^  de  récjuation  Irinômi;  à  Tinté^ration  d'une 
équation  dinéronliclle. 

M(iis((n<)  ijj')'  —  lùjimlioii  du  la  coiirl)e  (jui  dcleriiniie  les  points 
(le  conlact  des  lan^enlos  doubles  à  la  courbe  géiicrale  du  cin- 
(julènir  dciin''.  (  ^3i-4i6). 

L'»'(|n.il  jnn    de   l.i    rom  he    qui    f|t'-l.i«  lir   Mir   la    eonrhe   ^'l'-nérale  du  //""  de^re 
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les  points  «le  contact  dos  tangentes  doubles  est  de  dejirc  {n  —  2){/V—  9).  On 
n'a  jus<|u*ici  calculé  eirectivcmcnt  cette  équation  que  pour  le  cas  le  plus  simple 
où  n  —  4.  L'auteur  s'est  proposé  de  résoudre  la  question  dans  le  cas  de  n  =^  j 
et  il  a  naturellement  recours  au  calcul  syniboIi(|ue. 

Meyer  (F.),  —  Sur  les  procédés  algébriques  reliés  à  la  génération 
des  courbes  gauches  du  qualriéme  ordre  et  de  seconde  espèce. 

(447-467). 

L'étude  de  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de  seconde  espèce  a  fait 
le  sujet  des  travaux  de  Stu<ly  [Ueber  die  rationalen  liaumcurven  {Leipziger 
Ber.j  janvier  188G)  ]  et  de  Jolies  (  Die  Théorie  der  Osculanten  tind  deis  Sehnen- 
System  der  liaumcurve.  IV.  Ordnung.  II.  SpecieSj  Habit i ta tionsschri/t ;  Aix- 
la-Chapelle,  1881).  On  a  été  conduit  à  relier  les  propriétés  projectives  dans 
Tespace,  dans  Tordre  quaternaire  de  ces  courbes,  aux  résultats  de  la  Géométrie 
sur  la  courbe  elle-même,  c'est-à-dire  dans  l'ordre  binaire;  autrement  dit,  on 
a  été  conduit  à  déterminer  des  procédés  invariants  qui  comprennent  simulta- 
némcnt  les  deux  ordres  de  recherches  en  question. 

Le  travail  de  Tautcur  est  destiné  à  mettre  encore  plus  en  relief  les  relations 
de  parenté  entre  les  domaines  binaire  et  quaternaire. 

Siaude  (O.  ).  —  Sur  une  espèce  de  fonctions  de  deux  variables 
doublement  périodiques  à  périodes  réelles.  (/îG8-/j85). 

§  I.  Exposé  du  problème  d'inversion  en  question. 

§  2.  Séparation  du  problème  d'inversion  proposé  en  deux  problèmes  d'inver- 
sion. 

§  3.  Uoivoquie  des  fonctions  if,,  t^  de  m,,  u^. 

§  4.  Ifnivoquie  des  fonctions  /<,,  //,  de  /,,  t^. 

§  5.  Périodicité  double  réelle  de  /,,  t^ 

§  (>.  Inversion  des  intégrales  hyperclliptiques  dans  le  domaine  réel. 

§  7.  Formation  des  fonctions  doublement  périodiques  considérées  à  périodes 
réelles. 

§  8.  Sur  une  espèce  de  fonction  d'une  seule  variable  réelle  qui  n'est  pério- 
dique que  sous  certaines  conditions. 

Ilarnack  (A.).  —  Sur  les  oscillations  des  cordes  tendues  par  des 
coins.  (48G-499). 

CliristolTcl  [Untersuchungen  iiber  die  mit  de  m  Fortbestehen  iinearer  par- 
iieiler  Differentialgleichungen  vortrciglichen  Unstetigkeiten  et  Ueber  die 
Fortp/lanzung  von  Stôssen  dure  h  e  las  tixcke  /este  Kôrper  {Ann.  di  Mat. 
i.  VIII)]  a  établi  à  quelles  coiuliliunson  doit  avoir  égard  dans  lintégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  de  la  Mécanitiuc,  lorsque  les  hypothèses  faites 
originairement  sur  la  continuité  des  dérivées  do  lu  fonction  cherchée  cessent 
de  subsister.  Four  le  cas  le  plu:>  simple  de  celle  espèce,  pour  les  oscillations 
des  cordes  tendues,  qui  sont  soutenues  par  drs  coins,  Christolfel  ne  donne  que 
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brièvement  ces  conditions  et  il  remarque  justement  qu*il  est  inadmissible 
d'appliquer,  sans  explication  ultérieure,  les  formules  que  l'on  a  déterminées 
dans  le  cas  du  mouvement  transversal  pour  une  courbure  continue. 

L'auteur  se  propose  d'étudier  ici  cette  question.  La  démonstration  que  la 
présence  de  coins  n'a  aucune  influence  ne  repose  pas  sur  les  propriétés  des 
séries  de  Fourier  employées,  mais  sur  le  caractère  intime  de  ces  conditions. 
D'ailleurs  l'emploi  des  séries  de  Fourier  simplifie,  sans  aucun  doute,  l'étude  du 
mouvement  considéré. 

Hess  (T.).  —  Sur  le  gyroscope  dans  le  cas  où  Ton  choisit  pour 
le  système  momentané  de  forces  qui  agissent  le  sysLème  le  plus 
général.  (5oo-58o). 

L'auteur  a  déjà  étudié  {Math.  Ann.,  t.  \IX,  i2i-i5'|)  le  mouvement  du  gy- 
roscope dans  le  cas  où  le  corps,  de  révolution,  est  soumis  à  une  simple  rotation 
autour  de  son  axe.  Il  s'occupe  ici,  dans  le  cas  le  plus  général  d'an  système 
momentané  de  forces  quelconques,  de  déterminer: 

I.  Le  mouvement  de  l'axe  du  gyroscope  dans  l'espace. 

n.  Les  formes  du  cùne  mobile  de  la  polhodie  et  du  cône  fixe  de  l'herpolbodie, 
qui,  d'après  Poinsot,  en  roulant  l'un  sur  l'autre  déterminent  le  transfert  d'une 
position  à  une  autre  du  corps  animé  de  rotation. 

TU.  La  position  de  l'axe  particulier  dans  l'espace  le  long  duquel,  d'après 
Fulcr,  il  sufdt  d'effectuer  une  seule  rotation  d'amplitude  finie  pour  amener 
immédiatement  le  corps  de  sa  première  position  à  la  seconde  et  la  grandeur 
de  cette  amplitude. 

Une  planche  lithographiée  est  annexée  au  Mémoire. 

Caspavy    (F,),    —    Remarques    sur   les   tétraèdres    desmiques. 

(58i-582). 

Délerniirialion  cxccssivcnienl  simple  de  poiiils  qui  sont  les  sommets  de  trois 
télraèdres  desmi(|ues  et  d'où  peuvent  se  déduire  ainsi  directement  les  résultais 
dus  à  Slcpiianos,  Néronèse,  Hernies,  Schniier,  Heye,  etc. 
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[:t.\  mathkmatica. 

Tome  IV:  i«8î  i  '  ). 

fittag'LeJfler»  —  Sur  la  représcrilalion  analytique  des  fonctions 
monogènes  uniformes  d'une  variable  indépendante.  (1-79). 

C'est  le  Mémoire  <It'*(iiiitif  où  se  trouve  exposé,  avec  loute  l'ampleur  Hésirajile, 
Tensemble  des  recherehes  de  l'auleiir  sur  le  sujet  indiqué  par  le  ïitre,  et  qui 
ont  pour  point  de  départ  la  proposition  riassiquç  à  laquelle  le  nom  de 
M.  Mil  ta  g -Le  nier  restera  allaclié,  sur  la  représentation  d'une  fonction  uniforme 
dont  les  points  singuliers  (pôles  ou  points  singuliers  essentiels)  forment  un 
ensemble  admettant  le  point  x  pour  limite  unique  ('). 

La  démonstration  si  simple  de  cette  proposition,  démonstration  que 
M.  Mittag-Leffler  et  M.  Weierslrass  ont  trouvée  presque  simulUnémenl,  s'étend 
à  des  propositions  analogues,  mais  d'une  généralité  beaucoup  plus  élevée,  et 
l'on  voit  ainsi  combien  elle  est  dans  la  nature  des  clioses.  Il  y  a  plus,  ce  même 
mode  dedémonslration, comme  M.Appell  le  montre  dans  un  Mémoire  inséré  dans 
le  même  Recueil,  s'applique  à  une  généralisation  du  théorème  de  M.  Mittag- 
Lefflcr  qui  reganle,  non  plus  les  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe, 
mais  les  fonctions  de  trois  variables  réelles  qui  vérilicnl  l'équation 

r>'5        fy'3        (P-ç>  _ 
ô.r'  '^  ô\-      '  âP 

Le  théorème  qui  constitue  le  fnnd  du  Mémoire  peut,  diins  toutesa  généralité, 
Hre  énoncé  comme  il  suit  (^): 

SoitQ  un  ensemble  isolé  de  points  appartenant  au  domaine  d'une  variable 
'  à  variabilité  illimitée,  soit  Q'  l'ensemble  dérivé;  soient  r/,,  <i^,  ...,  r?^,  ...  les 
ïinls  de  Q  ;  À  chacun  «le  ces  points  ri^  on  associera  une  fonction 

/        .       '. 
( 


îj'(  — ^  ) 


résenléc  p;ir  une  'n'-vir  «le  la  forMn- 

_' -A .1 J     -  -U 

j:  -     <7,         (.r    -  ftj-  {j:        ttj" 

us  les  «rocniricnlv   \  ur  soient  pas  nnU.  con\crjïenle  enfin  quelle  que    soit 

eur  de »  et  d'ailleurs  arbitraire  :  il  existe  une  fonction  uniforme, 

(portant  partout  d'une  manière  rosulici*e,  sauf  aux  points  de  l'ensemble 
',  f  )rmé  par  la  réunion  des  doux  ensembles  Q  et  Q',  telle  enfin  que,  aux 


Builetin,  M,,  p.   •  '>7. 
Ballet  in,  \  ,.  p.   »  il. 
poiir  la   lerniinoiosie  de  M.  C.mlor.  Bulletin,  Vlll^.  p.   iti». 

'es  Sciences  mat  lie  ni.,  2'  série,  t.  XIII.  (Juin  1889.;  R.9 
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environs  do  a-,  sa  cllirricnco  aver  CJl |  soit   (iéveluppabi 

qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  a.. 

Si  du  champ  de  la  variable  on  supprime  Tensemble  de  points  Q  -h  Q",  il 
reste  un  ensemble  de  continua  (')  d'une  seule  pièce:  dans  chacun  d'eux^  la 
fonction  construite  par  M.  Mittag-I^elfler  est  une  même  fonction  monogène  et 
uniforme.  Si  l'ensemble  Q  +  Q'  est  la  limite  complète  d'un  tel  continttum,  celle 
fonction  est  régulière  pour  tout  point  situé  au  dedans  du  continuant  ;  elle  se 
comporte  comme  il  a  été  expliqué  <lans  le  voisinage  de  chaque  point  de  Q: 
enfin  tout  point  de  Q  !-  Q'  est,  pour  elle,  un  point  singulier. 

L'auteur  montre  au^si,  en  su()posant  encore  que  l'ensemble  Q  -^  Q*  limite 
entièrement  un  contiiiuujn  ~l.,  que.  si  l'on  désijLjne  par 

les  points  de  renscmble  isolé  Q  et  par 

i'     i'  **•♦     >•*   ••• 

des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  peut  con«;truire  une  fonction  régulière  en 
tout  point  de  -l^,  ne  s'aniiulant  on  aucun  point  de  -l.  et  pouvant  se  mettre  sous 
la  forme 

aux  environs  de  a/,  p(.7' —  a^,)  désigne  une  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x — a^.  Chaque  point  de  Q'  est  un  point  singu- 
lier essentiel  de  Q.  C'est  la  généralisation  d'une  proposition  fondamentale  due 
à  M.  Weierstrass. 

De  co<i  propositions  en  résultent  d'autres  qui  permettent,  une  fonction  mo- 
noiiène  unir(>rrne  étant  donnée,  de  c«»nsli  uiic  unt;  (•xpressit)n  analytique  qui  se 
comporte  régiiliércm«-nL  là  où  la  l'oriclioii  donnée  se  com[)orle  elle-même  régu- 
lièrement et  (|ui,  dans  le  voi>inage  d'un  nombre  infini  de  points  singuliers 
isolés.  re|)r«''scnle  relle-ri  an  deyré  d'approxiinulion  que  l'on  vent.  La  différence 
entre  les  den\  fonelions  a  ainsi  perdu  un  nombre  infini  de  pcunls  singuliers 
i>olés.  i)u  pourra  proeéder  sur  cette  difiérence  comme  sur  la  fonction  proposée: 
I  application  continuelle  de  ce  procédé  conduit  ainsi  à  des  fonctions  de  moins 
en  moins  compli(|uées  et  aboutit  toujours  à  une  lonclion  simple;  c'est  ce  que 
les  recherches  réceules  de  AL  Cantorel  de  M.  Bendigson  ont  permis  à  M,  Mittag- 
liClller  d'établir  entièrement. 

Mittn<i-Le iJlei'.    --    l)«'*inonslralioii    nouvelle    dti    lliéorènie    de 
La  lire  ri  L  (  8o-S(S  ). 

Les  reelierches  pri'cédcwnuent  analys("'es  avaient  pour  point  de  départ  le 
lliéorènie  du  <M»inman<lanl  Laurent  :  ce  théorème,  on  le  déduit  d'habitude  de 
la  théorie  de  Caurh\  sur  les  intégrales  à  variable  imaginaire.  Afin  de  n'avoir 
rien  à  (MMpnmter  à  cette  théori<\  M.   Mil  tag-I^effier  (binne  de  celte  proposition 


(')   l.e  mol  cont  inuiini  (••»!   pri^   dan-"  le  sen-»  «le  M.   \\  eierstr.is>  ;   voir  lluUctin. 

\,.  p.  r».). 
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capitale  une  drmonslration  nouvelle  (|ui  reste  dans  la  pure  doririne  de 
M.  Weierslrass. 

Herniite  et  Fuchs.  —  Sur  un  dcvcloppemrnl  on  IVaclion  continue. 

Soient   a,  fi  deux   exposants  dont  la   somme   psi  un  entier  A",  et  —  la  n^duite 

«l'ordre  n  du  développement  en  fraction  continue  de  (.r  —  o)'*^{.t — 6)P.  Les 
polyni^mes  A  et  B,  des  degrés  n  et  n  ;-  /.■  se  déterminent  sauf  un  facteur  con- 
stant en  posant 

Darboux  (G.).  —  Sur  ré(|uatlon  aux  dérivées  partielles  du  Iroi- 
siéme  ordre  des  systèmes  orthogonaux.  (ç)'a-ç)6). 

Formation    très    s(mf)lc    de    cette    c<iuation,  avec  un   système  quelconque  de 
variables,  en  partant  de  la  théorie  de  Lamé. 

Lagnerre.  —   Sur  (juel(|ues  points  de   la    théorie  des  équations 
numériques.  (97-1  'io ). 

Soit 

f{x)  ---  (i„x"-'-  «,j;"   ■--...-!-//„: 

posons,  eu  désignant  par  ^,  r,  deux  nombres  dont  le  premier  est  positif  ou  nul 
et  le  second  plus  ;;rand  qu«'  le  premier 


./'  —  I  xr^       , 


les  coeflicients  P  s'expriment  aisément  au  mo\eu  des  quantités  5,  t,  et  des 
coefficients  (7  et  l'on  a  la  proposition  suixanle,  dont  Tauteur  tire  de  nombreuses 
conséquences. 

ï-,e  nombre  de  racine>  de  ré(|ualiou  /"(j-)  .  »>,  comprises  entre  \  et  r,,  est  au 
plus  égal  au  nombre  de  varialion-i  du  polvuôme  s  (.r)  et  la  différenre,  s'il  y 
en  a  une,  est  un  nombre  pair. 

Voici,  dans  un  autre  ordre  didées,  unr  proposition  dont  l'auteur  montre  la 
fécondité. 

Soient  /.  un  nombre  i|uelcon(|ut'  et  a,.  2  ,  ...,  a  des  nombres  positifs  quel- 
conques ;  posons 

rt(.7;)  -:  e*'-(.r-'    a,  )  (.r       at.  ). . .( .r -h  a J  ; 
SI  ré(|uatioii 

//,  ■   ft.r'      . .  .  ■    ft  .r"*       o 

il  I  n 

a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  sera  de  même  de  l'équation 

^  «(o)  H-r7,H(i).r     -  r/_«(  »).r-   ,...»- ^„«(a7  )./7"-     o 

en  supposant  que  n  au;;mente  indétinimcut,  on  a  des  conclusions  relatives  aux 
fonctions  de  genre  zéro  ou  «le  «:enre  un. 


V 
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Bjerknes,  —  Kecherches  hjdroclvnaïuiqiies.  Premier  Méiiioire. 
Les  équations  li^drodj^namiqnes  et  les  relations  supplémen- 
taires. (121-170). 

Il  résulte  des  recherches  de  l'auleur  qu'on  peul,  au  moyen  de  vibrations  de 
corps  plongés  dans  un  fluide,  imiter  les  phénomènes  fondamentaux  du  magné- 
tisme. C'est  la  théorie  mathématique  de  ses  recherches,  déjà  publiée  antérieu- 
rement en  partie,  que  Tauteur  a  Tintenlion  de  donner,  avec  les  développements 
qu'elle  comporte. 

Dans  les  comparaisons  de  cette  nature   se   manifeste  une  particularité  tré;» 
caractéristique  :  les  phénomènes  hydrodynamiques  qui  correspondent  aux  phé- 
nomènes d'influence  présentent,  vis-à-vis  de  ca^^  phénomènes  de  la  nature,  une 
analogie  directe;  ceux,  au    contraire,  qui   répondent  aux  actions  pondéromo- 
trices  présentent  une  analogie  inverse.  M.  Bjerknes  se  demande  si  Ton  obtien- 
drait des  résultats  analogues  en  substituant  au  fluide  incompressible  un  fluide 
élastique  et  il  arrive  en  effet  à  montrer  qu'il  en  serait  ainsi,  entre  des  limites 
suffisamment  restreintes,  en  sorte  que  c'est  en  dehors  de  ces  limites  qu'il  fau- 
drait  poursuivre   les   recherches  de  ce   penre  pour  arriver  à  des  phénomènes 
coïncidant,  sans  traces  d'inversion,  avec  ceux  des  grandes  forces  de  la  nature, 
en  supposant  que  ces  phénomènes  puissent  être  trouvés  par  cette  voie. 

Voici  les  titres  des  subdivisions  de  son  Mémoire  : 

I.  Les  équations  hydrodynamiques  et  les  relations  empiriques  ou  supplémen- 
taires. 

II.  Variation  d'une  vibration  uniforme  à  une  autre,  et  changement  des  coef- 
licients  dans  la  relation  empirique. 

III.  Vibrations  variées.  Changement  du  car^iclère  de  la  relation  empirique. 

IV.  Vibrations  uniformément  variées. 

V.  Suite  sur  les  vibrations  variées.  Petites  vitesses  et  seconde  approximation. 

VI.  Hcpréscnlation  hydrodynamique  de  la  pression.  Pressions  partielles. 
Vil.  Superpositions  de  potentiels.  Cas  simplifiants.  Conclusion. 

Sonine.  —  Sur  la  généralisation  d'une  formule  d'Ahel.  (171-176)- 
Soient  p.  q  deux  nombres  positifs  dont  la  somme  est  é^ale  à  un  ;  soit 

9(.>')  --  '   •-  Cx}'  -r-r.,)'-'-r  ... 


une  série  qucifontiiie,  et  soit 


si  l'on  po>c 


in  =  y. 

t 


^d    II  (  'n    —    /f  ) 
III         I 


Il      (" 
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on  aura 

Matthiessen  (L.),  —  Recherches  sur  les  positions  mutuelles  et 
relatives  à  un  ravon  principal  des  lignes  focales  d'un  faisceau 
de  ravon  infiniment  mince.  (177-192). 

Pour  délcrminer  coinpicleincnl  la  situalion  des  deux  directrices  d'un  faisceau 
quelconque  de  rayons,  ii  faut  connaître  au  moins  quatre  rayons;  les  autres 
rayons,  pour  appartenir  aux  mômes  directrices,  doivent  satisfaire  à  certaines 
conditions. 

Ilerniite  et  Lipschilz,  —  Sur  Tusage  des  produits  infinis  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  (iç)3-i()6). 

Sur  l'emploi  des  produits 

A  -  (1  -h  <7')f  I  -h  ^')(i-l-  </•)• .., 

Cr=    (14-7)    (l-h7')(l-f-7*)..., 

liées  par  la  relation  identique 

ABC  :-  I, 

qui  permettent  d'écrire  plus  simplement  diverses  formules  des  Fundanienta. 
Coursât,  —  Démonstration  du  théorème  de  Cauchy.  (i97-'«oo). 

Démonstration  très  simple  du  théorème  fondamental  relatif  à  l'intégration  le 

long  d'un  contour  fermé,  faite  en  décomposant  l'aire  limitée  par  ce  contour  en 

|>eiits  carres,  et  reposant  uniquement  sur  la  définition  de  la  dérivée  et  sur  ce 

fait  que  les   intégrales  f  dZy  fzdz,  prises    le    long   d'un  contour  fermé,  sont 

viulles. 

"^^^fncarc,  —  Sur  les  groupes  des  é(|uations  linéaires.  (-aoi-IU'i). 

L'auteur  résume,  romme  il  suit,  les  principaux  résultats  de  cet  important  tra- 
il. 

«  Dans  ce  Mémoire,  après  avoir  montré  à  calculer  les  paramètres  du  groupe 
one  équation  linéaire  donnée,  j'ai  exposé  quelques  propriétés  de  ces  para- 
êtres  considérés  comme  fonctions  des  coefficients  de  cette  équation  uu  inver- 
ment  de  ces  coefficients  regardés  nomme  fonctions  des  paramètres  du  groupe. 
»  J'ai  abordé  ensuite  un  autre  problème.  Considérons  une  équation  de  la  forme 


•  Va  Ml  A 
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où  -f  et  6  soMl  ralioiiiit'ls  en  x  cl  y.  Je  suppose  que  lu  iTlalioii  (  i»  »  est  donnf*e 
iiin^i  que  les  points  singuliers  de  Téquation  (i)  cl  réqualion  déteriiiinanle  re- 
lative à  cliacuu  d'eux,  mais  que  tous  les  autres  coefficients  de  réqualion  (i; 
restent  arbitraires.  Je  suppose  de  plus  que  la  difFérciice  des  racines  de  chaque 
équation  déterminante  e<t  nulle  ou  est  une  partie  aliquote  de  l'unité.  J'appelle 
z  le  rapport  des  inléi;rales  et  je  considère  a:  comme  fonction  de  z. 

M  J'ai  montre  qu'on  peut  disposer  d'une  manière  et  d'une  seule  de  ces  coeffi- 
cients restés  arbitraires,  de  telle  façon  que  x  soit  fonction  fuclisienue  de  z, 
n'existant  (ju'à  l'intérieurd'un  rercle,  et  j'ai  fait  voir  comment  il  fallait  diriger 
le  calcul  des  coeflicients. 

»  Ou  peut  disposer  (le  ces  uiémes  vodUivieuls  d'une  injinité  de  manières,  ik 
telle  façon  que  x  soit  fonction  kleincenne  de  z  n  existant  pas  dans  tout  te  plan. 
Knlin  on  peut  encore  disposer  de  ces  coeflirienls  f/'M/i«?  manière  et  tf  une  seule. 
de  telle  sorte  que  x  soit  fonction  fuchsiennc  ou  kleinéenne  de  -  existant  dans 
toute  l'étendue  du  plan.  Ce  dernier  point  n'a  pas  été  démontré.  Il  faudrait, 
pour  le  faire  appliquer,  la  méthode  de  continuité. 

»»  Considérons  maintenant  une  fonction  linéaire  quelconque 

d'"  y       „       di'r 

dx"*  '  '  dxf  -^ 

les  9  et  O  étant  rulioniiels   en  x  et  r.  Soient  k\,  i\,  ....  t',„  les  intégrales  de 
celle  équalion.  On  peut  trouver  une  variable  5,  de  telle  façon  que  5  soit  le  rap- 
port des  intégrales  d'une  é(|uation  du  second  ordre  à  coefficienls  rationnels  en 
X  cly  et  (|ue  v,,  t'^,  ....  v,,,  ainsi  que  x  et  >',  soient  des  fonctions  uniforine> 
de  z.  H  peut  arriver  d'ailleurs  (|ue  ./•,  considéré  comme  fonction  de  5,  soit  ou 
une  fonction  rationnelle,  ou  une  foncli(Ui  doublement  périodique,  ou  une  fonc- 
tion fuchsiennc  n'existant  (lu'à  l'inlérirur  d'un  cercle,  ou    une    fonction  kl^*' 
iiécnn<î    n'exislanl    pas    dans    lonL    le   plati,   «m  cnlin    une    fimclion    fuchsic***^*^ 
•  Ml  kloméeniie  exislunl  dans  tout  !«*   plan.  Nous   laisserons   de  côté   ce  dero»*^ 

«il  s. 

»   Murs,  ce  dernier  cas  étant  laissé  de  «ùié,  du  pourra   choisir  cette  \ar'*' 

z  d'une  inlinilé  de  manières  en  salislaisant  à  louiez  les  <'on<lilions  donnée»  P 

«-  Ic . 
haut.  J'appelle  z,.  z,,  ...,  s„,  ...   les  dilVérenles  variables  obtenues  de  la  ^^ 

.  *  '  2ft  P* 

Mais,  parmi  toutes  ces  variables,  on  peut  en  choisir  une  et  une  seule  que  3 

pelle  ;:,,  et  (jui  est  plus  simple  «jue  toutes  autres.  Eu  général,  x  sera  une  ^*^  , 

lion  fuchsienne  de  z  (n'existant  (ju'à  l'iDlérieur  d'un  cercle),  mais  danscet'l^* 

cas   particuliers  elle  pourra  ou  être   une  fonction    rationnelle    <»u    dt>uhle'**     «... 

fiériudiqiie.  Dans  tous  les  cas,  r,  sera   fonction  uniUMfiie    «les    autres  varii*         ^^^ 

z^t  ...,  c,,,  ...,  ce  (jui  explicpie  pour(|uoi  x,  y  et  les  y,  (|iii  sont  unirornir^^ 

r,,  sont  aussi  uniformes  en  z^,  z ^„ .|. 

»  Ainsi  nous  pouvons  exprimer  les  inlégrahîs  d'une  équaticm  linéaire  à  i'* 

lieients  algébriques  j)ar  des  fonctions  uniformes  d'une  variable  z.  •» 

^il 
Ippcll.  —  Sur  les  fondions  de  trois  variables  r(*elles  salisTais^" 

à  réqualion  diHérenfielIc  A\   r-  o.  (^'S\\\-\\-'\  ). 

'  #  '' 
l/objel  essentiel  du  travail  <le   M.    \ppeil   est   l'étude  <le^    fonctions   >ali-'^     j, 

sani  à  l'equalion  A\  —m  qui   ne  cessent  d'être  (inies  cl  <'ontinue^  (pren  cert<^  ' 

points  is(dés  le>  uns  «les  aulio. 

Il  inlrojlnit   tout  d.dMud.  comme  MM.  Thomson  et  Idlt.  les  Innciinn^  cntit.*^ 
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\\(jr,  y,  z)  à  j/i  H-  I  constantes  arbitraires  (n  étant  enlier  vt  positif),  qui  v«»- 
rifïent  celle  équation,  et  les  fonctions  à  indices  négatifs 


où  r  =  v^'^'-h  ^'H-  z*. 
Les  séries  de  la  forme 


v.+  v,+  v,  +  . 


sont  convergentes  dans  l'intérieur  d'une  spliérc  dont  le  centre  est  à  l'origine; 
les  séries  de  la  forme 


^,  V„(x,  y,  z) 


'-  «e 


convergent  dans  l'espace  compris  entre  deux  telles  sphères.  Héciproquement  les 
fonctions  F  continues  admettant  des  dérivées  premières  et  secondes  et  vérifiant 
réquation  de  Laplace  sont  développa  blés  en  «séries  d'une  espèce  ou  de  l'autre 
suivant  que  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées  à  l'inlérieur  d'une  sphère 
ou  entre  deux  sphères. 

On  acquiert,  dès  lors,  faciU*ment  la  notion  dune  fonction  !•'  régulière  en  un 
point  de  l'espace.  Une  fonction  F  uniforme  et  vérifiant  l'équation  AF  —  o 
admet  un  pcMe  en  un  point  a,  b,  Cy  si  elle  devient  régulière  quand  on  en  re- 
tranche une  expression  de  la  forme 

V_,  {x  —  a,  y  —  0,  z  —  v) 

4-  V_,(j;  —  a,  y  —  ùy  z  —  c)  -h. .  .-h  V._„(.r  —  a,  y      hy  z  —  c). 

Le  pôle  est  d'ordre  n  et,  si  l'on  a 

\{x  -a)'-^{y    -by-f{z-  cy 

X  est  le  résidu.  On  parvient  dt*  même  à  la  notion  de  point  singulier  essentiel. 
Des  considérations  analogues  se  rapportent  au  point  x.  L'analogie  avec  les  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  est  manifeste  et  se  poursuit  très  loin,  jusqu'à 
fournir  une  extension  du  théorème  de  M.  Mittag-Lcfllcr.  Le  théorème  de  Green 
fournit  ensuite  des  propositions  analogues  à  celles  que  l'on  déduit  du  théorème 
de  Cauchy.  L'auteur  parvient  enfin  à  des  développements  en  série  qui  sont 
exactement  le  pendant  de  ces  développements  en  série  d'une  fonction  d'une 
variable  imaginaire  holomorphe  à  l'extérieur  de  deux  cercles  qu'il  a  étudiés 
dans  le  t.  XI  du  lUittetin  de  la  Société  Afathémaliquc  de  France  ('). 
•  Dans  une  deuxième  Partie  de  s<wi  Mémoire,  M.  Appell  étudie  les  fonctions 
de  Xy  y^  z  vérifiant  l'équalicui  AI**  --  o  cl  qui  possèdent  trois  groupes  de  pé- 
riodes indépendantes,  (.os  fondions,  qui  reprennent  les  mêmes  valeurs  aux 
feints  homologues  d'un  ré^^au  de  parallélépipèdes,  sont  l'analogue  de  la  partie 
réelle  d'uue  fonction  doublement  périodique  d'une  variable  imaginaire.  Ainsi 
une  telle  fon«lion,  qui  «^^l  r«''uuiièr^'  en  tous  les  points  d  un  parallélépipède  élé- 


(*)  Voir  Bulletin,  I\  ,  p.  7 


N 


loo  SECONDE  PAITlv:* 

iiicnlaire.  est  une  coiislanlc.  A  rinlcricur  d'un  paralléicpipède  éléinenUire  U 
somme  des  résidus  esl  nulle.  M.  Appell  forme  une  fonction  simple  qui  joue  dans 
su  théorie  le  même  rùle  que  la  fonction  Z(m)  dans  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques,  telle  ({ue  Texpose  M.  Hermite,  à  Taide  de  laquelle 
s'expriment  les  autres  fonctions,  et  qui  jouit  d'une  série  de  propriétés  intéres- 
santes. Le  cas  on  il  y  a  des  points  singuliers  essentiels  complète  l'analogif 
avec  les  fonctirtns  doublement  périodiques. 

Scheejfei\  —  Drmonstralion  du  théorème  de  Laurent.  (SyS-SSo). 

Démonstration  indépendante  de  rinlégralc  de  Caucliy. 

(^antor.  —   Ue   la  puissance    des  ensembles  parfaits  de  points. 

(38i-.*^f)'2). 

l)émr>nstratiou  dans  le  ras  d'un  ensemble  linéaire  de  cette  proposition  :  Les 
ctisenibles  parfaits  de  points  ont  tous  la  même  puissance,  à  savoir  la   puissance  . 
du  continu.  La  démonstration  conduit  à  la  considération  de  fonctions  continues 
inléressantes. 

DéHnitioii    du    vr)luiiic  ou  de  la  grandeur   se    rapportant   à  tout  ensemble  P 
situé  dans  un  espace  plan  à  n  dimensions. 

Koivalei'sA'i  (S.),  —  Sur  la  réduction  aux  intégrales  eliipti(|iies 
d'une  classe  déterminée  d'intégrales  abéliennes  du  troisième 
rang. 

Le  Mémoire  de  M*'  Kowalcvski  débute  par  une  introduction  où,  après 
avoir  rappelé  le  théorème  fondamental  d'Aboi  sur  la  réduction  d'une  intégrale 
à  des  fonctions  algébriques,  logarillimi(|ucs  et  cllipli(|ues,  elle  déduit,  d'après 
M.  Weicrstrass,  la  si>lutir)n  sous  forme  Iransecndanlc  de  celle  question  :  Sup- 
posant c|u'il  y  ail  entre  les  variables  j',  >'  une  équalion  algébrique  de  genre  o. 
et  désignant  par  //,,  ii^,  ...,  if^  les  p  inlégrales  abéliennes  de  première  espèce 
linéairement  iiidépcndaiiles,  (juciie  propriété  particulière  doit  avoir  l'équation 
entre  x  et  )•  pour  qu'on  puisse  (b'-lenuiner  les  eoiislanlcs  e,,  t\,  ....  c,  de  façon 
que  l'intégrale  de  première  espèce 


u    '■■   C^H^     -  C,  U  ^     :    .  .  .  —  C,  ff. 


< 


puisse  se  ramener  à  une  iulè;,'ralc  cllipli(|ui 

/ 


et  cela,  <h;  telle  manière  que  v  et  A(.v)  s'expriment  ralionjnellcinent  en  x  et  r? 
l>e  eelte  soliilion.  ■{(•jà  eoiinunni«jii»-e  par  M.  Kirnigsbei'per  dans  le  cas  de 
0  J  ('),  n'»sulle  une  méthode  pour  aborder  le  problème  algébrique,  au  moiu> 
daii'*  de-i  eas  particuliers,  et  r'e«il  ee  iju'a  fait   M.  Kœnigsberger  (lan<  le  M«Mnoire 


(')  (,'chrr  <l{r    Trdiwfnriimùnn    ilrfi  Z\vrilni   i'.rndrs  /Hr   ilir     {hrl'srhc  Fiinc- 
Uonrn  firr  rrstm  Ordnuw^ .  i  ('irllc,  I.  (i7,  p.  -i  ». 


lEVUE.imiS  PUBLICATIONS.  101 

qu'on  vient  de  citer.  Toutefois,  M"*  Kowalev»ki  abandonne  celle  voie  pour  le 
problème  qu'elle  a  eu  en  vue  : 

Trouver  les  relations  algébriques  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d'une  équation  algébrique  du  troisiènnc  genre  entrer;  et  y  pour  que,  parmi  les 
intégrales  /F(a:,  y^  dx^  où  V  est  une  fonction  rationnelle  en  x,  y,  il  s'en 
trouve  une  qui  puisse  se  ramener  aux  intégrales  elliptiques  par  une  transfor- 
mation du  second  degré. 

La  solution  à  laquelle  elle  parvient,  et  qui  est  encore  fondée  sur  divers 
théorèmes  dus  à  M.  VVeierstrass,  conduit  au  théorème  très  élégant  que  voici  : 

<  Si  y  est  une  fonction  algébrique  de  x  du  troisième  genre,  on  peut  transformer 
d'une  infinité  de  manières  Téquation  entre  x  et  y  en  une  équation  homogène 
du  quatrième  degré  F  -^  o  entre  les  quantités  \,,  X,,  \,  qui  sont  rationnelles 
en  X  et  y^  et  cela  de  telle  façon  que  les  coefficients  de  cette  équation  ainsi  que 
ceux  qui  figurent  dans  les  expressions  X^,  X,,  X,  soient  exprimes  rationnelle- 
ment au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  donnée.  L'équation  F  =  o  est  ir- 
réductible (sauf  un  cas  particulier  examiné  par  l'auteur)  et  représente  une 
courbe  du  quatrième  degré  sans  points  doubles. 

»  Pour  que,  parmi  les  intégrales  abéliennes  relatives  à  y^  il  en  existe  une  qui 
puisse  se  ramener  à  une  intégrale  elliptique  par  une  transformation  du  second 
ordre,  il  faut  et  il  suffit  que  quatre  tangentes  doubles  correspondantes  de  celte 
courbe  se  coupent  en  un  même  point.  Par  le  mot  correspondantet  on  entend 
que  les  huit  points  de  contact  appartiennent  à  une  même  conique.  » 

Zeiler  (C).  —  Sur  la  formule  récurrente  d'Euler  relative  aux 
sommes  de  diviseurs.  (4 1 5-4 16). 

Tome  V,  1884. 
Afalmstcn,  —  Sur  la  formule 

hu„  =  AMj. A//  r  H lu  j. -—  A//'*  H- 

'}.  J .  2  1.2.3.4       -^ 

(i-4(i)- 

C'est  la  réimpression,  avec  un  certain  nombre  de  corrections  nécessaires,  du 
beau  Mémoire  de  Malmsten  sur  la  formule  sommatoire  d'Euler-Maclaurin,  qui 
avait  été  publié  pour  la  première  fois  dans  le  tome  XXXV  du  Journal  de 
Crelle. 

Scheeff'er.  —  Recherches  générales  sur  la  rectification  des  courbes. 

(49-82). 

Le  concept  de  longueur  d'une  courbe 

y  ----/(.r) 


n'implique  pas  que  l'intcgralf 


*-      .»•«! 


;iil  un  >eiis.  ni  iiu'iiu'  rt'xislcure  de  la  dérivée  y  (jt). 
Parlagcdii^   riiitci  Niillr  ./-,,  ./-,  m   intervalles  plus  petits,  en  ar* 
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insérant  enln»  .r.,  .r,  des  nombres  croissants;  à  ces  nombres  correspondent  ile> 

points  sur  la  courbe.  Ces  points  se  suivent  «lans  un  ordre  déterminé;  joignons- 
les  par  une  ligne  brisée  dont  le  premier  clément  joint  le  premier  point  au  se- 
c<uid,  dont  le  second  joint  le  second  point  au  troisième,  etc.;  soit  L,  la  lon- 
gueur de  cette  ligne  brisée.  Répétons  les  mêmes  opérations  pour  chaque  nouvel 
intervalle  partiel,  et  soit  L,  la  somme  des  longueurs  des  lignes  brisées  que  l'on 
obtient  ainsi;  Tensemble  de  ces  lignes  brisées  constitue  une  ligne  brifiée  qui 
part  du  point  (x,,,  y,,)  pour  aboutir  au  point  (x,,  i,);  eic. 
On  f(»rmera  ainsi  une  suite  de  longueurs 

I  '         j^     •  •  •  1     *'n*     •  •  * 

qui  vont  manifestement  en  croissant  ;  si,  lors<|ue  n  augmente  indéfiniment,  avec 
celle  seule  concliticni  que  les  intervalles  partiels  décroissent  indéGniment,  L, 
lend  vers  une  limile:  celle  limite  sera  In  longueur  <le  la  courbe  entre  le  point 
{J',,,rj  et  le  point  (.r„  v,). 

M.  Scheeffer  montre  <|uc,  la  fonction  y(j7)  étant  supposée  univoque  et  con- 
tinue entre  x„  et  .r,,  celle  limile  existe,  <lès  que,  pour  un  mode  spécial  de  dé- 
composition des  intervalles,  il  est  prouvé  que  les  longueurs  L^  restent  toujour* 
yu-dessous  d'un  nombre  fixe;  on  retrouvera  alors  la  même  limite  pour  tout 
autre  mode  de  déciunposilion. 

Si  la  fonction /(jr)  est  univo«|ue  et  disconlinue.  les  conditions  suivantes  sont 
nécessaires  pour  l'existence  de  la  limite:  i"  pour  toute  valeur  .t  appartcnantà 
l'intervalle  x.„  j:,  les  ({uanlités  limites  /(x-i  (>),/( x—o)  doivent  exister; 
*"  /{x)  doit  être  compris  entre  ces  deux  limites  ou  être  égaK  à  l'une  d'elles; 
S"  La  sJMiime  des  valeurs  absolues  des  diiïérences  f{x-\-o)  —  /{x  —  o)  doit 
être  finie.  Inversement,  ces  conditions  étanl  vérifiées,  la  limile  existe,  pourvu 
que  les  longueurs  L„  restent  inférieures  à  un  nombre  fixe.  M.  ScheefTer  trans- 
forme ensuite  cette  proposition  de  diverses  manières,  en  faisant  notamment 
intervenir  la  notion  des  quatre  fonctions  dérivées  d'une  fonction  discontinue:  il 
donne  on  outre  quelques  exemples  intéressants. 

A/r)'.    —  (  hirl([ii('s  nombres  potir  les  surfaces  coniques.  (83-qH). 

(^•s  n«)ml)ies  se  riipporteni  ,"i  \.i  >nrfin'e,  ou  it  la  ligne,  engondr«M'  par  un  conr 

qui   \)H«r    p;ir 

//  (  //  -i-    »  )  Il  l  n        .\  ) 

I  <MI         -  —        -  -'-     ' 

f  » 

pointai  li\('s:  riinleuf  donne  ;Mi>si   \v  noniine  rie  rônrs  (]ui  f)ass«'nt  [)ar 

n  {  n       .\  1 

i 

point  (i\«'^. 

(jiof/rsfff.  -    Sut*  uiK»  cliisse  (Tinléj^i'ales  dotihles.  (()~-ij'0). 

O  (liniiil   r.iil   suite  au   Mi-nioire  du  nirnie  .niLiMir  in»;rré  dans  le  tome  II  (if* 
.Icfff    ('):    (»n    s'y     occupe    spe<i,deinenl     d'inl«'';;r;de«i     <louble>i     <iiinaléeN    par 


('  )  \  oii    /mltrtin.  \  III,,  p.i.') 
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..M.  Herinile;  mais  auparavant   Tauteur  rappelle  el  généralise  la  mélliode  qu'il 
avait  exposée  pour  les  intégrales  simples;  dans  cet  ordre  d'idées  il  ajoute  quel- 
ques résultats  importants  à  ceux  qu'il  avait  déjà  obtenus. 
M.  Goursat  s'occupe  ensuite  des  intégrales 


où  F  et  G  sont  des  fonctions  entières  de  x,  u,  t,  où  n  est  un  entier  positif  et 
où  les  intégrations  sont  effectuées  suivant  des  lignes  droites.  *P{x)  offre  un 
sens  bien  déterminé,  sauf  pour  les  valeurs  de  x  «jue  l'on  obtient  en  faisant  va- 
rier u  de  u^  à  M,  et  f  de  /,  à  t^  suivant  des  lignes  droites  dans  ré(|uation 

G  (.r,  M,  /  )  =  o. 

L'ensemble  de  ces  valeurs  de  x  recouvre  en  général  une  certaine  portion  K 
du  plan,  dans  laquelle  l'intégrale  double  ne  définit  pas  la  fonction  ^{x).  Mais 
»et  espace  K  n'est  point  un  espace  lacunaire  au  sens  de  M.  Weierstrass;  la 
fonction  «l»(  r)  peut  être  continuée  analytiquemenl  au  dedans  de  <l»(j:),  de 
façon  à  atteindre  tous  les  points,  sauf  des  points  isolés. 

L'auteur  étudie  spécialement  le  cas  où,  u  et  /  variant  entre  les  limites  indi- 
quées, une  d<*s  valeurs  de  //  déduite  de  l'équation 

(i)  G( -r,  1/,  0  —  '» 

vient  ccuncidcr  une  f4>is  et  une  seule  fois  avec  cliacun  des  points  à  l'intérieur 
d'une  portion  du  plan  simplement  connexe  I^.  Alors,  en  prenant  un  contour  G, 
suffisamment  rapproché  de  la  limite  de  K,  toutes  les  autres  valeurs  de  Xj 
déduites  de  l'équation  (i),  sont  figurées  par  des  points- à  l'extérieur  de  C.  Le 
symbole  *P{x)  définit  alors  une  fonction  holomorphe  de  x  entre  la  limite 
de  E  et  le  contour  C. 

Cet  espace  K  peut  être  envisagé  comme  une  espèce  de  quadrilatère  curviligne. 
Si,  «lans  l'équation  (i),  on  attribue  à  /  la  valeur  l^  et  qu'on  fasse  varier  u  de 
u^  à  a,,  la  valeur  correspondante  de  x,  comprise  à  l'intérieur  de  C,  décrit  un 
certain  arc  de  courbe  T„:  soient  T,,  l)„.  l',  les  trois  arcs  de  courbes  engendrés 
d'une  manière  analogue  :  deux  arcs  désignés  par  deux  lettres  différentes  ont 
toujours  une  extrémité  commune;  deux  arcs  désignés  par  une  même  lettre 
n'ont  pas  de  point  commun.  Ges  arcs  forment  les  côtés  d'un  quadrilatère  cur- 
viligne convexe.  C'est  la  limite  de  K.  M.  (joursat  montre  comment  la  fonction  <t>, 
peut  être  continuée  à  l'intérieur  de  ce  quadrilatère,  dont  les  sommets  sont 
les  seuls  points  critiques  «le  la  fonction  «l»,  à  l'intérieur  de  C.  Lorsque  le  point 
X  pénètre  dans  le  quadrilatère  pour  revenir  au  point  de  départ,  la  fonction 
<l»  augmente  d'une  quantité  que  M.  Goursat  apprend  à  calculer  suivant  les  c«Hés 
du  quadrilatère  que  le  chemin  traverse.  Les  résultats  se  simplifient  notable- 
ment dans  le  cas  où  //  =  i.  Divers  exemples  permettent  «le  vérifier  la  théorie 
générale. 

Kn  terminant,  M.   G«)urs;il  e(»n>id«re  riiitégniie 

Hit    I    /{u    '■-  t  —  x)(ll, 

11.  K.  rr 


ou 


'  /^  '  P: 
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est  une   fraction    ralionuclU»  ù  pôles  simples.  Il  montre   qu'on  peut  diviser  le 
plan  en  n  -^  i  parties  dans  chacune  desquelles  la   fonction  est  une  constante:, 
c'est  Tanalopue  d'un  résultat  bien  connu,  développé  par  M.  Hermile. 

Picard  (/s\  ).  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  indéfinies 
à  indéterminées  conjuguées  el  stir  les  fonctions  hvperfuchsjennes 
correspondantes.  (121-182). 

Ce  travail  fait  suite  au  Mémoire  inséré  dans  le  tome  I  des  Acta,  où  fauteur 
a  montré  comment  les  formes  quadratiques  ternaires  à  indéterminées  conju- 
guées et  à  coefficients  entiers  pouvaient  conduire  à  une  classe  étendue  de  groupes 
discontinus  de  substitutions  linéaires  pour  le  cas  de  deux  variables;  dans  ce 
même  Mémoire,  il  avait  montré  que  l'on  peut  former  des  fonctions  de  dcuv 
variables  indépendantes  qui  ne  changent  point  quand  on  effectue  sur  les  va- 
riables une  substitution  quelconque  du  groupe.  Ce  sont  ces  fonctions  qu'il  dé- 
signe sous  le  nom  d' hyper fuchsiennes.  L'existence  seule  de  ces  fonctions, 
toutefois,  avait  été  établie  :  c'est  à  leur  étude  »iu'est  consacré  le  présent  Mé- 
moire. 

Il  est  divisé  en  quatre  Parties.  La  première  contient  l'étude  des  forme-^  qua- 
dratiques ternaires  à  indéterminées  conjuguées 

F  -   axx^-\-  a'yy^-h  u" zz^~^  byz^  -i-  b^y^z  -r-  b  zx^-\   b'f^xz^,  i   f^'-^y^  r-  fto.VJ".» 

oiia^a^a"  sont  réels,  où,  ft„,  6,,,  b^  sont  les  quantités  conjuguées  de  b^  b\  b', 
où  enfin  x^^y  y^^  z^  sont  des  variables  conjuguées  des  variables  x^  v,  z.  Celte 
étude  fait  suite  au  Mémoire  de  Tauteur  inséré  dans  les  Annales  scientifiques 
de  V École  Normale  supérieure  (i88'|). 

Une  telle  forme  peut,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  être  ramené  à  l'un 
des  types 

l'auteur  suppose  dans  la  suite  qu'elle  est  à  corflicienls  enlicrs  el   appartient  au 

type 

////     -  w,, —  »\'u"... 

où  Uf  \\  w  sont  des  expressions  linéaires  en  x  cl  indépendaulos 

//       a.r    -     H  V    -    r  ^. 


U'  :       %    J-  -r-  ^  y  -  -  Y    Z. 

M.  Picard  introduit,  «l'apris  MM.  Korkinc.  et  /ololarelf  (Mathematische 
Annalen,  t.  NI),  la  notion  de  forme  définie  n'duilc  :  une  forme  ternaire  définie 
à  cocflicienls  quelconques  peut  toujours,  par  une  substitution  linéaire  à  coeffi- 
cients entiers  el  de  déterminant  é^nl  à  un,  être  transformée  en  une  forme 
é(|uivalente  ayant  pour  expression 

(i)        ;i,  norme  (.r -i- s,,  )' -!- 2,jC  )    -  a    norme  (y    -  z_,z  )  —  [x,  uariut'z, 

«Ml  ;/,.  ;j.  ,  \L    sont  «1rs  iiombrcs  positifs  satisfaisant  aux  (Nuiditions 

I  I 

'X~'l,  '1  -    'J.   . 
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et  où  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i,  dans  6„,  e„,  6„  ne  surpassent 
pas  -  en  valeur  absolue.  La  forme  (2),  sous  ces  conditions,  est  réduite;  ceci 
posé,  à  la  forme  indéfinie  F  l'auteur  associe  la  forme  définie 

<|.=  UU„-h  VV, -hVVVV„, 

U  =  Mm  -h  Pv    -+-  Kw, 

V  =  Ml/ -+- P'V  ^-R'w, 

W  =  M'a-t-P^V-t-R^w 

sont  des  fonctions  linéaires  en  w,  v,  tv,  telles  que  l'on  ait  identiquement 

UU,-I- VV,-  WW,=  ui/,-4-  Wo-ivw„; 

en   raison    des  relations   qui  existent   entre   les  coefficients   M,  ...,  R' et  les 
quantités  conjuguées  M^,,  ...,  Hq,  la  forme  <t>  peut  s'écrire 

4»  =  -  F  (  M"  m;  -h  p"  p;  -  ir  h;  ) 

-haCM-'i/H-  P''v-h  R'iv)(M;M„-hP>,-hR'ivJ, 
ou 

M*  m;  -h  p"  p;  -  R"  r;  =  - 1 . 

La  forme  indéfinie  F  est  réduite  si,  pour  certaines  valeurs  de  M",  P',  R",  la 
forme  correspondante  <t>  est  elle-même  réduite.  M.  Picard  établit  tout  d'abord 
cette  proposition  fondamentale  :  le  nombre  des  formes  réduites  arithmétique- 
ment  équivalentes  à  une  forme  donnée  est  fini. 

Ceci  posé,  on  peut  manifestement  substituer  à  la  forme  <l>  la  forme,  qui  sera 
désignée  sous  le  même  nom, 

—  (MM„4-  i'i'o— cvwJ(Uo^  Vi.-  0  -+-2  norme  (M^-+-  vr,  -\- w), 
où  \,  T,  vérifient  la  condition 

M.  Picard  désigne  sous  le  nom  de  point  l'ensemble  des  deux  nombres  (Ç,  t,  ); 
l'ensemble  des  points  qui  satisfont  à  Tiné^alité  précédente  constitue  le  domaine 
S;  l'cnsemb'e  des  points  (Ç,  tJ  pour  lesquc's  *  est  réduite  est  un  domaine  D, 
qui  n'a  au  plus  qu'un  point  commun  avec  la  limite  de  S.  Ce  point  n'existe 
qae  pour  les  réduites  dans  lesquelles  a  et  b'  sont  nuls.  D'ailleurs  il  existe  tou- 
jours, une  forme  indéfinie  étant  donnée,  des  réduites  qui  lui  sont  équivalentes 
et  dans  lesquelles  a  et  b"  sont  nuls;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que,  contraire- 
ment à  ce  qui  arrive  dans  les  formes  ternaires  réelles,  zéro  peut  être  représenté 
par  toute  forme  indéfinie  à  indéterminées  conjuguées. 

Admettons  maintenant  qu'on  parte  d'une  forme  indéfinie  réduite  F;  la  forme 
définie <l>  sera  réduite  pour  les  points  \,  r,  du  domaine  D;  si  l'on  fait  mouvoir 
le  point  (^,  T\)  de  manière  à  le  faire  sortir  de  ce  domaine,  on  devra,  suivant  les 
circonstances  de  la  variation  de  ce  point,  employer  certaines  substitutions 
pour  réduire  la  forme  de  nouveau,  ce  qui  donne,  en  employant  la  totalité  des 
sabsti tu tions  propres  à  réduire  de  nouveau  4»,  certaines  réduites  adjacentes  à  la 

réduite   F,  auxquelles   correspondent   des  domaines  1)',   D", On  conti.nue 

ainsi   à   effectuer  la    réduction   continuelle   de  la  forme  *l»  jusqu'à  ce  qu'on  ne 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XIII.  (Juillet  iSSç).)  H.  10 
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trouve  plus  de  nouvelles  réduilcs,  ce  i\m  arrivera  néce^sairenienl,  puisque  le 
nombre  des  réduites  est  iiinilé.  Soil  ô  le  domaine  total  form»'*  par  les  domaines 
I),  D',  D", Lorsque  le  point  (;,  t,)  sort  du  domaine  ô,  on  retombe  sur  une  ré- 
duite déjà  obtenue,  à  laquelle  se  trouve  ainsi  correspoudre  un  nouveau 
domaine  D,.  Cette  réiluile  déjà  obtenue,  on  peut  supposer  que  ce  soil  la  réduite 
F  elle-même.  Alors,  en  faisant  passer  Ç,  Tj  du  domaine  D  dans  le  domaine  D,, 
on  est  conduit  à  une  substitution  (S)  à  coefficients  entiers,  de  déterminant  un« 
qui  change  la  forme  F  en  elle-même.  A  une  telle  substitution  correspond  une 
substitution  linéaire  faite  sur  u,  Vy  tv,  soit 

(m,  V,  cv,     Aw-f-  lU'H-  Cu",     \'u  4-  B'vH-  G'(v,    A'u-h  B'v-hCUv), 

et  cette  substitution  change  en  elle-même  l'expression  uti^-h  vv^ — whv^.  En  ef- 
fectuant sur  «F,  yy  z  la  substitution  (S),  la  forme  <I>  devient 

(i  —  Un — TjTjJF-f-  2 norme  [(\u -hUn  -h  Civ)l 

-T-  (A' M  +  Uv-r-  C'iv)7i-h  (A"/!  -h  irv  4-  C «•);]; 

en  divisant  par  norme  (C;  -f-  C't,  -h  C)  et  posant 


,,_  A^-+-A'T,-4-A"  B^4jVvt_» 

^^  ••  ~  ClH-C'Tj-h  C'  •  -  cÇ4-C'T.-f-C 

cette  forme  peut  s'écrire 

(  I  —  ^'  ç'o  —  "^Z  Vo  )  F  -+-  •<  norme  (  w  ^'  H-  v t/  -h  w ). 

On  passe  donc  du  domaine  D  au  domaine  I),  en  elTcctuant  sur  ^,  T^  la  substi- 
tution (3).  En  continuant  d'effectuer  la  réduction  continuelle  de  la  forme  4», 
on  obtiendra  un  groupe  G  d'une  infinité  de  substitutions,  telles  que  (3);  ce 
groupe  sera  discontinu.  Toute  substitution  de  ce  groupe  s'obtient,  comme  on 
voit,  en  composant  conveiiablcnicnl  un  nombre  fini  de  substitutions,  les  sub- 
stitutions  fondamentales  du  groupe.  Le  domaine  o  jouit  de  la  propriété  sui- 
vante: à  tout  point  (^,  T,  ),  intérieur  à  S,  correspond  par  une  substitution  du 
groupe  un  nombre  limité  (non  nul)  de  points  à  l'intérieur  de  o.  S'il  y  ^  plus 
d'un  point,  on  pourra  le  diviser  en  <lr>maines  partiels  tels  «juc.  dans  chacun 
d'eux,  il  y  ait  un  point  et  un  seul  rr»rrespondant  par  une  substitution  du  groupe 
à  un  point  quelconque  de  S:  un  tel  domaine  R  est  dit  fondamental.  Il  a  un 
nombre  limité  de  points  communs  (au  moins  un)  avec  la  surface  de  S.  Troi> 
substitutions  laissent  invariable  rhaijue  point  de  celle  esj)rpe. 

Dans  le  Mc-moiro  du  premier  \oIume  ih'<>  Acta,  M.  Picard  a    montré  que,  en 
désignant  par 

VH-l-  A'-f,  H-  V"     \\l-\-  H't. -4-B"\ 
'"  C;  -,-  C'T,  -T-  (7'  C;  -+-  C^+l? ./ 


(^ 


une  >ubslitution  «pieiconque  du  groupe  G,  la  série 

Y|./A;-4-   V-T.-l-A"      li^Hli'T.^irX    _       _      i 

,^     VC;  -r-  C'T.  -i-  C"  '  C^  -i-  C't.  -f-  C"/   (C;  -.-  C't.  h-  C  r"' ' 

où  \\  est  une  fraction  rationnelle  à  deux  variables,  où  ni  est  un  entier  plu> 
grand  (fue  un  et  où  enfin  la  sommation  est  élcnilue  à  toutes  le>^  substitution^ 
du  groupe,  représente  une  fonction  Iiolom«)rplie  à  l'inlérieur  <!    sur  la   surlarc 
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lie  fonction  jouit  de  la  propriété 


[j5  _i_  [Vt.  -i-  ir  \ 


**nL  de  deux   telles  fonctions,  qui  ne  se  réduit  pas  nécessairement  à 
tante,  est  une  fonction  hyperfuchsiennef  dans  le  sens  donné  plus  haut 

rd  étudie  ensuite  avec  détail  la  façon  dont  se  compose  la  fonction  6 
onB  d'un  point  A  commun  à  un  domaine  fondamental  R  et  à  la  sur- 

■'MN^  ^{\i  ''\)  peut,  quelle  que  soit  la  fonction  R(^,  r^)  qui  a  servi  à 

s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  \^  t,;  ce  sont  des  points  situés 

•ite  do  domaine   fondamental   R  et  qui  restent  invariables  par  une 

^u  convenable  du  groupe.  Sur  la  surface  de  R  ils  peuvent  former  des 

->i  en  nombre  limité  (jomme^^),  ou  des  suites  continues  {arêtes). 
'^aidére  les  deux  équations 

*=—  e(^7i)  =  o,      e,(^,  T.)^o, 

'r  des  fonctions  rationnelles  arbitraires  R(^,  t,),  R, (^,  't\)\  elles  ne 
\T  de  points  racines  formant  une  suite  continue  dans  le  domaine  R 
'■'j  précédemment  défînies.  A  Vintérieur  du  domaine  elles  n'ont 
limité  de  racines,  indépendant  des  fonctions  R(^,  r\)y  R, (^,  t^). 
là  que,  entre  trois  fonctions  hyperfuchsiennes,  il  existe  une 
,urique. 

..li^ntre  en  outre  qu'on  peut  trouver  trois  fonctions  hyperfuchsiennes 

^11  groupe  G,  telles  que  toute  autre   fonction  hyperfuchsienne  ap- 

^*:me  groupe  soit  fonction  rationnelle  de  celles-là. 

M  tions  hyperfuchsiennes  peuvent  être  obtenues   par   l'inversion 

■<**  trois  solutions  communes  d'un  système  d'équations  aux  déri- 

"répisc,  on  a  le  théorème  que  voici  : 

•  hyperfuchsiennes  au  moyen  desquelles  les  autres  s'expriment 
lires  par  la  relation  algébrique 

-ystéme  de  trois  équations  aux  dérivées  partielles 

d'z  _      àz        JL  ^ 

âx*  ~~      dx  ()y         ^' 

d*z  dz        .   dz 

âx  ày         ^  àx  oy        ' 


b» 

i^ 


à^z  ùz       ,   âz 

-r —  =z  a,  -. — ht?,- — h  c^ 

ày  *  àx         ^  f)y         ' 


>  >  fonctions  rationnelles  de  x,  ^  et  c  [:;  étant  la  fonction 

^  iiiiie  par  l'équation  (1)]:  ces  trois  équations  nnt  trois  so- 


* 
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lulions  communes  linéairement  indépendantes  ^,,  2,,  2,,  et  si  Ton  pose 

s  z 

*1  ^\ 

ces  .équations  résolues  par  rapport  à  j;  et^  donnent  précisément 

Scheeffer.  —  Pour  la  théorie  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable réelle.  (183-194). 

Rappelons  tout  d'abord  la  définition  des  quatre  dérivées  d'une  fonction  con- 
tinue/(x)  (').  Soit  h  un  nombre  positif.  Les  valeurs  de 

f{x-^h')-f{x) 
h' 

pour  l'ensemble  des  valeurs  de  h'  comprises  entre  zéro  et  h  admettent  une  limite 
supérieure  D^^  et  une  limite  inférieure  D/j;  si  h  diminue,  Dj^  ne  peut  que  dimi- 
nuer, et  D/t  ne  peut  qu'augmenter.  La  limite  D-*-  de  D^  quand  h  tend  vers  zéro 
est  la  dérivée  supérieure  à  droite,  la  limite  D^  de  Da  quand  h  tend  vers  zéro 
est  la  dérivée  inférieure  à  droite.  Les  deux  dérivées  supérieure  et  inférieure  à 
gauche  D-  et  D_  se  définissent  de  la  même  façon. 

Ceci    posé,  on  a  les  théorèmes  suivants,  où  D  désigne  l'un  quelconque  des 
quatre  symboles  D+,  D^,  D-,  D_: 

<c  Soient  h^{x)  el/{x)  deux  fonctions  univoques  et  continues  pour  tous  les 
points  de  l'intervalle  Xo,  x^]  si  Ton  a  dans  tout  cet  intervalle 

(1)  DF{x)  =  D/{x), 

où  Ton  suppose  que  les  deux  membres  sont  toujours  finis,  on  a 

(2)  F(a7)  =/(;r)  4- const. 

»  Si  les  points  de  l'intervalle  pour  lesquels  l'égalité  (i)  n'a  pas  lieu,  ou  pour 
lesquels  quelqu'une  des  dérivées  DF(a7),  D/{x)  est  infinie,  forment  un  en- 
semble dénombrabic,  la  conclusion  (2)  subsiste  encore».  Par  exemple,  si  l'ég'- 
lité  (i)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  irrationnelles  de  Xy  les  deux  fonctions 
F{x)f/{x)  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante;  mais  celte  conclusion 
ne  pourrait  être  affirmée  si  l'on  savait  seulement  que  l'égalité  (1)  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x.  Il  existe  en  effet  des  fonctions  conlinu^^ 
de  X  qui  ne  sont  point  constantes,  et  qui,  pour  toutes  les  valeurs  rationnelle* 
de  Xj  ont  des  dérivées  nulles. 

Des  recherches  sur  des  sujets  analogues,  dues  à  M.  Holder  et  à  M.  Haroack» 
ont  paru  dans  le  tome  XXIV  des  Mathematische  Annalen,  en  môme  temps <!"* 
le  travail  de  M.  Scheeffer. 

LcPaige.  —  Nouvelles  recherches  sur  les  surfaces  du  iroisiènf^*' 
ordre.  (195-202). 

{  ')  DiM,  Fundamenti  oer  la  leorica  dellc  funzioni  di  vnriabili  realiV  '^" 
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I  ntayto  des  lioniiigraphics  biquadratiques  de  la  coonguralion 
iquolle  doniieot  lieu  deux  tétraèdres  homologiques,  inscrits  dans 
Il  trot  s  iè  me  ordre  S,. 


ificndrée   par  les  inlerseciion»  des  plans  C' 

I  joignant  quatre  droites  siiu<ïes  dans  un  plan  u  respective 

■  narquiis  snr  ((ualre  droites  arbitraires  par  tous  les  plans  d 


I   plan  M  et  d'une  surface   S,  circonscrite  i 


■  les   pentaèdres  complets  inscrils  à  une  surface 

Uo4). 


'Cl  CDDiplets  inscrits  à  ane  surface  cubique  et  dont  a 
nlrililére  complet  qu'elle  doit  contenir  sont  déjà  connus. 


hintribulions  à  la  théorie  de;  fonctions  elHptiqui 


E  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques  et  par  te 
Mtal  de  Xacobi  sur  te  produit  de  quatre  (onctions  3  de  l'iden- 


blrMirf  +  A'c 


■.od—  dna  dnb  dnc  dnd-t-  k'-  =  o. 


^b-\-c  +  d  =  o. 
■i  équations  mndulaircs. 
^IfiiicMre  sur  les  fondions  zélaruchsiennes.  (209- 


uRtle  admirable  série  de  Mémoires  où  l'auteur  a  introduit 
l'ia  naiforincs  dont  l'importance  ne  peut  que  grandir  avec 
!«  Science  et  qui  jouent,  dans  la  théorie  des  équations 
•t,  un  rAle  li  essentiel. 

tiqniidérong  une  équation  linéaire  quelconque  d'ordre  p 


itinnnelles  ci 
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Soit  maintenant 

(3)  ^?:f  "=^^'^^^^**'* 

où  0(07,  y)  est  une  fonction  rationnelle  telle  que  tous  les  points  singuliers  de 
Inéquation  (  r)  appartiennent  à  réquation  (3).  Soit  a  un  point  singulier  appar- 
tenant à  la  fois  aux  deux  équations;  ce  point  singulier  regardé  comme  appar- 
tenant à  (i)  nous  conduira  à  une  équation  déterminante  E  de  degré  p  ;  regardé 
comme  appartenant  à  (3),  il  nous  conduira  à  une  équation  déterminante  E' du 
second  degré.  Soit  8  la  différence  des  deux  racines  de  E'.  Je  suppose  que  0  ait 
été  choisi  de  telle  sorte  que  8  soit  nul  ou  bien  que,  8  étant  une  partie  aliçuote 
de  l'unité,  toutes  les  racines  de  l'équation  E  soient  des  multiples  de  B.  Dans 
le  cas  où  dans  le  voisinage  du  point  a  les  intégrales  de  l'équation  (i)  seraient 
irrégulièresy  8  devrait  être  supposé  nul.  Il  faut  enfin  que,  même  pour  les 
points  singuliers  de  (3)  qui  n^apparliennent  pas  à  l'équation  (i),  8  soit  nul  ou 
soit  une  partie  aliquote  de  l'unité  et  que  les  intégrales  de  Téquation  (i)  soient 
partout  régulières. 

»  Ces  conditions  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  0.  Supposons  même  que 
l'on  choisisse  arbitrairement  les  points  singuliers  de  (3)  qui  n'appartiennent 
pas  à  (i)  et  les  équations  déterminantes  relatives  à  tous  les  points  singuliers 
de  (3)  en  satisfaisant  toutefois  aux  diverses  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer.  Quand  ce  choix  sera  fait,  0  ne  sera  pas  encore  entièrement  déter- 
miné, et  il  y  restera  un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires.  Dans  divers 
Mémoires,  antérieurement  insérés  aux  Acta  mathematica,  j'ai  démontré  qu'on 
pouvait  disposer  de  ces  paramètres  : 

»  !•  D'une  manière  et  d'une  seule,  de  telle  façon  que  x  Ql  y  soient  fonctions 
fuchsiennes  de  z  n'existant  qu'à  l'intérieur  «l'un  cercle; 

»  2*  D'une  infinité  de  manières,  de  telle  façon  que  07  et  y  soient  fonction'* 
kleinéennes  de  z  n'existant  pas  dans  tout  le  plan  : 

»  3°  D'une  manière  et  d'une  seule,  de  Irlle  faron  «nie  x  et  v  soient  fonctions 
fuchsiennes  ou  kleinéennes  de  z  oxistanl  dans  t(»iit  le  plan. 

»  Dans  tous  ces  cas,  les  intégrales  de  l'équalion  (i)  st)nt  des  fonctions  uni- 
formes de  z. 

■  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  (î)  ait  été  choisie  d*" 
telle  sorte  que  x  et  y  soient  fonctions  fuf^hsiennes  de  z  n'existant  qu'à  l'in- 
térieur du  cercle  fondamental  dont  le  centre  est  o  et  le  ray<»n  i  (première, 
deuxième  et  sixième  famille).  Vlors  les  intégrales  de  l'équation  (i)  pourront  se 
mettre  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  z  et  convergentes  tant  que  z  reste  intérieur  au  cercle  fondamental: 
elles  sont  donc  toujours  convergentes,  puis(jue  la  variable  z  ne  peut  jamaiîi 
sortir  de  ce  cercle. 

■  Knvisageons  un  cas  particulier  remar(|ual>le,  celui  où  o  est  nul  pour  tous 
les  points  singuliers  de  l'équation  (3)  et  où  par  consé(ïuenl  x  et  y  sont  des 
fonctions  fuchsiennes  de  la  deuxième  famille.  Dans  ce  cas,  les  intégrales  de 
ré(|uation  (i),  de  même  que  x  et  i',  sont  {\Q'r>  fonctions  holoniorphe>  de  z,  à 
l'intérieur  du  cercle  fondarneiilal.  Toutes  c('>  forietiruis  peuv«'nl  >e  développer 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  erfussaiites  de  z  et  tmtjoitrx  conver- 
gentes, puisque  le  cercle  de  convergence  est  le  cercle  fondanierilal  vK  (|ue  la 
variable  ne  sort   jamais  de  ce  cercle.  Ouanl   an\  eocffieimi*»  de  ces  séries,  on 
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aiiMilc  aisément  par  nirurrcnce  et  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
's,  dés  (|u<;  l'on  coniiait  les  coeflîcicnls  des  é<iuations  (i),  (a)  et  (H). 
\insi  on  peut  tnmvJM*  des  développeincnts  des  intégrales  qui  sont  toujours 
l)les  et,  à  ce  point  de  vue,  il  est,  dès  à  présent,  permis  de  dire  que  nous 
ns  intégrer  loules  les  équations  linéaires  à  coeflicients  algébriques, 
liais  les  développements  ainsi  obtenus  ne  sont  pas  satisfaisants  pour 
rit,  parce  que  les  différents  termes  ne  se  déduisent  pas  les  uns  des  autres 
une  loi  simple.  Il  faut  donc  rlierrber  à  exprim(*r  les  intégrales  par  des 
s  dont  tous  les  termes  soient  donnés  par  une  formule  générale  simple, 
tne  Tétaient,  par  exem[)le,  les  termes  des  séries  thétafuchsiennes.  Tel  est 
et  du  présent  Mémiure.  Les  séries  que  je  vais  chercher  à  obtenir  seront 
is  propres  peut-être  au  calcul  numéri(|ue  que  les  développements  suivant 
tiiissanccs  de  z,  mais  elles  S(îront  plus  instructives  et  nous  permettront  de 
iircr  plus  profondément  dans  l'étude  même  des  fonctions  qu'elles  repré- 
*nl. 
r«»utefois,  dans  ce  qui  va  suivre,  je  serai   (d)ligé  de  supposer  que  ré(|ua- 

fi)    a    toutes   ses    é(|uations   réfi^ttlirrrs,   pour  employer   l'expression    de 

Kuchs,  Thomé,  Frobrnins,  etc.  » 

I  maintenant  l'ordre  suivi  par  M.  INtincuré  dans  son  Mémoire. 

Toduil  tout  d'abord  la  notion  {\v  famiUcs  H  d'^'.v/x'crv  pour  les  équations 

ï  ici  les  linéaires. 

inations  à  coefficients  rationnels  en  .r.  y 


tités  Xy  y  sont  liées  par  l'équation  al«ébri(|ue 

Ç/(x.  r)  --  o, 

I  à  la  même  famille  si  l'inté^^rale  générale  de  la  seconde  peut  être 
forme 

/   :-   \  (  l\,  i'  -♦-  I' r    I'  ,  -;-         f    .  .  .  -f    l'  „  .,     ,      .    .  )  » 

\    "  •  (/u^  *  (tu"  ''   '  dxf  V 

taie  de  (i),  où  les  V  sont  des  fondions  rationnelles  de  -r,  >',  où 

fonction  quelconque  di?  x  et  de   )'.    Kllcs  appartiennent  à  la 

A  =  I.   On  prouve  d'ailleurs  plus  loin  qu(?  la  dérivée  logarith- 

lécessairement  rationnelle  en  ./;,  r. 

'  la  façon  dont  se  correspondent  les  points  singuliers  <le  deux 

rême  famille,  et  s'arrête  en  particulier  sur  le  cas  d<'  p  --  a.  Il 

riment,  parmi  les  éifuations  d'une  même  famille,  il  y  en  a  un 

■  peut  regarder  comnKî  plus  *)iin|d(rs  que  les  autres  et  com- 

•'  une  équation  linéaire,  on    peut    lrou\er  la  transformation 

>ie  équation  réduite. 

iiaires,  M.  l*oincaré  délinil  les  foiiction>  zêlafuclisiennes. 

fuchsien  (|uelcon<|ue  de  la  première,  de  la  deuxième  ou  <le 

oient 

/     /  / 
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La  substitution  S/"*  sera  représentée  par  le  tableau  de  ses  coefficients 

mineurs  du  déterminant  formé  avec  les  a^'jy.  L'auteur  considère  p  séries 

S|>   Sa»    •  •  •  »   %pi 

dont  il  établit  la  convergence,  formée  au  moyen  de  p  fonctions  rationnelles 

■  i|>  ",>  •  •  •  >  "p> 

5.=2;2;A:.'.iH.(5jî^:)(r...-s.)-, 


comme  il  suit 


I         V 


et  jouissant  de  la  propriété 


am 


Ces  p  fonctions  \  divisées  par  une  môme  fonction  thétafuchsienne  forment 
un  système  zètafuchsien.  L'auteur  montrera  plus  tard  que,  réciproquement, 
toute  fonction  zètafuchsienne  est  le  quotient  d'une  série  \  par  une  série  thëta- 
fuclisienne.  Ainsi  avec  un  groupe  fuchsien  g  de  la  première  famille  et  un 
groupe  zètafuchsien  G  isomorphe  au  premier,  on  peut  toujours  construire  une 
infinité  de  systèmes  zètafuchsiens.  Donc  on  peut  toujours  construire  une  infinité 
d'équations  linéaires  admettant  un  groupe  donné,  pourvu  que  ce  groupe  soit 
isomorphe  à  un  groupe  fuchsien  de  la  première  famille. 

L'auteur  obtient  ensuite  l'expression  analytique  générale  des  fonctions  zêta- 
fuchsienncs,  puis  l'expression  analytique  des  séries  \  au  moyen  des  intégrales 
d'une  équation  diiïérenticlle  linéaire,  donnant  naissance  à  un  système  de  fonc- 
tions zètafuchsiennes. 

Les  fonctions 

où  les  Z  désignent  un  système  de  fonctions  zètafuchsiennes  admettant  môme 
groupe  fuchsien  que  la  fonction  fuchsienne  f{z)y  admettent  un  mode  de 
décomposition  en  éléments  simples  que  développe  M.  Poincaré. 

Le  reste  du  Mémoire  de  l'auteur  est  consacré  à  l'extension  des  résultats  pré- 
cédents aux  fonctions  zètafuchsiennes  dont  le  groupe  fuchsien  est  de  la 
deuxième  ou  de  la  sixième  famille.  Parmi  ces  fonctions,  M.  Poincaré  est 
amené  à  distinguer  deux  espèces.  Pour  la  première,  l'extension  se  fait  entière- 
ment; il  n'y  a  auctme  différence  essentielle  entre  ces  fonctions  et  celles  qui 
sont  engendrées  par  les  groupes  fuchsiens  de  la  première  famille;  pour  la 
seconde  espèce,  l'extension  complète  ne  se  fait  pas,  les  séries  \  dont  il  a  été 
question  plus  haut  seraient  divergentes;  M.  Poincaré  montre  alors  comment  il 
faut  modifier  la  théorie  pour  l'étendre  à  ces  nouvelles  fonctions. 

«  Les  fonctions  zètafuchsiennes  dont  il  a  été  question  dans  les  paragraphes 
précédents,  dit  en  terminant  l'auteur,  ne  sont  pas  les  seules  que  l'on  peut  ima- 
giner. On  peut  construire,  en  ciïct,  des  fonctions  zètafuchsiennes  qui  existent 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  ce  sont  des  fonctions  qui  subissent  les  substitu- 


lion»  lia^irei  d'un  groupe  G  iiaand  li  lariiititp  subit  l««  Mibftîtutiai»  d'ua 
groupe  tucliiien  g  Ai  \t  truiii6inv,  de  k  quatrième,  i1p  U  cinqui^e  ou  de  la 
Mptitme  famille, 'On  peul  aussi  rpinpt)o«rl«  groupe  g  par  an  groupe  klcinho, 
et  l'an  obticndr*  de  U  sorte  des  tonrUmii  »it>Lkin^enBCS  csiïUol,  soit  dMi 
toute  retendue  du  plan,  soit  dans  un  cerluin  dotnainc. 

■  Cela  surni  pour  Cuire  comprendre  que,  dan»  tes  cini]  Mérooiru  d«  Aelrt 
mathematica  ijue  j'ni  cunsarrdt  A  lYludc  des  trancendnntci  ruehsicnnci  ci 
klciiidcnnes.  je  n'ai  tait  qu'etlleuii^r  un  sujet  tris  vaste,  qui  Tourniro  sjini  doulc 
iiiflilii'eusi-s  cl  ïmiMirlanles  dér.nuvcnes.  i> 


Schecffer.  —  Pour  lu  iliéorie  des  foiirlioiis  coniiniit^s  rl'iinr  n- 
rîable  réelle,  {■i-i^-nyd). 
Voir  plus  Uaui. 

Uermite.  —  Sur  quelques  conséfjueiiCL's  ariLliniiil.ii|uca  des  for- 
mules de  lii  théorie  des  funclions  ellipliqiies.  (qg^-^jo). 

M.  KrorcKliCr  a  donné,  dans  11'»  MonaUbrrichte  de  Berlin  pour  187^  [Vétr 
rjuariratUclie  Formrn  von  negnth-an  Deeermlnante),  les  Ihêurèines  suîïJOIj: 


suppose 


3,(5.)  =i  +  ->g  +  j,j-+iq'+.. 


M.  Ilcrmite  ùlablil  ces 
suit  M.  Kroncckcr.  Le  pri 


iC  de  la  mrlliiii 
ic  Ullrc  adres 
essenlietlenient  analytique  et  fuit  reposer  la 
forme  réduite.  Les  ltié'>ri:mi'sde  M.  KronecLi 
en  scries  de  l-'ourier  dos  fonctions 


déduisent  dci^  ilOvi 


11(1 


") 
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Dans  une  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  l'illustre  géomètre  déduit  de  la 
série  d'Euler 

2^  I  —  ^r** 
n  =  l 

et  des  divers  développements  donnés  par  Jacobi  dans  les  Fundamenta  pour 

qK       ikK 
—  >     » 

une  suite  de  belles  propositions;  les  unes  connues,  les  autres  nouvelles,  et  qui 
concernent  la  fonction  numérique  E(j?);  la  plupart  de  ces  déductions  s'ob- 
tiennent en  appliquant  aux  fractions  rationnelles  qui  figurent  dans  ces  diverses 
séries  la  remarque  si  simple  que  voici  : 

Si  l'on  pose 

f{x)  =  A,^- A,j:-h  A,j:»-h..., 

et  si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  entier  positif  quelconque,  le  coefficient  de 
x"  dans 

I  —  X 

est 

Ajj  -+-  Aj  -+■ .  .  .-{-  A^, 

où 


-œ 


Les  formules  qu'il  obtient  par  cette  voie  le  conduisent  en  particulier  à 
obtenir,  au  moyen  des  théorèmes  de  M.  Kronecker  que  l'on  a  rappelés  en 
commençant,  diverses  expressions  des  trois  sommes 

A  =  F(2)-hF(6)  -h...-+-F(4/i4-2), 
B  =  F(i)-i-F(5)  -f....4-F(4/i-f-i), 
C  =  F(3)^-F(ii)-f-...-f-F(8/i-f-3). 

On  a,  par  exemple, 

4A  =  2/(8c-Ha)^-2  2/(8c-i-2)E(v//i  — ac), 

o<i  /(«)  désigne   le    nombre  de  solutions  de  l'équation  x' -h y' =  u;  dans  le 
|>rcmier  terme,  il  faut  prendre  c  =  o,  i,  ...,n  et  dans  le  second  il  faut  prendre 


=  o,  1,2,  ...,  e(^^-^J; 


on  a  encore 


A  = 


s-o-^S'-'-^e-'T/""") 


les  sommations   s'étendent  aux  systèmes   de   valeurs  de  nombres  entiers 
pairs  positifs  a  et  a'  qui  vérifient  la  condition 

4  /i  -h  2  —  a'  —  fl''  i^  ^^ 

*dler.  —   Sur   rinlerscclion  des  hjperboloïdes  de    révolution 
quilatèrcs  à  axes  parallèles.  ('^3i-4o8,  avec  2  pi.). 
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Les  recherches  de  M.  Fiedier  se  rapportent  au  domaine  qu'il  désigne  sous  Je 
nom  de  cyclographiCy  et  sur  lequel  il  a  publié  en  1882  un  intéressant  Ou- 
vrage ('). 

Le  rôle  des  hypcrboloïdes  de  révolution  a  été  signalé  dans  Tanalyse  que 
nous  rappelons  et  l'important  Mémoire  inséré  dans  \ts  Acta  où  l'auteur  donne, 
avec  beaucoup  d'autres  théorèmes,  l'origine  vraisemblable  de  la  suite  de  pro- 
positions énoncées  par  Steiner  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Ueber  einige  neue 
Bestimmungs- Arien  der  Curven  zweiter  Ordnung  nebst  daraus  folgenden 
neuen  Eigenschaften  derselben  Curven  {Œuvres y  t.  II,  p.  44^)»  montre  bien 
la  portée  de  la  méthode  de  M.  Fiedier. 

J.  T. 


NOUVELLES  ANNALES   dk   Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Ch.  Brisse 
et  E.  KoucHÉ  (*).  —  3*  série. 

Tome  VII;  1"  semestre  1888. 
Humbert  (£?.).  —  Sur  les  arcs  des  courbes  planes.  (5-8). 

Extension  à  une  courbe  algébrique  quelconque,  par  voie  élémentaire,  d'une 
proposition  de  Graves  et  Chasics,  sur  les  arcs  de  coniques. 

Marchand  {E ,).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  i885. (8-i4). 

Problème  relatif  aux  cordes  d'un  hypcrboloïde  à  une  nappe,  qui  sont  vues 
du  centre  sons  un  angle  droit. 

Marchand  (/i.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
général  de  1886.  (i4-->5). 

Sur  une  surface  du  second  ordre  coupée  par  des  sécantes  issues  d'un  point 
donné. 

Stielljes  (T.-J,),  —  Sur  une  généralisation  de  la  formule  des 
accroissements  finis.  (aô-Si). 

Démonstration  d'une  proposition  de  M.  A.  Schwarz  {Annali  di  Matematica 
de  Brioschi,  2*  série,  t.  .V)  sur  le  quotient  de  deux  déterminants  où  figurent 
n  fonctions  réelles  d'une  nicnie  variable. 

Faurc  [fl.).  —  Sur  un  lh«''or('me  de  Chasics.  (3i-3^). 


(•)  Voir  liulh'tin,  VIII,,  1(m). 
(«)  Voir  IhiUetiîu  \II^,  p.  ifij. 
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«  Étant  données  trois  coniques  A,  A',  A'  circonscrites  à  un  quadrilatère  et 
une  conique  U,  si  l'on  décrit  une  conique  B  passant  par  les  intersections  de  U 
et  de  A,  les  points  d'intersection  de  B  et  A'  et  ceux  de  U  et  A'  sont  sur  une 
même  conique.  » 

Tel  est  l'énoncé  de  M.  Faure;  cette  forme  nouvelle  de  la  proposition  de 
Chasles  le  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences  qui  semblent  avoir 
échappé  à  l'illustre  auteur  de  la  Géométrie  supérieure. 

Astor  {A.).  —  Théorème  de  Minding.  (38-43). 

Sur  un  corps  solide  sollicité  en  ses  divers  points  par  des  forces  indépendantes 
de  l'orientation  du  corps. 

CoNCOLllS  d'admission   A  l'EcOLE  PoLYTECHMQUE  EN    1887.    (SujCtS 

donnés  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  composer  que  plus  tard.) 

—  Enoncés  des  compositions  :  Mathématiques,  Géométrie  des- 
criptive. (43-/|4)- 

Ecole  forestièue  (Concours  de  1887).  —  Énoncés  des  composi- 
tions :  Mathématiques,  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmique. 

(44-45). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  1887).  —  Enoncés 
des  compositions.  (45-46). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  en  1887  (Seconde 
session).  —  Énoncés  des  compositions  :  Géométrie  analytique, 
Épure,  Trigonométrie,  Physique  et  Chimie.  (46-48). 

Concours  pour  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1887. 

—  Énoncés  des  compositions  :  Mathématiques  spéciales,  Calcul 
numérique  et  Épure.  (48-49). 

Cesaro  (£'.).  —  Sur  la  convergence  des  séries.  (49-59). 

Considérations  intéressantes  sur  les  critériums  de  convergence  ou  de  diver- 
gence, notamment  sur  Texamen  de  l'expression  Wmnu^.  Comparaison  de  la 
divergence  de  deux  séries.  Remarques  sur  l'inversion  des  termes;  applications 
à  des  exemples. 

Laurent  (//.).  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination.  (6o-65). 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  ce  travail,  de  faire  connaître  une  nouvelle 
méthode  d'élimination,  applicable  à  un  nombre  quelconque  d'équations  algé- 
briques. 

Pomey  {E.).  —  Sur  le  plus  f^rand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers.  (()6'-9o). 
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Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  se  propose,  étant  donnés  deux  polynômes  entiers 
f  el  gy  à  une  variable,  de  chercher  :  i*  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  f  tl  g  aient  pour  plus  grand  commun  diviseur  un  polynôme  de 
degré/?;  2**  l'expression  explicite  de  ce  polynôme;  3*  les  quotients  respectifs 
de /et  gi  divisés  par  ce  polynôme. 

Le  travail  de  M.  Pomcy  se  divise  en  deux  parties,  l'étude  de  ces  questions 
pouvant  être  rattachée,  comme  il  le  remarque,  soit  au  résultant  d'Euler,  soit  i 
c«^lui  de  Bézout-Cauchy. 

Ilofmann  {F.),    —  Sur  l'existence  de  trois   racines  réelles  de 
l'équation  qui  détermine  les  axes  principaux  d'un  cône.  (90- 

97)- 

Il  s'agit  de  l'équation  séculaire  de  Laplace,  réduite  au  cas  du  troisième 
degré.  La  réalité  d'une  racine  étant  établie,  des  considérations  géométriques 
permettent,  non  seulement  d'établir  l'existence  des  deux  autres,  mais  encore 
de  les  construire. 

Worontzoff.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Weill.  (97-99). 

Démonstration  élémentaire  de  la  formule 

Cesaro  {E ,),  —  Sur  les  cercles  inscrits  à  un  triangle.  (99-io3). 

Application  des  coordonnées  d'inertie,  de  l'auteur,  lui  permettant  d'établir 
diverses  propriétés  relatives  à  l'hyperbole  de  Kiepcrt,  à  l'ellipse  de  Steioer, 
aux  points  de  Steiner  et  de  Tarry,  et  aux  points  de  Brocard. 

Benon{A,).  —  Solution  géométrique  de  la  question  1567.  (io4- 
io5). 

Propriété  d'une  conique  C  inscrite  dans  lo  quadrilatère  circonscrit  à  deux 
autres  coniques  A  et  H. 

Publications  récentes.  —  (loti-iii). 

Questions  proposées.  —  1573  à  1580.  (i  i  i-i  12). 

Fouret  (C).  —  Sur  les  pAles  principaux  d'i  11  version  de  la  cyclido 
de  Dupin.  (i  i3-i  16). 

M.  Iladainard  a  dcrnonlré  (jue  le  seul  lien  j;éoinélriqiic  des  pôles  principaux 
d'inversion  que  puisse  admettre  une  surface  est  une  droite  ou  un  système  do 
droites  en  nombre  limité.  Dans  le  présent  article,  M.  Fouret  montre  que,  pour 
la  cyclide  de  Dupin,  on  obtient  un  système  de  deux  droites  rectangulaires. 

Laurent  {II-)-  —  Sur  la  théorie  Ac  réliminalion.  (1  iG-i  19). 

Note   se  rattachant    à   larticlr   paiu   >f>ns   le  même  titre  un  peu   auparavant 
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{voir  ci-dessus).  Considérant  deux  équations,  l'auteur  arrive  à  un  théorème 
qui  permet  de  mettre  le  premier  membre  de  la  résultante  sous  la  forme  d'une 
intégrale  multiple. 

Ilofniann  {F.),  —  La  solution  géométrique  de  l'équation  du  qua- 
trième degré,  (i  20-1 33). 

L'auteur  ramène  la  solution  aux  intersections  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC, 
OD  avec  une  parabole  passant  par  O.  Détermination  d'une  conique  passant 
par  les  quatre  points  d'intersection.  Exemples. 

Coelingh  (D,).  —  Transformation  de  figures  analogues  à  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  (i33-i47). 

L'auteur  s'est  en  partie  rencontré  avec  Laguerre  (voir  Nouvelles  Annales, 
i88a,  Transformations  par  semi-droites  réciproques),  ainsi  qu'il  l'indique 
lui-même;  son  travail  se  subdivise  ainsi  : 

Propriété  relative  à  une  droite  et  à  une  circonférence.  Défmitions;  théorèmes 
fondamentaux.  Axes  et  centres  de  similitude.  Longueur  de  tangentes  com- 
munes à  deux  cycles;  inversion  de  systèmes  et  de  faisceaux.  Systèmes  de  tan- 
gentes à  un  cycle. 

Cesaro  {E.),  —  Question  de  Géométrie  intrinsèque,  (i 47-1 5a). 

Problème  antérieurement  examiné  par  M.  Pellet  :  Ayant  porté  sur  les  nor- 
males à  une  ligne  (M),  inclinées  de  a  sur  les  normales  principales,  des  lon- 
gueurs MM,  =  /,  on  se  propose  d'étudier  la  ligne  (M,). 

Cesaro  {E,),  —  Sur  la  courbure  des  coniques.  (iSa-iSg). 

Généralisation  d'une  propriété  des  coniques,  concernant  le  deuxième  centre 
de  courbure.  Détermination  de  lieux  de  foyers.  Equations  intrinsèques  de 
développées  de  coniques. 

Questions  proposées.  —  1381,  1582.  (160). 

StieUjes{T,-J,). —  Note  sur  l'intégrale    /  /{x)G{x)dx.  (i6i- 

171). 

L'objet  de  cette  Note  est  le  développement  de  l'intégrale 

Jt 

/{x)G,^{x)dx 
II 
sous  la  forme 

G,,(,x)dx-\-a^  I      G,Jj:)rfx-i-...-4-a„^,  /     G,Jx)dx. 

I>étermination  des  constantes  x,,  ....  -r„  comprises  entre  a  et  6,  et  des  con- 
stantes a,,  ...,  a„^,  comprises  dans  les  intervalles  formés  par /(a),  /(ar,),  ..., 


f 
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Cesaro  {E,).  —  Sur  deux  classes  remarquables  de  lignes  planes. 
(171-190). 

Etude  des  courbes  planes  douées  d'un  pôle  tel  que  le  deuxième  rayon  de 
courbure  soit  partagé  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  vecteur.  Lignes 
de  Ribaucour.  Spirales  sinusoïdes  de  M.  Ilaton  de  la  Goupillière.  Équations 
intrinsèques.  Transformation,  Tune  en  l'autre,  de  deux  spirales  sinusoïdes. 
Exemples  tirés  des  valeurs  les  plus  simples  des  indices. 

Pomey  (E.),  —   Sur   quelques   intégrales  remarquables.  (191- 

Ces  intégrales  sont 

/x'dx        rx'dx         r   hx^dx  C adx 

u}    ^    J      V'     *    J{au-{-bvy^    y  [a -f- (aar-i- 6)  tangjj"' 

en  posant 

a  =  xsinx -H  cosar,        v  =  sinx  —  J7Cosx. 

Pomey  {E,),  —  Sur  Tintégration  de  Tëquation  dilTérentieile  des 
coniques  homofocales.  (194-1 96). 

Cette  équation  est 

fdvV  dy 

M.    Poincy   l'intègre    directement   au    moyen    de   quelques   transformation5 
simples. 

Jensen  (./.-L.-JJ^- (  .).   —  Sur  un  ihrorème  général  de  conver- 
gence. (196-198). 

Théorème  général,  et  d'une  extrême  simplicité,  dont  les  règles  de  Cauchj, 
de  Duhamel  el  Raabe,  de  Herlrand,  elc,  sont  de  simples  corollaires.  Il  serait  à 
désirer  que  la  remarquable  proposition  de  M.  Jensen  fût  introduite  dans  Teo- 
seignement. 

Auric  {A,).  —  Problème.  (198-199). 

n  aiguilles   tournant   autour   du    même  axe,  dans   le  même  sens,  aver    ^^* 
vitesses  p  fois  plus  grandes  Tuuc  que  l'autre,  déterminer  une  position  *-*^ 
qu'il  soit  possible  de  permuter  circulaircment  ces  aiguilles. 

Biehler  (Ch.).  —  Sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissan  ^^  ^ 

croissantes  d'une  variable.  (sioo-'.>A)3). 

du 


Démonstration    simple    de   rcvistciire   de   la   série  dérivée,   à    l'intérieur 
rercle  de  convergence. 

(^oriRESPONDANCK.  —  Exlrail  (l'une  Lettre  de  M.  Halphen  :  Sur 


5f5 
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polynômes  A„  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  la  loi 
A;,  =  X'X„_n  —  (2/1  —  i)A„_i.  (204). 

Bibliographie.  —  E,  Caspari  :  Cours  d'Astronomie  pratique, 
I"  Partie;  Coordonnées  vraies  et  apparentes;  Théorie  des  in- 
struments; Paris,  1888.  (205-207). 

Publications  récentes.  —  (207-208). 

Cesaro  {E,),  —  Remarques  sur  la  théorie  des  roulettes.  (209- 
280). 

Application  des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  intrinsèque.  Théo- 
rèmes de  Steiner  et  de  Habich;  formule  de  Savary.  Roulement  d'une  conique 
sur  une  droite.  Courbes  de  Delaunay;  surface  de  Plateau.  Roulement  d'une 
spirale  sinusoïde,  d'une  ligue  de  Ribaucour.  A  rapprocher  du  précédent  article 
Sur  deux  classes  remarquables  de  lignes  planes  {voir  plus  haut). 

JS.  (Ch.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  général  de  1888  (*).  (23i-236). 

Propriétés  du  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante  circonscrits 
à  une  ellipse. 

Ferval  {H,),  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
d^agrégation  en  1887.  (236-243). 

Lieu  des  points  X,  tels  que  les  tangentes  menées  de  X  à  une  conique  S  soient 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées  à  une  autre 
conique  S'.  Propriétés  diverses. 

Barisien  (E.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'ad- 
mission à  l'École  Polytechnique  en  1887.  (244-^48). 

Sur  un  système  de  deux  paraboles,  tangentes  l'une  et  l'autre  à  deux  droites 
rectangulaires. 

rffn  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  Quelques  re- 
marques  géométriques  à  propos  de  la  question  précédente. 
(248-252). 

Nons  avons  eu  souvent  l'occasion  d'attirer  déjà  l'attention  du  lecteur  sur  les 
^Jfftides  très  remarquables  publiés  sous  ce  pseudonyme,  dont  nous  continuons 
iê  respecter  le  secret. 


f^^y  Nous  nous  demandons  s'il  n*y  a  pas  une  erreur  de  date,  cet  article  figurant 
liilt  le  numéro  de  mai  1888. 

HuU,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XIII.  (Août  1889.)  R.n 
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Niewenglowski  {G,'K.).  —  Solution  de  Ja  question  proposée  en 
Philosophie  au  Concours  générai  de  1884.  (252-a55). 

Propriélés  d'un  triangle,  et  d'une  droite  située  hors  de  son  plan. 

Concours  général  de  1887.  —  Énoncés  des  compositions  :  Phi- 
losophie, Seconde,  Troisième.  (255-256). 

Cesaro  (-£*.).  —  Sur  la  potentielle  triangulaire.  (257-268). 

On  appelle  ainsi  la  ligne  que  décrit  un  point  P  quand  ses  coordonnées  bary- 
centriques  sont  proportionnelles  aux  /i'>«"«*  puissances  des  côtés  correspondants. 
Elle  a  été  étudiée  par  MM.  Faure,  Lemoine,  Brocard,  de  Longchamps,  et 
M.  Cesaro  applique  à  cette  question  les  principes  de  la  Géométrie  intrinsèque. 

D^Ocagne  {M.).  —  Quelques  propriélés  de  Tellipse^  déviation; 
écart  normal.  (268-282). 

Suite  des  études  suivantes  du  môme  auteur  :  Étude  géométrique  sur  l'ellipse 
{Revue  maritime  et  coloniale,  p.  167;  1886);  De  la  déviation  dans  l'ellipse 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  37o-53.'|  ;  1886).  La  déviation  est 
Tangle  de  la  tangente  en  un  point  avec  la  tangente  correspondante  au  cercle 
principal  ;  l'écart  normal  en  un  point  est  l'angle  de  la  normale  et  du  diamètre. 
De  ces  notions,  et  par  une  analyse  simple,  M.  d'Ocagnc  obtient  un  grand 
nombre  de  propriétés  de  Tcllipse,  et  quelques  constructions  élégantes. 

Juhel'Rénoy.  —  Sur  la  section  d'une  surface  par  un  plan  bitan- 
gent.  (282-287). 

Examen  d'une  surface  du  quatrième  degré,  présentant  trois  plans  principaux 
rectangulaires,  et  un  cône  de  directions  asymptotiques  doubles.  Propriétés 
d'un  plan  bitangcnt,  d'une  quadrique  bitangentc.  Cas  du  tore. 

Bioche  {Ch,),  —  Sur  les  minima  de  sommes  de  termes  positifs 
dont  le  produit  est  constant.  (287-288). 

Démonstration  très  simple  de  la  réciproque  du  théorème  bien  connu  sur  le 
maximum  d'un  produit  de  plusieurs  fucleurs. 

Farjon  {F,),  —  Note  sur  une  propriété  du  cercle  des  neuf  points. 

(288-292). 

Génération  nouvelle  du  cercle  des  neuf  points,  considéré  comme  lien  des 
centres  de  gravité  d'un  système  de  quadrilatères. 

Fontaneau  (F.),  —  Coniques  polaires  d'un  point  et  d'une  droite. 
(292-295). 

Huit  théorèmes,  quelques-uns  connus,  sur  les  pôles  et  polaires,  très  simple* 
ment  établis. 
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Un  abonné.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admission 
à  rÉcole  Normale  supérieure  en  1887.  (295-302). 

Sur  la  surface  cylindroïde  ayant  pour  équation 

z{x*-^y*)  —  2u{x*—y*)  =  0        (coordonnées  rectangulaires). 

CoRRESPOMDANci:.  —  Extrait  d'une  Lettre  d'un  abonné  :  au  sujet 
d'un  article  de  M.  J.  CoUin  Sur  le  théorème  de  Rolle  (juin 
1887);  rectification  d'une  erreur.  (3o2-3o3). 

Publications  récentes.  —  (3o3-3o4).  A.  L. 


SITZUNGSBEUICHTE  dbr  Kôniglich  preussischen  Akademib  der  Wissen- 

SGHAPTBN  ZU   BbRLIN  (  >  ). 

i*"^  semestre  i885. 

Fuchs.  —  Propriété  caractéristique  des  intégrales  de  certaines 
équations  différentielles  entre  des  variables  imaginaires.  (5-i  2). 

Si  R(^)  est  un  polynôme  de  degré  n  et  si  l'on  a 

on  saitque,  pour  /t^4»  ^  P^u^  ^^^^  envisagée  comme  une  fonction  analytique 
de  u.  Au  contraire,  pour  /i>  4,  on  ne  peut  envisager  x  comme  fonction  analy- 
tique de  u.  Il  en  est  manifestement  de  même  pour  toutes  les  équations  diffé- 
rentielles que  Ton  obtient  en  transformant  l'équation  précédente  par  des  sub- 
stitutions analytiques. 

Mais,  parmi  les  autres  équations  différentielles  possibles  entre  x  et  u^  parmi 
celles  que  l'on  ne  peut  obtenir  par  transformations  analytiques   de  l'équation 

différentielle  -r-  =y/R(:r)y  où,   ne  l'oublions   pas,  a?  et  a  peuvent  prendre, 

comme  l'indique  le  titre  du  Mémoire,  des  valeurs  imaginaires,  y  en  a-t-il  des- 
quelles on  ne  puisse  déduire  entre  x  cl  u  une  relation  fonctionnelle  dans  le 
sens  ordinaire  du  mot? 

11  est  intéressant  d'apprendre  qu'il  y  a  de  telles  équations  différentielles  pour 
chaque  ordre  et  chaque  degré  possibles,  et  ce  résultat  joue  un  rôle  très  im- 
portant dans  l'exposition  des  principes  de  la  théorie  générale  des  équations 
différentielles. 

M.  Fuchs  nous  donne  un  exemple  de  deux  classes  d'équations  différentielles 
de  cette  catégorie;  elles  sont  l'une  du  premier  et  l'autre  du  second  ordre. 


(«)  Voir  Bulletin,  t.  XII,,  p.  76. 


ix\  SECONDE  PARTIE. 

Envisageons  IV'<juation  difTcrentiello 


i'^-lir^.--'MÈA-''"] 


r  =  o. 


où  P(^)  et  Qiz)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z  qui  ne  sont  infinies  ni 
pour  z  =  a^f  ni  pour  z  =  r7,,  ni  pour  z  =  a,,  où  les  ^  sont  des  constantes  ri 
où  les  points  a,,  a^,  a^  sont  choisis,  ce  qui  est  toujours  possible,  de  manière 
que  l'équation  diflérentielle  admette  une  intégrale  univoquc,  finie  cl  continof 
aux  environs  de  chacun  de  ces  points.  M.  Fuchs  démontre  que,  pour  toute  va- 
leur de  Zf  Tintégralc  générale  y  de  Téquation  diiïérentielle  considérée  pent 
prendre  telle  valeur  que  Ton  voudra. 
Si  ^  désigne  une  hranche  déterminée  de  l'équation  difTérentielle   précédente 

ot  si  nous  posons 

d  log  r 


M  = 


dz 


nous  obtenons  entre  a  et  ^  une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre.  Si 
nous  prenons  z  comme  variable  indépendante,  les  points  de  ramification  de 
l'intégrale  u  de  cette  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  ne  se  déplacent 
pas  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales  (rom/7are^  à  propos  de  cette 
notion  les  comptes  rendus  des  Sitzungsbcrichte  de  Tannée  1884  ).  Si  nous  pre- 
nons, au  contraire,  u  comme  variable  indépendante,  les  points  de  ramification 
de  l'intégrale  z  de  la  même  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  se  dépla- 
cent d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales.  11  n'y  a  donc  pas  de  rela- 
tion analytique  entre  les  deux  variables  z  Gi  u  reliées  cependant  par  une 
équation  dilTérenticllc  du  premier  ordn\ 

Il  résulte  de  ce  dernier  exemple  que  déjà,  pour  étudier  les  équations  difTéren- 
liellcs  algébriques  du  premier  ordre, 

entre  deux  vuriablcs  imaginaires  y  et  s,  il  faut  distinguer  avec  soin  le  cas  où, 
soit  que  Ton  prenne^',  soit  que  l'on  prenne  z  comme  variable  indépendante, 
les  intégrales  de  l'équation  dilTérenticllc  n'ont  pas  de  point  de  ramification  se 
déplaçant  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales,  du  cas  où,  au  con- 
traire, soit  pour  Zy  soit  pour  y  prise  comme  variable  indépendante,  les  inté- 
grales de  réquation  difTérentielle  ont  des  points  de  ramification  se  déplaçant 
(l'uiic  façon  continue  avec  les  valeurs  initiales. 

M.  Fuch^  démontre  que,  dans  W,  premier  cas,  l'équation   difTérentielle  algé- 
brique du  premier  ordre 

définit  toujours  y  comme  funclion  analytique  de  z.  V  cet  efTcl,  il  lui  suffit, 
d'.iprès  les  résultats  établis  dans  son    Mémoire    de   188^,  de  démontrer  que  \* 

fonction   al^rr-hriqur    ;-  de    )',  ainsi    (luo   la   fonction    al^éliritinc  -7^  «Ir  z,  '^ont 

(\o  rang  nul  ou  un. 

Dans  l<»  second  ras  on  ne  p(Mit  énoncer  de  théorème  sénéral.   Il   faut  d'aborH 
j'onsidércr  à  part  les  ë<juati<Mis  différcnticlh's  (|ui.  tout  (;n   ayant  des  intégrale* 
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à  points  de  ramification  se  déplaçant  d'une  façon  continue  avec  les  valeurs 
initiales,  peuvent  cependant  être  transformées,  par  une  transformation  algé- 
brique, en  équations  différentielles  dont  les  intégrales  n'aient  que  des  points  de 
ramification  fixes.  Ces  équations  différentielles  ne  définiront  pas  des  transcen- 
dantes essentiellement  différentes  de  celles  qui  sont  définies  par  les  équations 
difTérentielles  dans  le  premier  cas  considéré. 

Pour  les  autres  équations  différentielles  rentrant  dans  le  second  cas,  il  faudra 
rechercher  si  les  valeurs  de^  correspondant  à  une  même  valeur  arbitraire  de 
s,  et  si  les  valeurs  de  z  correspondant  à  une  même  valeur  arbitraire  de  yj  re- 
présentées géométriquement,  couvrent  une  ou  plusieurs  surfaces  d'une  façon 
continue  comme  dans  l'exemple  cité  plus  haut  de  l'équation  différentielle 
entre  u  et  z,  ou  au  contraire  se  répartissent  en  un  nombre  fini  ou  infini  de 
points  discontinus  dans  l'espace.  Si  ces  valeurs  couvrent  une  ou  plusieurs  sur- 
faces d'une  façon  continue,  on  peut  être  certain  que  l'équation  différentielle  du 
premier  ordre  ne  définit  pas  une  fonction  analytique  de  z.  M.  Fuchs  obtient 
donc,  pour  ces  équations  différentielles  du  premier  ordre,  le  même  résultat 
que  Jacobi  avait  obtenu  pour  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 

Wilsing.  —  Sur  les  applications  du  pendule  à  la  détermination 
de  la  densité  moyenne  de  la  Terre.  (i3-i5). 

Hausmaninger,  —  A  propos  de  la  théorie  du  choc  longitudinal 
de  corps  cylindriques.  (49-62). 

Schering.  —  Remarques  concernant  la  troisième  démonstration 
de  Gauss,  du  théorème  de  réciprocité  des  restes  quadratiques. 

Afin  d'avoir  en  quelques  lignes  une  idée  nette  de  la  marche  suivie  par  M .  Schering, 
ne  considérons  dans  cette  analyse  que  le  cas  où  m  et  /i  sont  deux  entiers  im- 
pairs, plus  grands  que  l'unité  et  premiers  relatifs;  désignons  alors  par  pi  l'un 

des  entiers  1,  2,  ..., Soit  q^  l'entier   le   plus   voisin  du   nombre  —* 

Enfin  employons  les  notations  symboliques  de  M.  Kroncckcr  eu  écrivant 

sgn:c=-f-i         pour        x  >  o 
et 

sgnx  =  —  I        pour        a?  <  o, 

et  en  désignant   par  \\{x)    le  reste  que  l'on   obtient  en   retranchant  de  x  le 

nombre  entier  le  plus  voisin  de  x.  de  sorte  que '.  U( x)  <  -• 

2  -  2 

M.  Schering  commence  pur  démontrer  que  l'on  a  toujours 

•  V) 

(  V  -^  I,   j,    .  .  .,  oc). 
Kn  écrivant  celte  cgalilc  pour  jji  =::  i,  2,   — ^ —  et  faisant  le   produit  des 
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isi  ohlrnucs.  il  vicnl.  ffi  oljservanl  que  ^ 

-n"fë)--«"n(-;-è)^ 


Mnis  Blon   ai,  a  dësigaaat  le  nomlire  du  vileura  oégativn  dt  Rf —]'  un 
dériait  le  symbole  de  Legendre  p«r  U  caracUristiiiae  de  GauM  e 


il  vient  ininiddiatcniciii 


4 


M.  Scliering  di^mortcre  i^giilcnti^Dt  la  loi  de  râciprociU  dans  les  aaLres  eu  M 
i^Ublit  cas uile  cnm me  corollaires  une  suite  d'égalilés  doal  plusieurs  oot  s«rn 
de  point  de  départ  ù  des  ddm  on  si  ration*  de  la  loi  de  réciprocité. 

Kronecker.  —  Remarqtjc  faile  au  sujet  de  la  damons irslîon  pré- 
cédcDiedc  M.  ScheriDg.  (i  17-1 18). 

M.  Kronecker  fait  suivre  U  démonstretioa  de  M.  Scliering   d'uoe   noarellc 

maniil-rir  de  pn^pnler  la  d^monslraliin  qu'il  a  donnée  dnns  la  séance  du  u  juin 
1870,  de  la  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques  d'après  la  troisième  dé- 
monslralion  de  Gauss. 

m  et  n  désignant  des  entiers  positifs  impairs  quelconques,  et  h,  h',  h'  de 
entiers  positirs  plus  petits  que  —  >  on  a  pour  tout  nombre  A*  un  nombre  k',  tel 

«(3A'-.)i.E(-.)l''^'^i(aA'-.)    (modm), 

de  a  et  plus  petit  que  a. 


qui  est  un  nombre /wiiV,  on  peut,  en  posant  A  =  î/t°— 1  lorsque  \'o 
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meltre  la  congruence  précédente  sous  la  forme 

nh 

/i(2/i«-i)==(aA'— i)(— 1)1 
ou  encore 


f-1 

/i(2/i»— i)  ==(aA'— i)(— OLwJ        (mod/n) 


n  — 1 

s 


/i(a/i«-i)-(aA'-i)5gn  JJ(^^-^y 

Prenons  successivement,  pour  A,  les  nombres  i,  2,  ...,  — ; —  et  faisons  le 

produit  des congruences  ainsi  obtenues.  Si  m  est  un  nombre  premier,  on 

aura,  en  supprimant  dans  les  deux  membres  le  facteur  commun,  pour  le  sym- 
bole (  —  )  de  Lcgendre,  la  relation 


d*où  résulte  immédiatement  la  loi  de  réciprocité. 

Rôntgen,  —  Recherches  sur  l'action  électromagnétique  de  la  po- 
larisation diélectrique.  (igS-igS). 

Kronecker,  —  Sur  la  fonction  arithmétique  R(a).  (SSS-Sgô). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Kronecker  se  propose  de  mettre  bien  en  évidence  les 
rapports  qui  ont  lieu  entre  celles  des  démonstrations  du  théorème  de  récipro- 
cité des  restes  quadratiques  qui  se  basent  sur  le  lemme  de  Gauss.  A  cet  effet, 
il  ramène  ces  différentes  démonstrations  aux  diverses  propriétés  fondamentales 
de  \^  fonction  arithmétique  R(a).  J'ai  rappelé  dans  l'analyse  du  précédent 
Mémoire  la  définition  de  R(a)  ainsi  que  celle  de  sgn(a)  et  celle  de  sgn[a]. 

D'après  le  lemme  de  Gauss,  on  a 

n  —  \ 


("^)-«-n«(T^) 


m-l 
S 


A  =  l 


où  m  et  n  sont  des  nombres  premiers  et  où  (  —  )  '  (  —  )  sont  les  symboles  de 

Legendre. 

Pour  démontrer  le  théorème  de  réciprocité  des  restes  quadratiques,  il  suffit 


n 
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1 

■               .Inn.  Ac  ^hmi>r> 

■  00"!  irUiiun  rir-iproiiur  cnlrc  Ira  deus  signes 

V 

cl 

1 

\  en  rITcl.  M. 

n  K>ni  <li:nt  f  mi' 

n  impairs  premier»  reUtifs  qucIcoatpiFs,  1e  nombre  <l 

wmrt 

le*  Ti. 

ûU*  =  i.ï.  .... 

— j —  eli  =  1,  1,  .,..  — — .  n'est  im^ir  que  lorsqu 
m^n^-,.        (raodi); 

el'oaa 

dtot  tout  autrv  ca»  m  nombre  m  pair. 

La  pn-mifn  ilr«  tivis  ilémuosuaiioDS  de  M.  Krooecker  »t  U  plua  simple  au 
potBI  d«  *uf  de  la  /orme.  I^llc  se  base  sur  l'Équilion                                             _  i 

*gBK(n)  =  îS.if[(5-a), 

« 

o«  la  qaMUiU  a 

calibra  MirmHi 

rat  Mpp<»«e  positiTB  et  ob  le  prodoit  e»l  éteado   aui 
resde  l'indiee  y.  p  ^.,  i.  ....  fJ-ïJ.  C'est  au   fond  v 

*alein 

plilii'jlii'n  lit  U  troisième  démonstration  de  Gauss. 

Si  l'on  ne  s'attarhe  pas  à  la  simplieité  de  la  forme,  mais  bien  à  la  sîmplieité 
des  proposition!  dont  on  (ait  usage,  la  seconde  des  trois  démoostrations  de 
M.  Kroneeker  est  i  roup  sur  la  plus  simple  que  l'on  puisse  concevoir.  Elle  « 
tusr  uHii/ufiHfnl  sur  les  relations  éyidentes 

R(n-ri)  =  R(a). 


a  de  Gauss,  donnée  à  l'aide  dnsjm- 


(t><t  ju  l'ond  la  cmquièmr  démonstr^ 
oli-  It. 
V>4nl  de  .(.mner  U   Iroisi^i 
lAlujIiou  rttipro»iur  entre  Ie«  deni  fon 

K(Ab)        et        R(iv). 

^•^^  i-  et  a-  >oni  deui  iiuaniitè<  rrelles  posilive*  réciproque»   quclconqai 


lirr  h  eorrcspoud  u 
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Appliquons  ce  résultat  au  cas  où  t'  =  —  et  par  suite  tv  =  —  »  m  et  /i  étant 
des  entiers  quelconques  et,  par  exemple,  m  <  /t.  A  chacun  des  entiers 

h  —  '^  —  ' 


1 

a 


correspondra  un  des  nombres 

.  _  /t  — ' 

tel  que  Ton  ait 

Cest  de  cette  équation  réciproque  et  de  relations  qui  se  déduisent  immédia- 
tement  de  la  définition  de  la  fonction  R  que  Ton  fait  uniquement  usage  dans 
cette  troisième  démonstration.  Il  est  intéressant  de  constater  que  cette  troi- 
sième démonstration  est  au  fond  identique  à  celle  de  M.  Zeller  {Monatsberichte, 
187a),  et  ne  diffère  pas  non  plus  essentiellement  de  la  démonstration  de 
M.  Petersen  {American  Journal  of  Afaihematics,  t.  II,  1879).  Mais,  présentée 
à  l'aide  de  la  fonction  arithmétique  R,  on  aperçoit  nettement  qu'elle  consiste  au 

fond,  pour  m  <  /i,  à  ne  pas  considérer  simultanément  tous  les  restes  Rf —  u 

mais  au  contraire  à  considérer  d^abord,  à  part,  ceux  des  restes  H(  — j  qui 
sont  liés  aux  restes  R  f  —  )  par  l'équation  réciproque 


m 


«(S)-«"(?)=- 


et  de  grouper  ensuite^  deux  à  deux,  les  autres  restes  R  l  —  V  Les  signes  se  dé- 
terminent à  l'aide  des  relations  mentionnées  tout  à  l'heure,  qui  se  déduisent 
immédiatement  de  la  définition  de  la  fonction  arithmétique  R. 

Après  avoir  donné  cette  vue  d'ensemble  sur  les  démonstrations  de  la  loi  de  ré- 
ciprocité des  restes  quadratiques  qui  se  basent  sur  le  lemme  de  Gauss,  après 
avoir  mis  à  nu  le  mécanisme  de  ces  démonstrations  par  l'emploi  judicieux  de 
la  fonction  arithmétique  R(â7),  M.  Kronecker  montre  que  le  théorème  de  réci- 
procité des  restes  quadratiques  peut  également  être  facilement  ramené  à  la  dé- 
monstration d'un  simple  théorème  de  multiplication  concernant  une  certaine 
fonction  arithmétique  6  (m,  n)  de  deux  entiers  impairs  m  et  /i,  premiers  relatifs, 
d'ailleurs  positifs  ou  négatifs.  Mais  la  démonstration  directe  de  ce  théorème  de 
multiplication  lui  échappe  encore. 

Enfin,  dans  le  courant  de  ses  démonstrations,  M.  Kronecker  donne  aussi  des 
représentations  analytiques  très  intéressantes  de  fonctions  arithmétiques,  basées 
sur  la  représentation  de  la  fonction  arithmétique  R(a)  par  la  série 


ae 


sina  niaT. 

y 


fUTZ 

m  =1 
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le  casR(a)  = excepté.  En  voici  un  exemple.  On  a 

m— 1  m  — I 

Il  est  naturel  que  la  fonction  arithmétique  R  soit  rinstrunnent  choisi  par 
M.  Kronecker  dans  cet  ordre  de  recherches  arithmétiques.  C'est  en  effet  R(-) 

qui  est  l'invariant  arithmétique,  tout  comme  tang  — ^  est  l'invariant  analytique, 
de  tous  les  entiers  k  congrus  suivant  le  module  n,  de  sorte  que  la  congruence 

k^  k'       (  mod  n  ) 

peut  être  remplacée  entièrement  par  l'égalité 

tout  aussi  bien  que  par  Tégalité 

Ar       .        k'T. 

tang  —  =  tang 

^  n  n 

C'est  par  cette  remarque  fondamentale  que  M.  Kronecker  commence  son 
Mémoire. 

Ilôlder.  —  Sur  une  nouvelle  condition  suffisante  pour  qu'une 
fonction  puisse  être  représentée  par  une  série  de  Fourier.  (419- 

434). 

Soitx  une  variable  réelle,  cl  y  =/{x)  une  fonction  de  x  définie  univoque- 
ment  et  continue  dans  l'intervalle 

a<x<b. 

Considérons  une  suite  de  points  A,,  A^,  ...,  A^^,  situes  sur  le  lieu  des  points 
y  =/(x);  soient  rt,,a^,  ...,  a^^,  les  abscisses  de  ces  points;  nous  supposons 
que  les  points  ont  clé  désignés  de  manière  que  les  différences  de  leurs  abscisses 

soient  des  quantités  positives. 

Désignons  par  s^,  le  nombre  positif  qui  mesure  l'aire  du  segment  limité  par  le 
lieu  y  =  /(x)  de  A^  à  A  et  la  corde  A  A  .Alors,  quelle  que  soit  la  fonction 
/{x),  5^,  sera  toujours  égal  au  produit  de  A^  et  d'un  nombre  qui  devient  infi- 
niment petit  en  même  temps  que  A,.  Il  peut  arriver,  pour  certaines  fonctions 
f{x),  que  la  limite  de  lu  somme 
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soit,  en  outre,  nuliej  lorsque,  fixant  A,  et  A^^,,  on  diminue  indéfiniment  les 
nombres  A  .  Dans  ce  cas  la  fonction /(a?)  peut  être  représentée,  pour  chaque 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  par  la  série  de  Fourier 

V  =1      " 

Ce  théorème  a  d'abord  été  énoncé  par  M.  Weierstrass. 

Si  la  fonction^  =  f(x)  n*est  pas  continue,  mais  admet  cependant  une  inté- 
grale, on  a,  sous  certaines  restrictions,  un  théorème  analogue. 

Supposons  que,  dans  l'hypothèse  faite  maintenant  pour  y  =/(â7),  la  même 
somme  que  tout  à  l'heure 

reste,  pour  a,  et  a^^i  invariables,  toujours  plus  petite  qu'un  certain  nombre 
déterminé;  l'expression  considérée  admet  alors  une  limite  finie  d'indétermina- 
tion pour  les  A  infiniment  petits.  Supposons  aussi  que,  si  l'on  fait  tendre  l'in- 
tervalle dtCir+t  ^^^^  ^^  point  déterminé  x^  compris  dans  cet  intervalle,  cette 
limite  finie  d'indétermination  diminue  indéfiniment.  Alors  la  série  de  Fourier 
est  convergente  pour  x  =  x^,  sa  somme  est  égale  ^ /{x^)  eix„  est  un  point  où 
la  fonction  est  continue. 
En  supposant  en  outre  que  la  somme 


2è 


reste  toujours  plus  petite  qu'un  nombre  déterminé,  quel  que  soit  le  choix  pri- 
mitif des  points  a,,  a,,  ...  dans  l'intervalle  considéré,  M.  Hôlder  démontre  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

«  1.  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  écrite  plus  haut  oscille, 
pour  chaque  valeur  déterminée  de  Xy  entre  des  limites  finies,  et  il  n'y  a  alors 
qu'un  nombre  fini  m^  de  points  pour  lesquels  les  limites  d'indétermination  de 
la  série  de  Fourier  différent  «oit  l'une  de  l'autre,  soit  de /(a?),  d'une  quantité 
plus  grande  qu'un  nombre  6  donné  arbitrairement.  » 

»  2.  La  série  de  Fourier  converge  pour  chaque  valeur  de  x  pour  laquelle  on 
obtient  pour  l'expression 

lim  ^[/(a:-f-a)  -4-/(a?  — a)] 

une  valeur  finie  et  déterminée,  et  cette  limite  représente  alors  la  valeur  de  la 
série.  » 

Les  fonctions  à  oscillations  limitées  considérées  par  M.  Jordan  dans  le 
tome  XCII  des  Comptes  rendus  rentrent  dans  le  critérium  donné  par  .M.  Hôlder. 


i3j  seconde  partie. 


a*  semestre,  i885. 


Weierstrass,  —  Sur  la  représentation  analytique  des  fonciions 
dites  arbitraires  d'une  variable  réelle.  (Premier  Mémoire.) 

(633-639). 

Soit  /{x)  une  fonction  qui,  pour  chaque  valeur  réelle  de  la  variables,  est 
univoque,  finie,  continue  et  dont  la  valeur  absolue  reste  plus  petite  qu'ose 
quantité  finie  donnée;  /{x)  sera  dite  /onction  arbitraire  de  x. 

On  sait  que  Ton  peut  toujours  représenter /(a;)  par  une  limite  d*aDe  inté- 
grale définie  de  la  manière  suivante  : 

/(ar)  =  Iim    -^   H f{u)e''\'*^)  du\. 

Dans  cette  expression  u  est  une  variable  réelle  et  k  une  quantité  positifc 
indépendante  de  x  et  de  u. 

M.  Weierstrass  généralise  ce  théorème,  en  démontrant  que  Ton  peut  aussi 
représenter /(â?)  par  la  limite 

où  "^{x)  est  une  fonction  quelconque  jouissant  des  mêmes  propriétés  que 
/{x)  et,  en  outre,  des  suivantes  :  "^{x)  est  une  fonction  paire,  4'('^)  ^^ 
change  pas  de  signe,  et  l'intégrale 

tù  =1  j     'i^{x)  dx 

u  une  valeur  finie.  Pour  ^{x)  —  e~'*,  ou  retombe  sur  le  premier  théorème. 

En  choisissant  convenablement  lu  fonction  ^{x)j  on  peut  tirer  de  ce  théo- 
rème des  conséquences  remarquables. 

I.  Prenons,  pour  ^{x)^  une  fonction  transcendante  entière,  telle  que  U 
fonction 


_i_/y,„„(^)... 


(jue  nous  en  déduisons  et  que  nous  désignerons  par 

F(x,  A), 

soit  dcvcloppabic  en  une  série  entière  uniforménicnl  convergente  de  x  pour 
toute  valeur  déterminée  que  l'on  donne  à  A.  U  y  a  une  inlinité  de  fonction* 
Iraiisccndanlcs  entières  ^{x)  pour  lesquelles  cela  a  lieu.  On  peut  d(>nc  rcprè- 
seiiler,  d'une  infinité  de  manières,  la  fonction  arbitraire  J{x)  par  la  limite, 
pour  A  —  o,  d'une  fonction  IransceniKinte  entière  de  x  (|ui  contient  un  para- 
mètre  positif  A. 
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II.  Si  la  variable  réelle  x  est  limitée  à  un  intervalle  fini  et  si  Ton  fixe  une 
quantité  positive  quelconque  8,  on  peut,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
trouver  une  fonction  rationnelle  entière  G(ar),  telle  que,  si  l'on  fait  varier  x 
dans  l'intervalle  fini  considéré,  la  valeur  absolue  de  la  différence 

f{x)^0{x) 
reste  plus  petite  que  6. 

Il  suffit,  pour  établir  ce  second  théorème,  de  prendre  pour  ^{x)  certaines 
fonctions  transcendantes  entières  sans  que  la  fonction  qui  en  résulte  pour 
F(:r,  Ar)  soit  nécessairement  entière. 

11  est  ainsi  établi  en  toute  rigueur  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles 
entières  qui  difi'èrent,  aussi  peu  que  Ton  veut,  d'une  fonction  arbitraire  donnée 
f{x)  en  tous  les  points  d'un  intervalle  réel  fini,  arbitrairement  fixé.  On  peut 
aussi  chercher  à  déterminer  ces  fonctions  rationnelles  entières  devant  servir  de 
fonctions  approchées  pour /(a?).  On  obtient  alors,  pour  toute  quantité  posi- 
tive 6,  une  quantité  A'  et  un  nombre  entier  n  pour  lesquels  la  valeur  absolue 
de  la  différence 


/(-)-2-|vTi^./.  /<*")^^'^"|-- 


est  plus  petite  que  6.  Mais,  lorsqu'on  fait  décroître  8  indéfiniment,  A*  décroît 
aussi  indéfiniment  et  l'on  ne  voit  pas,  dans  l'expression  précédente  si  le  coef- 
ficient de  x"  reste  fini.  Or  cette  condition  est  tout  à  fait  indispensable  pour 
que  la  somme  que  nous  retranchons  de /(a?)  puisse,  dans  la  pratique,  nous 
servir  de  fonction  approchée  de  f{x)  pour  une  valeur  de  6  aussi  petite  que 
Ton  veut.  Il  reste  donc  un  point  important  à  élucider.  Ce  sera  en  partie  l'objet 
d'un  second  Mémoire. 

III.  Chaque  fonction  arbitraire /(^)  peut  être  représentée  d'une  infinité  de 
manières  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  entières 
de  Xy  cette  série  étant  absolument  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  x  et 
uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  fini  dans  lequel  on  considère  la 
variable  x, 

Kronecker.  —  Sur  l'intégrale  de  Dirichlet.  (64i-665). 

Soient  x  une  variable  réelle  variant  de  o  k\ti  f^{x)  une  fonction  univoque, 

réelle,  intégrable,  toujours  plus  petite  en  valeur  absolue  qu'une  quantité  finie 

déterminée,  et  telle  que 

lim/,(a?)  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  \cl  af*  deux  quantités  positives  déterminées  quelconques, 
on  démontre  que 

lini    /     f^{9x)sim:xd\o^x  =  o', 

d'où  l'on  conclut  ({uc,  si  l'on  peut  démontrer  que  la  limite 

lirn    /       /.(j:)  siii -^-f/lo| 


^1 


»K^ 


■  3j 

■ 

SECONDE 

l'AIlTIE. 

^H 

CM  nulle,  Il  ea  rc 

ullc  ijUB  l'rin  u  missi 

^^^^H 

(') 

in, //.<.)  .in 

:^di.ji  =  ., 

^^1 

riC  l'inlégralc  est  étend 

n'a|ir*«  ce  ihéoriimf 
que  l'on  il.  imr  i^xcrufil 

uc  )  une  partie 
il  tu/fil,  p.>ur 

çueleomiue  de  riiUrmlle  (o \)            ' 

a*moniwr  l'équaiion  [1),  de  momrer            , 

1 

r.X>-'"" 

^rflogj:  =  . 

1 

""■  "  1"'  rcïicn 

"i'oî 

x).m!^dkj 

.-.     1 

Or  celle  demie 

reCi]a 

atioD  e«t  manireotcnii-nt  ïWri'-i; 

lorsque  l'int-igrale 

■h 

.0-" 

)  d  l.gi 

W              rë,..u..  (I)  ai 
■                  p.  <|>iato(>i;  iHe 

plpour  unciuan 

•onvergenir.  VoMi   Jonc  une  cunditic 
li«u.  (CfUii/xireJ  P.  Da  Buis-Reym 
0 
(1)  a  aussi  lieu  dc9  que  IVin  a,  pour 

ilé  iguckonque  x^. 

n   satïtsaDtc    pour  que 
ml.    Complet  ftit'it. 

n  entier  (iiielcoaqne  m 

V  (-i)'?(îH-oA)dcc 


ou,  ce  qui  est  équivalenl,  dès  que  l'on  a 

(II)  ijm__lim_hm|'.2]<-')' !'"  +  ''■)  ■<«>"■»"». 

ail  Ton  a  écrit  pour  abréger  ç(ar)  =  =^^''  «ù  [a|  est  l'enlier  1c  plus  voisin 
de  a  cl  plus  petit  que  a,  et  où  le  premier  et  te  deroier  terme  de  la  somme 
indiquée  ^  sont  à  multiplier  par  le  facteur  -■  Celte  dernière  condilioa  snffi- 


-r(-r)  +  [r(-i^>-r(-i^  +  ')]sin-:^ 
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X  variant  de  (sm  +  1)7  à  x^,  autour  de  la  courbe 

devient  toujours  plus  étroit  lorsque  9  diminue  indéfiniment,  de  manière  que 
l'aire  algébrique  totale  comprise  entre  les  deux  courbes  devienne  plus  petite 
que  toute  quantité  donnée. 

On  ramène  d'ailleurs  au  cas  considéré  jusqu'ici  celui  où,  au  lieu  de  la  fonc- 
tion/,(a?),  on  a  une  fonction  /(a?)  jouissant  des  mêmes  propriétés  que/,(a?), 

sauf  que 

lim/(a:)=/(o), 

x  =  0 

où/(o)  est  une  quantité  finie  déterminée,  en  général  différente  de  zéro.  Il 
vient  alors,  au  lieu  de  (I),  cette  autre  équation  qui  comprend  (I), 

lim    //(a?)  sin — c/ loga?  = -/(o). 

Nous  arrivons  maintenant  à  montrer  que  la  condition 
(III)  lim     lim    lim  1  a  ^  (— i)*  ç(aa?  h- aA)  I  =  o, 

j|-«=0  m  =  aD  9  =  0  I     J^  I 

L  (A)  J 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  que  la  condition 

Iim     uni    lim    >   (— i)*ï^^^^ r =0, 

(A) 

m<-(/i  — i)<r~l,         o<a:<i 
-  2  ^  '  ~  Laa  J  -     - 

est  suffisante  pour  que  l'équation  (I)  ait  lieu.  En  effet,  si  l'équation  (III)  a 
lieu,  l'équation  (II)  est  manifestement  vérifiée. 

Cette  condition  (III)  est  plus  générale  que  celles  que  Ton  connaissait  jus- 
qu'ici. Nous  en  déduisons  d'abord  le  théorème  général  suivant  : 

a  IV.  Pour  conclure  que,  pour  toute  quantité  x'  plus  petite  que  X,  on  a 

lim     /      /(a?)  sintva:'::  c/ loga?  =  ^/(o), 

il  suffit  de  montrer  que  Ton  peut  trouver  un  entier  positif  N  et  deux  quan- 
tités 9^,  x^,  de  manière  que  la  valeur  absolue  de  la  série 

f{9X  -h9)  -h/((TJ7-+-  2  9)  — /(aa?  -+-  39)  -+-.. . 

-1-/(90?+  2/'9) /(9a?H-  2r9  H-  9), 

(o<  j:<i) 

soi*,  plus  petite  que  N  pour  tout  9  plus  petit  que  9^  et  pour  tout  r  plus  petit 

x^ 
que  —  • 

^  29 
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•Ira  dM  Irliflitlrt  dont  le<  lomnieu  tncoaûr*  lOQt  d 


't  |iar  Im  ordonnée! 

/(»*  +  « 


9),   /(aa:  +  ï«Aï,   /(sx  +  js**  e). 


dUUJR  p*r  !•,  r'nt't-itira  par  la  projection  dr  chacnn  dr  ces  triangles  sot 
l'aie  ilM  abui*Mi.  rente  inférieure  li  une  limite  finie  et  dètertniB^- 

Olle  cnndilion  IV,  ilunc  kumÎ  \a  condition  III  dont  elle  est  d^Dîte.  com- 
prend rrlle  que  L^eune-Dirichlet  aviil  suppavéc  ïroit  lien  dans  le  ptemifr 
Mémoire  qu'il  ■  publiA  >ur  ce  lujet  (  Crelle,  t.  4 }. 

Ollft  mttat  condilian  lY,  dnnc  uhmi  U  condition  III.  comprend  égilcmeni 
el  celle  de  M.  Weicntraui  et  r«lle  p1u«  générale  que  M.  Hûlder  en  n  tirée  (  Si(- 
Mungtbtrkkle,  iSB^,  premier  semestre)  et,  pur  suite,  celle  de  M.  Camille  Jordan 
(Compta*  rrndu*.  ii^Si). 

I.«  cnndilian  III  comprend  humI  celle  que  M.  Lipschit*  a  donnée  dans  le 
lome  G3  du  Journal  d«  Crtlle. 

M.  KTi>Dcck«r  te  démontre.  PuU  11  déduit  de  ses  formules  générales  d'auua 
r^onditlont  qui  tont  également  nufriaantes. 

Il  trouve  ainil  qu'il  suini  de  détnuntrer  que  la  timiie 


lim 


■.S'-"'^^ 


>h) 


Il  étendue  nui  entiers  A  teli  que 


ii^ni  lorsque  m  aufmcntc  indéliniment  et  lorsque  x"  dimi 
onr  t'iir  t-erlain  que  l'équation  (l)  conceruaDt  la  fonctio 

l'UMiilc  ilirrclrmfiit  ce  résultat  important. 

Ilénéralise  encore  les  rondiiions  précédentes  en  ir  reliant  i 


niiurni  f 


.  au  lien  de  faire  eroltrv  at  ia^fr 
Il  ces  deux  qnaotilê»  i  ■dépcadance: 


ndrlïnimenl  en  laissai 

M,  Ko'neiVrr  n'a  |vts  eii,-,iTe  comparé  entièreoieat  i  son  ariiérian  puerai. 
iTllil  iK>»ni-  (wr  «,  t  K>M-I>i»i  nSSO.  H  il  ne  »il  pas  ^  l«sraMlîÛ0K' iuoB^e» 
(Ml-  M.  V.  I>n  IV>ia-Kr\«ti>«d  .tan?  le  prenier  Ckapiue  de  sna  Ovnazc  :  ('m- 
h'i^xwi'AHHjC*^  okrr  .(te  t\H>yr^ai  uinl  /Iti-v^nu  der  F^mrirr^eJUii  Dur~ 
tlrtlimiii/'-ymti^.  jv-ur  tyrf.iw«  fiwc lin»*  paTtinlières  /^  j  l.  suât  us  ar  ^uoi 


kr-isnHLrT-  p 
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que  l'on  ait 

lim     /      /(:r)  sinw^ri:  c?  logj:  —  -  r/(o) 

contient  moins  de  restrictions  pour  la  fonction  /{x)  que  celles  que  l'on  a 
données  jusqu'ici,  et  elle  comprend  la  plupart  de  ces  dernières,  tout  en  n'étant 
guère  plus  compliquée. 

II  est  d'ailleurs  manifeste  que  toutes  ces  conditions  peuvent  cire  transformées 
en  conditions  pour  le  développement  d'une  fonction  en  série  de  Fourier. 

Kronecker.  —   Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (suite). 

(761-784). 

Soit  L(ao,  Cp)  une  fonction  définie  par  la  limite 

lim  j—  -  -+-7  [iT.{n.m*  +  b^^mn  -¥  c^n^)]-'-^\. 
Ù--Q  )        9        ^^  i 


où 


et  où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  couples  d'entiers  m,  /i,  excepté  le 
couple  o,  o. 

M.  Kronecker  commence  par  montrer  que  cette  limite  a  une  valeur  finie, 
quelles  que  soient  les  quantités  positives  réelles  a^,  c„. 

Il  envisage  ensuite  le  cas  important  où  l'on  a 

a^:à„:c^  =  a:b:c, 
a,  bf  c  étant  des  nombres  entiers^  n  et  c  positifs.  Posons  alors 

n-a,\/Â,        b  =  b^^%        c  =  c„\^, 
d'où 

A  =  /|  rtc  —  ô'  >  I  : 

prenons  ^  positif  et  posons  ensuite 

—  ^  -+-  h/IÎ  b  -4-  iyl 

'  ac  *  ic 

Nous  obtiendrons  d'abord,  en  faisant  usage  des  résultats  obtenus  dans  la 
Communication  précédente  de  M.  Kronecker  sur  les  fonctions  elliptiques  {Sit- 
zungsberichte,  i883),  des  formules  de  transformation  pour  les  fonctions  A  et 
logA  qui  y  sont  définies.  Puis,  combinant  ces  formules  de  transformation  avec 
celle-ci 

lim   >   [2r,{a  m*  -h  b^mn  -h  CoW» )]-*-?  =  i, 

qui  résulte  de  ce  que  la  limite  qui  définit  L(a^,c,)  est  finie,  et  introduisant 
un  second  système  de  quantités 

a\    b\    c' 

analogues  k  a^  b,  c  et  telles  que  l'on  ait 

4a'c'— 6'»  =  A  =  \ac  —  b\ 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XIII.  (Septembre  1889.)         H.ia 
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t  piTf  i, 
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l<.t-.:(&'......-    .&'....«■    II"'. 

■âl 

e  function  de  u<,,  ii<,  et  reproscnlons  alor 


e.  à  i'aifle  de  lëqualion  (I),  que  la  différence 

valeur  pour  toutes  les  formes  quadratiques  (a,  b,  c)  à  discrimi- 

te  dilTiireucc  peut  donc  £lrc  désignée  par 


it/oncfa/nenfdf  qui  correspond  au  discrîminanl.  —  i. 

Mais  on  peut  calculer  direciement  cette  fonction  M{A„)  en  remplaçant  daos 

l'équation  (I)  la  forme  (a', i',c')  successivement  par  les  formes 


qui  représentent  cUarunc  une  des  K  classes  du  discriminant  fondamental  — i,. 
el  en   ajoutant    les  équations    ainsi  obtenues;    après  diverses    transformation' 
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importaotes  où  il  est  fait  usage  de  la  définition  de  L{a^jC^)  et  d'une  équation 

que  Ton  obtient  en  discutant  le  nombre  des  solutions  (mod4A)  de  la  con- 

gruence 

,  B»=-.A„     (mod4A), 

il  vient 


/  =  [ 


-C  +  log 


là  \ir)  Ti 


où  C  est  une  constante  d'Euler  et  où  [         "  )  est  le  symbole  de  Lcgendrc. 
On  a  ainsi  mis,  dans  le  cas  considéré»  la  fonction  L{a^yC^)  sous  la  forme 

où  le  second  membre  est  donné  par  ce  qui  précède. 

M.  Kronecker  établit  maintenant  une  suite  de  formules  remarquables,  parmi 
lesquelles  je  cite  d  abord  l'équation  fondamentale 


gTS2(î;)(l)-"(¥ -¥)"'-• 


(H) 


'A,.Âr,  r„r, 


) 


»  a,  b,c.  m,n 


■+■  bmn  ■+-  en*). 


Dans  cette  équation  D,  et  D,  sont  deux  discriminants  fondamentaux  quel- 
conques, c'est-à-dire  deux  nombres  entiers  qui  sont  chacun  ou  bien  impair  et 
alors  congru  à  i  (mod4);Ou  bien  le  quadruple  d'un  nombre  impair  et  alors 
congru  à  —4  (modi6),  ou  bien  huit  fois  un  nombre  impair;  ce  nombre 
impair  n'ayant  dans  tous  les  cas  que  des  facteurs  premiers  inégaux. 

De  plus,  D,  est  négatif  et  D,  est  positif:  D  =  D,  D,. 

PourD,  =  — 3,  on  doit  prendre  t— G;  pour  D,  —  —  4>  on  doit  prendre 
T  =  4;  pour  D,  <  —  4>  on  doit  prendre  t  =  j. 

La  première  somme  est  à  effectuer  j)ar  rapport  à  A',  —  i ,  3,  5,  . . . ,  —  i  D,  —  i 
et  A',  =  1 ,  3,  5,  . . . ,  2  n,  —  I . 

La  deuxième  somme  est  à  elfectuer  par  rapport  à  tous  les  entiers  positifs  r, 
et  tous  les  entiers  positifs  r,. 

La  dernière  somme  est  à  effectuer  pour  tous  les  couples  d'entiers  positifs  et 
négatifs  (m,/i),  excepté  le  couple  (o,  o). 

Enfin,  pour  (a,  b,  c),  il  faut  prendre  successivement  des  formes  représentant 
toutes  les  classes  différentes  à  discriminant  I)  pour  lesquelles  a  est  premier 
relatif  à  D. 

Si  l'on  pose 

l''(/0  -[•-  (  -OMv-- 


ijn  SKCUNDF,  l'ARTIK. 

les  deux  meinbr«s  il«  t'^uilioii  précidtnie  «ost  oinvurgcnls  [arM)oe  4  Mt  une 
quantité  réelle  ou  imas'niiire  dont  l«  v»lciirabMlue  eut  plu*  pelitc  que  l'oolii». 
On  diduil  nioai  de  l'éifuiliu»  fuDdfrnrniiilo  11,  nomnir  /-.a»  parti>ult<rr,  ctiu 
nuire  fquktivn  iini  «l  tout  h  fuit  rcmitriiiiublF 

*■•*■         ''\D,r'\o.}  '^"■^     "■'" 

oùX,=  i,3,  s ~D,-i:  *,  =  !,  3,  S.  ...,  n,-i;  m   ei   n    snnl    looslis 

couples  d'entieri  poiiliâ  et  niRaliri  pourlsiquels  an'-t-  bmn  -t-  en'  c»t  imjiiiin, 
Cl  3,.  d,  sont  lu  deui  fonction* 

».(*)=    2]   (-ïl-co^nsit. 

3,(-)-'/'     N]    (-il-7-'-sm(î"-i-.ï--K- 


incmlire  rsl  une  série  de  Causa  grni-ralïsée.  Poiont  en  cITet  D  =  1  el  celte 
somme  double  se  réduit  y  ane  série  de  Gausï  dans  Inijurttc  la  fonction  liitut 
est  remplacée  fit  lu  fittirtion  tiniu  amplitude,  iiaaa  ce  ca«  particulier  et 
loraqae  —  7  D,  est  un  nombre  premier  de  la  forme  jn  -1-  3,  ia  farmule  m  est 
identique  A  une  formule  f|uc  I.ejcunc-Diricbtet  avait  communiquée  i  M.  Kro- 

Si  iiuiiii  divisons  les  deux  membres  de  l'équation  III  par  q  et  si  nous  inté- 
grons ensuite  par  rapport  à  q  depuis  i}=o,  nous  obtenons  dans  le  serood 
membre  une  série  dont  la  limite  pour  q  =  i  s'ciprime  par  des  fonctions  cir- 
culaires et  s'eiprime  aussi,  chose  étrange,  par  des  fonctions  elliptiques  à  mo- 
dules singuliers.  De  plus,  multipliée  par  ;;  \^b,  cette  limite  est  égale  an  loga- 
rillime  d'une  unilt  de  la  forme 


de  sorte  que  finalement  l'intégrale  prise  entre  tes  lîmitet  o  e 
de  Gauii  généralisée,  s'exprime  par  te  togarilkme  d'une  uni 

t  +  u  i/'ÏT,. 


I  de  ta  lérit 
i  de  ta  forme 


n(.^-"?)-(ï>(^) 


(=■) 
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{comparez  Kronecker,  Afonatsberichte,  janvier  i863),  qui  donne  une  relation 
entre  des  nombres  provenant  delà  théorie  des  fonctions  circulaires  et  des  nom- 
bres provenant  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  retrouverons  la  suite  de  ces  profondes  recherches  de  M.  Kronecker 
dans  les  Sitzungsberichte  de  1886. 

Kronecker,  —  Sur  le  théorème  de  Cauchy.  (783-787). 

Cette  démonstration  semble  à  M.  Kronecker  préférable  au  point  de  vue  de 
l'enseignement  à  celle  qu'il  a  donnée  dans  les  Monatsberichte  de  juillet  1880. 

«  Théorème,  —  Supposons  que  la  fonction  /{x^y)  des  deux  variables  réelles 
X  Qi  y  ait  des  dérivées  premières  et  secondes  univoques  et  finies  dans  tout  un 
domaine  limité  par  une  courbe  donnée.  L'intégrale 

fdf{x,y). 

prise  le  long  de  cette  courbe,  est  alors  nulle  et  la  fonction /(a?,  ^)  est,  par 
suite,  univoque  dans  le  domaine  considéré.  » 

Démonstration.  —  Comme  dans  le  domaine  considéré  les  secondes  dérivées 
de/(â7,y)  sont  supposées  finies,  il  est  certain  que  si,  partant  de  l'intérieur  du 
domaine,  nous  nous  approchons  du  contour,  les  valeurs  des  dérivées  premières 

-p-  et  -p  s'approchent  uniformément  des  valeurs  qu'elles  ont  sur  le  contour 

lui-même.  On  peut  donc,  pour  la  démonstration,  substituer  au  contour  curvi- 
ligne un  polygone  inscrit  dans  ce  contour  et,  comme  tout  polygone  peut  être 
décomposé  en  triangles  rectangles  ayant  les  côtés  de  Tangle  droit  parallèles 
aux  axes  coordonnés,  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  un  contour  formé 
par  un  tel  triangle  rectangle  quelconque. 
A  cet  effet,  il  suffit  d'effectuer  l'intégrale  double 


//- 


ôx  Oy 


d'une  part,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  x^  d'autre   part,  en    intégrant 
d'abord  par  rapport  à  y,  et  d'identifier  ensuite  les  résultats  ainsi  obtenus. 

Si  ($>Tl)»  (r»T'l)i  {.\'i'^\)  sont  les  trois  sommets  du  triangle  rectangle  consi- 
déré, l'hypoténuse  peut  être  représentée  par 

y-  t/4-  ^(t,  —  t,  )    ) 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  y  entre  les  limites  t,  et  tj'-h  f  (t;  —  V)  où 
/  =  ç ^  ;  puis  par  rapport  à  x  entre  les  limites  \  et  Ç'.  Nous  aurons  ainsi 

J  J        Ox  Oy 

^'^  1    ^_  f'yiaiiyi     ,x^  f'^yill^yn         ax. 

Intégrons  au  contraire  d'abord  par  rapport  à  x  entre  les  limites  ;'-+-  '(5  —  D 


ija                                       SKCONUE  l'AUTlE. 

■ 

r;l  S'  où  (  =   ^~*',;  puis  par  rapport  ti  y  cnlre  ks  limilfs  t,  et  r\ 

.  Som  lu- 

<>•- 

fin  a  donc,  en  égatanl  Ip»  ittc.oaû»  iniMnbrM  ilns  équations  (I)  ir 

i  lU), 

J^i'^s^L'^-IJl'^U^ 

-.('[■^L ...-*x:['^h^.. 

rfr=o. 

rqx^.i.,,  <,«c  r.,.,  p...U«rir= 

y"[rf/(x..vi!,=,+  /"    l'(/(J:.r)I,.-v+    /^       |rf/(J^.>')l^ 

«ji-ïi=^^™ 

Miis  le  pretiik-r  niumbre  rst  visilileiiient  <'f;»1  A  l'iciK'gruIr 

"'""  P 

JdAx.y, 

ilenduc  aa  fionlour  reprdstnti^  par  le*  trois  cfll^s  du  triangle   c. 

nsidcré,  el  le 

Ihiorème  est  dÉmoiitri>. 

CùtvUaire.  —  L'inUgratc 

prise  le  long  d'un  contour  <|uelconque,  i:^\  nulle  lorsque  la  première  el  \* 
seconde  dcrivée  de  l-'(^  +  yi)  sont  partout  Unies  el  univoqucs  dans  l'iDlérieur 
ilu  contour.  tCn  effet,  la  partie  réelle  et  la  partie  purement  îaiaginaire  de  celte 
intégrale  sont  alors  nulles  -léparément. 

ïfeier.ifrass.  —  Sur  la  représenlalion  analytique    des   fonctions 

dites    arbitraires    d'une    variable    réelle.   (Second    Mémoire). 

(789-805). 

I.  Le  second  des  trois  tliéorénies  du  premier  Mémoire  peut  lïtre  énoncé  de 

Soient  a  et  ô  deux  quantités  positives  dont  la  première  peut  être  choisie 
aussi  grande  et  la  scrondc  aussi  petite  que  l'on  veut.  L'nc  fois  ces  quantités 
lixces,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  quantité  A  et  un  entier  n,  tels 
que  dans  l'intervalle  réel 


(- 


+-a), 


absolue  de  la  difTcrence 


/l.r,-  V  ç,(^)P.-.(x) 
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ne  soit  pas  plus  grande  que  ô.  Ici  les  P('')(x)  désignent  les  fonctions  sphéri- 
quei  et  Ton  a 

où 


La  fonction  rationnelle  entière  approchée  de  la  fonction  arbitraire  considérée 
est  ici  mise  sous  la  forme 

n 
v  =  o 


2 


clic  est  ordonnée  suivant  les  fonctions  sphériqucs  Pî*^(j:),  ce  qui  a  certains 
avantages  sur  la  forme  donnée  pour  cette  fonction  approchée  dans  le  premier 
Mémoire,  entre  autres  celui  de  lever  la  difficulté  dont  il  a  été  question  à 
propos  de  la  certitude  que  l'on  désire  avoir  de  pouvoir  former,  pour  tout  5 
même  quand  ô  diminue  indéfiniment,  une  fonction  rationnelle  entière  appro- 
chée dont  on  puisse  faire  usage  dans  la  pratique.  En  effet,  les  coefficients 
cp^(A)  des  fonctions  sphériqucs  se  présentent  sous  une  forme  qui  permet  de 
reconnaître  qu'ils  sont  des  fonctions  continues  du  paramètre  A',  et  qu'à  chacun 
d'eux  correspond  une  limite  qu'il  ne  dépasse  pas  en  valeur  absolue,  quel  que 
soit  X-,  tandis  que 

lim  ?v(^)  =  o 


\  =  a 


pour  chaque  valeur  déterminée  de  k. 

M.  Weierstrass  observe  ensuite  que,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  ce  second 
théorème,  on  peut  laisser  de  côté  la  condition  de  l'existence  d'une  limite  supé- 
rieure finie  pour  la  fonction /(  jr  )  et  que  l'on  peut  donc  appliquer  ce  théorème 
aux  fonctions  univoques/(j?)  dont  on  sait  seulement  qu'elles  ont  une  valeur 
finie  pour  toute  valeur  ree//e  yî/iie  de  la  variable  Xy  et  qu'elles  varient  d'une 
façon  continue  lorsque  la  variable  réelle  x  varie  d'une  façon  continue. 

Il  reste  à  étendre,  en  le  modifiant,  ce  théorème  aux  fonctions  univoques/(27) 
qui  ne  sont  pas  partout  continues.  Ce  sera  l'objet  d'un  troisième  Mémoire. 

II.  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  la  fonction  arbitraire  a  une 
période  ic,  de  sorte  que 

/(jr+  2c)=f{x). 

On  peut  alors  mettre  la  fonction 

qui  correspond  à/(.r),  sous  la  forme  d'une  série  de  Fourier  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  continues  du  paramètre  k,  savoir 

V{x.k)  =  A„-^i^?^^j^A„cos^j:-h  A«  sin  ^xj, 

n:~\ 


■               rj<                                                                                           ^^^^^H 

H                        *(y)  =  ^  |"4'('Of"s{i'")rf"-             ^^B 

^^^■_                         '^''^rc  f  ■^^'''  '                                 ^^1 

^^^^P                  ^^  ^  ^  /"/(■>')                       ^^M 

H                        Irl  ni»!  quolinn  sp  posp.  V  (ifiu-i.n  p»  loujouM  paswr  S  la  limita  en  potiii 
^B                     il  -  o  dan*  rhaeun  drs  iPTm»  de  l'ciproMiOD  que  nom  vcnooi  d'jcrire  pour 
■                     ffx.A)  ri  iibtcnlr  >ins< /(x  |?  iWa,  on  «■  le  peut  pa«.  Cir.cn  posant  l  =.. 
^L                   d>at  cliMCUD  <1«  lermra  de  K(  j-,  X),Mtie  fonclion  m  rMuil  ;> 

^K            A.,._|(..<„v-'-.-"->        ^ 

■  el  M-  l>aBl  d«  Hoii- «*}».<••  d  «  doaa^  an  cimplc  d-une  foDctinn   /(x)  <|iû. 

■  ^iit>>*4«  rtrifcâot  fe.  hjpt.lh»)«  failM  ici  |xiar  /(*>,  ae  pcai.  p»ur  uac  infi- 

■  nn.  Il  )  ■  donc  .locaioà  il  faul  d'abord  foraiPT  Ffj-.J)  «t  pui»  pas^  »  li 
V                    pr«MMr  IMaair»  fmt  ce»  IokI»» /(  x  >.  D  ofcliaK  ai.»  ]««  dem  Ibéorten 

r  ^K  ™il  c^'iïie  la  laaaiac  i.  m  pcat  trouver,  dune  iD6ailf 
r  -me  Je  FoarMT  (K}tmtr<l'mu  mombrr^fini  de  termes 


'■t. 


If  IK-  <■«•  U  >  j:t»r  i»»-]iK  Ar  ÎJ  Jti&rr»^  <»irr  la  (.<Mtia«  périodique  /(x)  d 
iVUs-  ■»<n'  ii;  (  .-«ntr  iK  Jrp.b4ic  î  p.j«r  «*:«•«  T^lear  rèe-lle  de  jr. 

\>i.  (sMit  »no;;ïv  :j  xaotï'a  Kt-sti-f».;  cva^airrre /,  x,  sons  U  forme  duBi 
^sris-  J^-«;  ,Sj^«»  i^  -.ftaii»  rs  n^  s;™;  it  r>«ner.  à  B^me  période  ïc  qol 
•\t  ',  vi«»v>.-  i**  3>m>r;  ia.  i-r  :.:ttik^  tlxtte  «crie,  ^ai  rcprneote  /(x).  «i 
^^^■J«■K■«;  .^-a.ïr*™*.-  ?«or  ^»«C•  »i(«r  ^  jrd  <fl«  e^  ■aifcnoéraent  ton 
(««vN»;^  iio.-  ".vue  Ji»;r«iiii;  ia.  ua?  bnfDit  'i*  CM«^*l(ir  la  i 
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donc,  en  désignant  par  ^^{j:^^)  la  fonction  de  Jacohi 

ârj(j;,  ^)i^i4-3<7  cos  2  j:  -h  iq*  cos'io:  -+-  27'  ros0.r  +. . ., 

on  obtient 

F(x,  k)  =  ^f^  Ax')  2r.  [^^^,  e-  Tt"  jrfx'. 

Fourier  avait  obtenu  exactement  la  même  intégrale,  en  cherchant  à  déterminer 
une  fonction  9  de  deux  variables  réelles  jt  el  t  qui  : 

!•  Vérifie  l'équation  différentielle 

àt   ~  ^fW'' 

où  {j.  est  une  constante  positive; 

2"  Soit  périodique  et  admette  une  quantité  donnée  2c  comme  période; 

3"  Soit,  pour  /  =  o,  dans  l'intervalle  —  c^  x^c,  égale  à  une  fonction  arbi- 
traire donnée  F(j:),  où  F{x)  est  supposée  continue  et  F(—  c)  =  F(c).  (  Com- 
parez FouiiiEH,  Théorie  analytique  de  la  clialeur,  Chap.  \.  ) 

Il    obtient,  pour  celte  fonction  9,  une  expression  qui  coïncide  avec  celle  de 

F(x,  A)  écrite  plus  haut,  si  nous  y  posons  k  =  2  y/fx^  et  si  nous  supposons  que 
la  fonction  arbitraire  f{x)  coïncide  avec  la  fonction  arbitraire  ¥{x)  dans 
rintervalle  considéré. 

Pour  montrer  que,  pour /  =  o,  9  coïncide  avec  F(j:)  dans  Tintervalle  considéré, 
Fourier  pose  t  =  o  dans  chacun  des  termes  de  l'expression  obtenue,  qui  devient 
ainsi 

or,  dans  l'intervalle  considéré,  la  fonction  F(j;)  est^représentée  par  cette  der- 
nière expression.  Il  est  intéressant  d'observer  que,  quelque  peu  rigoureuse  que 
soit  la  marche  précédente  suivie  par  Fourier,  l'expression  qu'il  obtient  pour  9 
est  exacte  dans  tous  les  cas.  Cela  résulte  du  théorème  démontré  par  M.  Weier- 
strass  dans  le  Mémoire  actuel.  En  effet,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

?  =  f(j;,  2  vV^); 

on  voit  donc,  sans  faire  usage  du  théorème  de  Fourier,  que 

lim  9  —f{x)\ 

OT  fi^x)  est  supposée  coïncider  avec  V{x)  dans  l'intervalle  considéré.  De  plus, 
chacun  des  termes  de  la  série  qui  représente  9  vérifiant  ré(|uati()n  aux  déri- 
vées partielles 

Ot        *    i)x' 

il  en  est  de  même  de  9:  en  effet,  la  série  qui  représente  o  est  une  fonction 
analytique  univoque  de  x  et  /,  si  l'on  soumet  la  variable  t  à  la  condition  que 
sa  partie  réelle  soit  positive,  et  cotte  série  est  uniformément  convergente  dan** 

/^ull.  des  Sciences  mathéni.,  2'  série  t.  XllI.  (Octobre  1889.)  R.i3 


KDftn  U  valeur  de  In  térit  m 


gjp»  ^  SBCIJND 

mut  doiulïne    lini    an*    varialilc»  x  i 
pa«  ai  noua  jr  rcmpli^nn»  x  |iur  x-t-  jr. 

Ainsi,  ïoici  un  prfitilfiiif  (le  Plijrsiiiaf!  mitliémftUquG  oà  l'an  r/urche  il  df- 
lerminer  une  /onction  <lr  ilrux  rartobtet  qui,  d'oprc*  1«  imlunr  de  ta  question 
Initi^n,  lie  ptu\-ent  avoir  i/ii*  de»  naleiirs  retUa,  de  manière  que,  *i  l'on  rfomu 
ri  l'une  de>  varioMtt  unr  t-alrur  rèrlle  drUrminét,  retOi  fonction  de  dta» 
variabtra  toit  idenlifiif  à  une  /onelton  n  rbi  Irai  rem  cDI  donnée  tl«  l'autrt  oa- 
riable.  Et  l'on  obtient  une  /onction  analytique  et,  par  suïlt,  une  i^proïiiin 
conservant  un  sens  ]>niiT  dta  valeurs  Imaginalrtt  àe%  («rialilfa.  Ce  ftjt  hL 
cxlrimemcnt  rcinarqaHblR. 

III.  D'après  If  IhéiirrniF  Af.  Kourirr.  on  peut  «crirr 

/(T)  -_li-n^.  /^/(^V..(^^'«.»)rf*'. 
vil 


Cette  équation  n'eit  pat  exacte  pour  ioutet  lu  /onetituu  dite»  arbilr^rtt 

Diins  une  reclierrh*^  qui  irmunt  et  seond  Mùiuoirn,  M.  Wcicratmss  uionin 
coinmeDl,  t  l'aide  d»  mniidclralions  g£ni!rales  qui  pn^c^ilcnl,  un  pciii  «alnli- 
luer  A  re  ihiloriiitt)  de  Fouriiu-  un  autre  tor^mc  d'aprO»  Ioi{u«l  on  iieut  ^inie 
t'équBtioti  auivunle,  çai  ett  exacte  poui     mte»  le»  /oHcliona  dites  arbîtntiits 

f[=t)=\\ai  ^   f  /{x-)y^{~^T..nyix\ 


n  |ilui  grande-  qu. 


n  peut  prendre  n  osse?,  grand  pour  que  les  (v  +  i)  p: 
:rmc4  correspondants  de  lu  Tonclion  /.,(.z,  »)' 


s  de  la  font- 


Kronp.ck'cr.  —  Sur  les  poiini'qiiences  que  l'on    jieiil    tirer   d'une 

formule  j;^M<-riile<J'inlt-;;ra(ion  [.ar  |);.rlics.  (81  i-8(i'.). 
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Il  s'agit  de  la  formule  générale  d'intégration  par  parties 


0 

n 


=  2]     r  d[f'^-^)ix)g('*-^^H-x)], 


od  f{x)  et  g{x)  sont   des   fonctions  univoques  de  la  variable  réelle  x  et  où 
/^*^(-3?)»  g^^H^)  sont  les  dérivées  A»*"»**  de  ces  fonctions. 

t.  En  remplaçant  x  par  z  et  posant 

F{x)=    f  Az)dz, 
{x  -h  z)" 


g{^)  = 


ni 


la  formule  générale  d'intégration  par  parties  devient 

n 

F(x)  =  F(xjH-2]^^-^f^»^^^''M^o)+  A    r {X  -  zY  ?i-^^)  {z)  dz, 

ce  qui  n'est  autre  que  la  série  de  Taylor. 

2.  Les  (/i  — I)  premières  dérivées  âc  f{x)  étant  supposées  continues,  si   l'on 

pose 

g{x)=e"^, 

la  formule  générale  devient 

r/('»)(a7)e-"'r/j:— M"   /    /{x)e-"'dx 


0 

n 


=  V  a'»-''[/''— )(x)c-*-'  — /('•-''(xje—'o]. 


/i=i 


3.  Les  {n  —  i)  premières  dérivées  de/{x)  étant  toujours  supposées  continues, 

si  l'on  pose 

g{x)  =[{x-^x,){x-hx,)]'* 

et  si  Ton  prend  x^  comme  limite  supérieure  d'intégration,  il  vient 


ce  qui  montre  que,  si  /{x)  désigne  une  fonction  entière  de  degré  (/i — 1), 
rintégrale 


rf"[(j:-ir..)(x— _£j]»^^ 


«-  .»■, 


dx" 


s'annule.  Comparez  Jacobi  :  Ucber  Gauss'  ncue  Méthode,  die  Werte  der  Inté- 
grale nàhcrungsweise  zu  finden. 


i48  SKCONDE  PARTIE. 

•1.  Prenons  pour  les  limites  d'intégration 

pour^(:r),  la  fonction 

où  A*  est  un  entier  quelconque  et^  une  variable ;4)our/(j?),  une  fonction  qnel- 
conque  continue  ainsi  que  ses  (n  —  i)  premières  dérivées,  de  ^  =  oàjr  =  ict 
ayant  même  valeur  aux  deux  limites,  j:  =  o  et  ;z;  =  i.  On  voit  alors  que,  si  Too 
fait  sur  la  /i'***  dérivée  l'unique  hypothèse  qu'elle  puisse  être  représentée  par 
une  série  de  Fourier,  on  obtient  /W{x)  en  différentiant  n  foiSy  terme  peu- 
ter  me,  le  dëifeloppement  de /{x)  en  série  de  Fourier.  [Comparez  P.  De 
Bois-Reymond,  Ueber  die  Intégration  der  trigonometrischen  Beihen,  Math. 
Annaleny  t.  XXII].  On  fait  souvent  usage  de  ce  résultat. 

5.  Soit /( 27)  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  (n  —  i)  premières 
dérivées,  dans  l'intervalle  de  x^  à  j;^;  et  soit  g{x)  une  fonction  dont  la  dérivée 
d'ordre  {n  —  i)  est  discontinue,  mais  finie  aux  points 

OÙ  x^<.  x^<.. .  .<.  x^^<.  ^rf  ^^  ^<^"^  '^  dérivée  d'ordre  n  existe   et  est  finie 
dans  les  intervalles  où  la  (n  — i)'*"*  dérivée  est  continue. 
Appliquons,  dans  cette  hypothèse,  la  formule  générale.  Il  viendra 

-/(^o  )«'""' (-^0) 

r— 1 

^^  £-0 


=    f  '/"{x)g{-x)dx  -    r  f{x)g"''{-x)dx 


0  *'  I» 

n  n 


Définissons  donc  r  fonctions  continues  cp  admettant  des  dérivées  par   la  con- 
dition 

g'^-'Hx)  =  'Ykix)     pour  sr^_^<x<  Xj 

(A  =1,  -^,  ...,  r), 
et  prenons  g''~^'{x)  =    /     îj^^^Ux)  dx;  mnis  aiurons  alors  la  formule  çénérak 


r 


^  [?iix,)-o^^,{x,)]/{x,) 


A-0 

n 


=   f  '^/{•r)'^'{x)dx-\-    r'^/"Hx)g{-x)dx-^f^^-^{x:)g-^"-^){-x:^. 


OÙ  '^^{Xo)  —  o,  'f^^,(xj  —  o,  et  où,  pour  x^^^<x  <  jt^, 

ç'(.r)  —  'f^  (.r  ).         (/.  —  i,    >. r). 
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6.  En  particulier^  pour  cpit  (  a:  )  =  x  —  x\_  j ,  x^_^  ^  x'iç_ ,  ^  ^t,  (  A*  =  i ,  2,  . . . ,  r), 
on  oblient  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 

f{x)dxy 
savoir 

{x\  -  x^)  f  i^x^) -\- (,x\  —x'^)f{x^)  H-...-+-(jr^— a?;._i)/(j:J, 
et  la  diiïcrcnce  entre  la  valeur  approchée  et  la  valeur  de  l'intégrale  est 

_y /('0(xJ^(''-*-'0(_a:j4-  f  'f'^-{x)g{-x)dx, 


h^\ 


ro 


où  l'on  peut  trouver  les  fonctions  ^'""''(J?),  g'''^~^^{Jo)i  •••»  par  des  intégra- 
tions successives. 

7  à  11.  M.  Kronecker  établit  maintenant  une  formule  générale  de  sommation 
qu'il  désigne  par  (S'),  page  8)9,  et  de  laquelle  il  déduit,  comme  cas  particulier, 
la  formule  de  Poisson  {Mémoires  de  l'Institut,  t.  VI;  1827) 

j/(o)  ■+-/(!)  4-/(2)  4-...H-/(r-i)  H- i/(r) 


,.  "*  ce 

=/  /(x)rfx  +  ^[/(.'-)(o)-/(''-!(r)]2]i;^ 


-^(— ')"•  /     /"^Hx)  7    -7—, — ; dx, 

k=l 

OÙ  /  el  ses  (2 m—  i)  preniicres  dérivées  sont  supposées  continues  et  où  r  est 
un  nombre  entier. 

Il  est  bon  d'observer  que  la  formule  établie  par  Jacobi  {Journal  de  Crelle, 
t.  12)  et  qu'il  nomme  formula  memorabilisj  quoique  obtenue  par  une  mé- 
thode différente  et  se  présentant  sous  une  forme  différente,  est  au  fond  iden- 
tique à  relie  de  Poisson. 

II  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  remarquer  que  les  fonctions  entières  dont 
les  coefficients  contiennent  les  nombres  de  Bernoulli,  introduites  par  Jacobi, 
représentent  chacune,  pour  m  —  i,  2,  3,  . . . ,  la  série 

oe 
VI   2  COS'ikTZX     , 

jLà     {7.AT.y" 
k  =  \ 

dans  un  cerlain  intervalle  déterminé.  Cela  résulte  immédiatement  de  l'équation 

V 

— .  hm     >      , 

,  _  gnv  .        2riv  — «   ^^    k  —  w 

[Comparez  Kronecker  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  { Sitzungtberichte, 
i883].  Et  cette  dernière  équation,  qui  a  lieu  pour  x  réel  et  ^o,  et  w  réel  on 
imaginaire  quelconque,  peut  être  établie  de  différentes  manières  :  soit  i  Taide 


SBCOKDB  PARTIE. 

(i3)  et  (4)  du  Mémoire  riti  de  Poîsmi 


•iiitani  tCD  sinus  et  les  i^osinu»  d«  miiltipl»  i 
tant  la  «'"■*  puiiHace  d'une  variahic  imacis 
f.aucliy. 

On  1  prit  gi^nfratcnicnt  l'halillude,  depiiit  Jtcibi,  iSc  «iilistilufr  i  \»  fnrmt 
<luoiii>R  parPoitonn,  r.etir  nù  la  lutric  det  cutinusmi  remplacée  pir  les  tiiocli<»4 
tHlUret.  M.  tCroncctiRr  ttll  olmsrvnr  nof,  loin  de  EHgnor,  la  furmule  aimi  no- 
diltéc  perd  plutAt  dn  non  élégannc  (Comparée  JAnutitt».  Journal  dt  Crettt, 
t.  3&,  et  ffeila  milhamallea,  I.  3)  ci  i^u'ea  outre  elle  s'éKii^ns  davanU^e  de  la 
fitriuule  générais  (S'}  menlinonfe  plu»  hau<.  Il  conviwdMit  donc  de  revenir  i 
ta  forme  donnée  par  l'c'-- 

Knlin,  U.  Krunevker  irmiilc  générale  (S'},  qu'il  a  étthlif, 

n'uM  pat  neulemenl  un  ikIv  de  1*  furuiulfl  île  Poisson,  nuit 

qu'elle  e«t  plus  av>nl«|^-  U  <)ue  cette  deroii>re. 


lï  cl   13.  M.  Kruneeker  . 
particulier  le  Ihéorinie  di3> 
(  CrttU.  t.  09).  Il  aetnblc  •!- 
ériilencp  par  la  formule  plu 

Ku  l'applii|uaal  i  l'inli^gri 


foritiule  qnr  comprend  ciininie  et» 
«nnet  de  M,  V.  du  llois-Rejmoad 
ce  tliéoréme  «uit  mis  itavAntafr  m 
M.  Krooecker. 


9  dernière  le  Hwtul 


de  la  farmvlv  gtMrvIv  oirnitunn^i  m  t\ 

laipiirtaBi  que  «uici  : 

l.j  pjriir  (lu  •iiTiin.l  niomdro  de  (S  )  que  Ion  obtient  en  rflaçant  I  inltBraie. 

plii>  sr.iuiU-  qui-  n  i-mll  d.<iantap<<.  pourvu  cjue  d'une  part  la  valeur  de  11 
t'i>iiil  K'ii  ï  rf>U-  iiuiipriii"  fntn"  deux  liiiiilct  dt  terminées  et  que  d'autre  part  te 
li'iiiiii'ii-  /.  d.'iil  ilii.-iiut-  c»t  la  dcriïirc  de  la  précédente,  tendent  de  plus  « 
plus  \tr-  uin-  .iMi-ljnlo.  ju  m^^in»   dan»  l'inlerTalle  auquel  se  rapporte  la  som- 

Si.  «'Il  ''utn-,  lr>  l'.iiii-li.'n?  i-    —  j-  .  d.'nt  rliarunc  eM  l'intégrale  de  la  prtcé- 
.Iciili-,   ilimimunl   l.>ii]our>  de   uleur.   rciaclitude  de    l'a pproiima lion   prtcé- 


r     diniuiuent  elli-<-mémei  de  valeur,  pourvu  ijoe 
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Enfin  il  clablit  une  dernière  formule 

\f{o)+f{x)-^...-^f{r-i)+'-f{r) 

r  .  "*  * 

r     .,        sin(2  5  —  1)1:^;   ,         V^  r  ^/ i    s,    .        ^/ I     X.    .i\^( — O*-' 
=.(    •^<"'-      sinxx        ^^^It/'"  "(°)-/('^-'(r)l2,;^. 

A  =  1  A  =  j 


(-.rX/<.">(x);ST^^''- 


OÙ  5  est  un  entier  positif  quelconque.  Elle  est  bien  remarquable,  car  elle  relie 
la  formule  de  sommation  de  Poisson  à  la  formule,  si  intéressante  par  ses  appli- 
cations, donnée  par  Lejeune-Dirichlet  (  6Ve//e,  t.  ;17)  dans  son  Mémoire  sur 
l'usage  des  intégrales  définies  dans  la  sommation  des  séries  finies  ou  infinies. 
On  obtient  en  effet  la  première  en  posant  ^  =  i,  et  la  seconde  en  passant  à  la 
limite  *  =  oc  . 

Kii'chhoff.  —  Sur  Tétat  d'équilibre  électrique  de  deux  sphères 
couductrices.  (1007-1013). 

Kronecker.  —  Sur  la  fonction  arithmétique  R  {suite).  (io45- 
1049). 

Il  s'agit  toujours  des  deux  démonstrations  (la  troisième  et  la  cinquième)  de 
Gauss,  basées  sur  le  même  lemme  qui  porte  son  nom,  du  théorème  de  réci- 
procité des  restes  quadratiques. 

Nous  avons  vu  que  la  démonstration  revient  à  montrer  que,  m  et  n  étant 
deux  entiers  quelconques  premiers  relatifs,  le  nombre  de  valeurs  négatives  de 


^«"«(t?)'  ^«"«(^) 


n'est  impair  que  pour  m  ;=  /i  =  —  i  (  mod  4  )  ;  dans  tout  autre  cas  il  est  pair.  Ici, 
comme  dans  les  relations  qui  suivent, 

n  —  I ,  'i ,  . . . ,       -      j         A*  —  I ,  'j ,  . . . ,  — - —  • 
Cette  condition  est  identique,  et  à  l'égalité 

•."n»(^")nK^)='-'"'''^' 

(h)  [k) 

qui  contient  au  fond  la  troisième  démonstration  de  Gauss,  et  à  la  congruence 

{h)  ik) 

qui  contient  au  fond  la  cinquième  démonstration  de  Gauss. 

-M.  Kronecker  observe  maintenant  que  l'on  peut  iiieltrc  cette  dernière  relation 


sei:ûniii-:  i'autie. 


b'"«-»"n"('^)n«(^)- 


iiiparr  i  U  relation  (i) 


Si,  après  l'aroir  m\*e  «oui  Mlle  rnrme 
«oit  bien  qu'elle  n'e^t  que  U  triii»ri>rniÉe  iogarlthni 

VoiU  lu  source  du  bit  obtenir  dam  le  premier  a rikie  sur  la  fooctivn  l<,i|ur 
\*  cinquième  ilémnititTAlinu  de  iSbum  eit  plni  simple  en  rR>lili^  ^uf  \t  trot- 
tiime.  Au  lieu  d'un  produit,  nous  avons  A  contld^rfr  le  togarillime  de  ce  prii- 
dnil.  e'RSt-1-dlre  une  ïoniuie,  d'où  •Jm|illlteation. 

U.  GcDOCchJ  D  dnuDi  en  iASï  unn  d^nionttmtlnD  du  thà<>rcme  de  r^Jprocili 
d»Dt  il  t  i\é  rrparii:  dans  eesdcrnirn-s  iionéi^s  {Complet  rtndu*,  t.  \C.  p,  1m. 
et  t.  Cl,  p.  49^)-  Kn  Bnul^Mnl  U  di-imnisiiHiion  de  M.  Kcnocchl,  M.  Kroneckn- 
obspj-v«  qu'elle  «uui  peut  £tre  caractérisée  cuinmc  une  traastonnation  lof  «rîlii 
inique  de  U  ti'ulil^me  d^mon»(ralinn  de  Ghuss.  Lu  h>!>e  de  la  démonitnliua  «h: 
U.  tie-Daeebi  peut  d'aJIIeurt  auïal  Un  mise  aiiua  la  ronne  d'une  couKroeorr 
qui  rësullR  iuimjdlalcuieni  d»  di'tcloppeaieni*  danaéi  par  Kiscnslcin  (  CrtUt, 
t.  29,  p.  i^S).  Mail  il  ne  faut  paa  uubtier  qiit  M.  Ccnncbî  a  trouva  la  btir  A' 
sa  démnailratiui)  par  une  voir  pureoiral  a  ri l.li  oxalique,  sans  poutoïf  1*  linrdti 
rcclierclics  d'Eisenitcin,  qu'il  ae  coiinaisnail  pa>  ita  rédigeant  sou  Mémoire. 

Weierstrass.  —  A  prufios  du  Mémoire  de  M,  Lindemann  sur  le 
nomlirui;.  (1067-1085). 

M.  l.indernann  u  diiinoDlrd  {SiUungtberirhle.  iSNn.  et  Matlicinalitehe  A»- 
nalrn.  i.  ?0)  l'iinptnsibllltd  de  la  eonttruclion,  b  l'iide  de  courbe»  et  dt  ur- 
[iices  ule<>l>riqucs,  d'un  cantf  de  tatxat  alci  qu'un  rcrrlc  donuf,  en  ddaicotnat 
i]ne  T!  ii'iliiil  pss  un  nombre  al8<!lifii|ue. 

Ce   llii/rirciiie  pst  inl<'TC*s.'iiit,  car   il   nous   donne  un  second  exemple  d'une 


i 


L-i-iqnc 


n  Matlién 


IK-  p...siblr.  11  u.-  MipjM.sO  r 
i-brc  \l.'nioJrc  de  M.  Itcrmil 
tlrmiiire,  en  les  dijmonirani 
I  il  lipsoin  pour  l'objet  qu'il 
e  cinprunlL-  aux  recherclirs 
Lriilioii   ,lu  M.  Wciorstruss  : 


(«4 


-(-■),  à  coclfi- 


lifférenles.  Soil 

.  £   une   quant 

petite  que  l'oi 
.■sl*me  de  (  n  -; 

^0  tonrlioR!^ 
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dont  les  degrés  ne  dépassent  pas  /i,  et  telles  que,  d'une  part,  la  valeur  absolue 
de  chacune  des  diirérences, 

soit  plus  petite  que  Ô,  et  que,  d'autre  part,  la  valeur  du  déterminant 

I^v(«a)I  (X,  V  =  o,  I,  .... /i) 

ne  soit  pas  nulle. 

Voici  maintenant  la  démonstration  de  M.  Wcicrstrass  de  la  transcendance 
de  t:  : 

Comme  la  fonction  e'  n'est  égale  à  (  —  i  )  que  pour  x  —  (  a  A  -+-  i  )  t  i,  où  A"  est 
un  entier,  il  suffit  de  démontrer  que  la  fonction  (e*4-i)  ne  peut  s'annuler 
lorsqu'on  y  remplace  x  par  un  nombre  a/géàrique  quelconque  .r,  défini  comme 
racine  d'une  équation 

x''-\-  c,  j:""-'-}-.  , .-{-  c^=  Oy 

dont  les  cocfiicicnts  c,,  ...,  c^  sont  des  nombres  rationnels.  Si  J7,,  a:,,  ...,  x^ 
sont  les  racines  conjui;uées  «le  x,,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  démontre 
l'inégalité 

TT(en-+- 1)  •;;o. 

A  cet  effet,  désignons  par  Ç,,  ...,  ;^,  r  variables  indépendantes.  On  a  mani- 
festement 

r 

TT(e'x-M)=       V      e*i^i +•••-*  «r^r        (e„  ...,c^=  0,  i). 

X  =  l  Ui 6r) 

En  posant  i^  =  p  et  en  désignant  par  ^j,,   ...,  X^       les  p  fonctions 

e,$,-f-...4-eJ^        (e,,...,€^  =  G,  i), 
prises  dans  un  ordre  quelconque,  on  a  donc 

r  p—  1 

Si  pour  Ç,  =  x,,  . . .,  Ç^=  x^y  on  a  pour  ^,  . . .,  X^       les  valeurs 
il  Vient  donc 

r  f  ~  ' 

A  =  1  {1  :^  0 

Supposons  qu'il  y  ail  (/i  4-  i)  quantités  différentes  z^,  ...,  5  ;  nous  pouvons 
toujours  prendre  les/?  fonctions  tj^,  ...,  tj  dans  un  ordre  tel  que  5,,  z„  ..., 
z^  soient  différents  et  que  z^—  o. 

Ceci  posé,  on  forme  sans  difficulté  une  fonction /(c)  d'une  indéterminée  z 

f{z)  =  a^z'*~'-ha^z"-^..., 
de  degré  n  -!-  i.  à  roer(icicnt>  entiers,  (|ui  ♦«"annule  pour  z  =  c„,  c,,  ...,z„. 


^^^^^^1 

f.1 

Mlle  (ooclion  /{:),  on  (orme 
cmmR  de  M.   Hcrmile.  {n-i-i 

r.nsullc.  pttar  tout  t  donné,  n  tp-         | 
taactioDi  g{3)  entières,  à  codfi- 

~- 

I,  de  ilcgré»^  fl.  telles  i|uc,  si  1 

onpose 

«■,("l«'l-ff.(s.)  ^'i,,i 

Vv  =  o «,, 

K/'-Of-îî 

<i: 

nniio  tifiin»  ali.rs  ilpa  incfialil*'  [iri-i-iMt-nies 

es  Bulres  inrfRalilrt 

•.        *'  =  " «)■ 

nji  |«,  |<  1.  IMaii.  pour  V  =  .1,  i,  ..,, 

v'»: 

) 

ml  Uù  nombre  «nlitr,  Rninme  on  le  « 

oppliquani  le  ihéoréme  des  fonc 

lions  »ïin.itriqocs  A  l'cxpresïJDn 

'£'■. 

)■ 

es  (/i  -t- 1)  cnlicr*  ne  sont  pas  loua  nuls.  En  cilel,  comme 

f^o'  ^.p  -■•!  ^n  *""'  '''^'*  entiers  positifs,  si  les  (n  +  i)  entiers  en 

l5,l--l)I        (1,.  =  <. /i), 

'n  peut  <lunc  fixer  un  moins  un  entier  v,  tel  que 

un  nombre  entier  différent  i\i-  /ùro,  cl  par  suile  tel  (|iic  l'eipression 
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ne  soit  pas  nulle.  Mais  alors  chacun  des  facteurs 

du  produit  que  nous  venons  d'écrire  est  nécessairement  différent  de  zéro,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

M.  VVeierstrass  fait  suivre  cette  démonstration  de  considérations  générales 
concernant  la  fonction  exponentielle. 

Si  j:,,  ...,  x^  ont  la  même  signification  que  tout  à  l'heure,  et  si  N,,  ...,  N, 
sont  des  nombres  entiers  quelconques  donnés  dont  l'un  au  moins  est  différent 
de  zéro,  la  quantité 


a  toujours  une  valeur  différente  de  zéro. 

Le  théorème  de  M.  Hermite,  que  l'exponentielle  n'est  pas  un  nombre  algé- 
brique, se  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  en  prenant  pour  j;,,  ...,a:^,  r 
entiers  quelconques  inégaux. 

M.  VVeierstrass  démontre  aussi  le  théorème  général  que  M.  Lindemann  avait 
simplement  énoncé  et  qui  termine  les  recherches  commencées  par  M.  Hermite 
sur  la  fonction  exponentielle  : 

«  Si  j:,,  . . .,  x^  sont  r  nombres  algébriques  différents  et  si  X,,  . . .,  X^  sont 
r  nombres  algébriques  quelconques,  l'équation 

est  impossible,  à  moins  que  les  nombres  algébriques  X,,  X,,  ...,  X^  ne  soient 
tous  nuls.  » 

On  en  déduit,  comme  cas  particuliers,  les  beaux  théorèmes  suivants,  sur  l'im- 
portance desquels  M.  Lindemann  avait  déjà  particulièrement  insisté  : 

1.  Si  j;  est  un  nombre  algébrique  quelconque  différent  de  zéro,  c*  est  né- 
cessairement un  nombre  transcendant. 

2.  Le  logarithme  naturel  d'un  nombre  algébrique  quelconque  X  qui  diffère 
de  l'unité  est  toujours  un  nombre  transcendant. 

Enfin  M.  Weierstrass  déduit  du  théorème  général  cité  ce  résultat  remar- 
quable : 

On  ne  peut  obtenir,  à  l'aide  de  constructions  faites  à  l'aide  de  courbes  et  sur- 
faces algébriques,  ni  la  rectification  d'un  arc  de  cercle  dont  la  corde  rapportée 
au  rayon  du  cercle  a  une  longueur  exprimable  par  un  nombre  algébrique,  ni 
la  quadrature  du  secteur  circulaire  correspondant  à  cet  arc. 

J.  M. 


Dani  surfaCM  rf  gl^ea  t  S  )  A  plan  directeur  el  A  paramèlre  iJe  ili«Irlbu(iaa 
coQslBi  .  'S  Ugact  ■sjmptnti'iui't  soni  Ir»  ticni  des  milieux  de>  segmcnli 
(  pria  entrr  la  lignn  ilc  itHction  cl  Im  Irajfcluïres  oribogonalM  Ati  giti- 
•• jcci.  L'ouleur   donne  l'Aquatloo   gta^rtlr  de  ces  snrtaccs  (S)  et  de  leun 

!lgnc«  aiympuii       t».  »  inini  e»  nurfjifrn  'liinl  la  liftoc  de  ttrittîDs 

Ht  tigni!  asyinp que. 

^ainlevé.  —  Sur  les  lignes 
(B.  i3ii). 


ères  des  fondions  unalïliques. 


PnGuikiiK  PAnriK:  Élude  d'an- 
—  M.  falnlci^  cummeoce  p«r^ni 
leolcr  une  ronctinn  uairnrinc  dans 
singuliers  peut  Mre  ponctuel.  Ont 
ftucs  s'appliquc^ot  > 
tion  dV  =r  0.  11  don 
quelles  Doui  signalf 

S  A  coatoar  qneloonqne  a;  li  le*  fonctio  i>/.(s)  «ont  holomorphes  dant  S  » 
'  coatinucs  <«r  a,  el  ai  la  «tria  P(i)  conv  xgs  toi  a  unifonntment  : 
F(=)  conïcfgp   u 


on  dam  te  roUinnge  d'anr  caupart- 
ts  dUcrses  (.Ingnlarités  que  peiii  prt- 
>r[ion  du  plan.  L'caiciuble  d»  pninli 
u  superficiel.  Des  remarqua  aeilii- 
iiiiiinrn    s  A  trois  variables  qui  TériGeatr/qs)- 
ine  sdi'ii   de  propositions  e^niiralet,  parmi  Ih- 
■érïe £/,(<)  =  F(s)el  m"!" 


5  for 


s  par 


l''(i)  Kun¥cr(!cnt  uriifurmi^riicnt  rJans  S'  cl  représenlent  les  dérivïïs  sufcessufs 

S'uccupanL  canuilc  de  la  po^ibililé  de  continuer  une  Tonclion,  il  étib'i' '' 
proposition  que  ïoiri  :  soit  une  tunclioii /(î)  holomorplie  dans  l'iire  S  tic 
conlour  s  et  prenant  sur  l'arc  Ali  de  i  les  ïaleurs/a(s).  S'il  ciisle  une  foi"^" 
lion  ¥(;)  liolomorphe  dans  un  espace  S'  c^lérienr  à  S  et  allenanl  à  AB,  qui 
prenne  sur  \»  les  valeurs /„(»),  la  fonction  V'(z)  é^-i\c  A  fi,z)  Aivi'i,' 
o(i)  dîtns  S',  est  holomorphc  dans  l'aire  lowlc  ï  formée  par  les  dcunira  S 
cl  S'.  Il  en  r<-sulte  que,  pour  qu'une  fonction /(i)  définie  du  cùlé  C  de  *B  rt 
liolomorphe  dans  le  voisinaRC  de  AB  soit  conlinusble  au  delà  de  cette  lient. i' 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonction  de  ;,  ?(;),  diffinic  du  cMé  oppoîtC 
de  Alt,  uniforme  dans  le  voisinage  de  AB  et  prenant  la  ini'iiie  valeur  que/l-l 
en  chaque  point  de  cette  ligne  (A  l'enception  peut-être  des  points  d'un  (O- 
semble  ponctuel).  L'auteur  donne  des  application;  de  ces  théorèmes  aui  foif' 
lions  implicites,  el  aux  fonctions  définies  par  des  équations  dilTérentielln,  <' 
parvient  à  d'intéressants  théorèmes  sur  la  possibilité  de  continuer  de  ltl1r> 
fonctions  ainsi  que  sur  la  nature  de  leurs  points  singuliers. 
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M.  Painlcvé  montre,  sur  des  cas  parliciiiiers,  la  portée  de  ces  théorèmes;  il 
établit,  par  exemple,  que  toute  équation  dilTércntielie  du  premier  ordre  cnirc 
z  et  x<,  dont  le  coefficient  différentiel  est  uniforme  dans  le  plan  des  z  et  des  x^ 
dont  l'intégrale  générale  est  également  uniforme,  est  une  équation  de  Riccati. 
Enfin,  on  peut  reconnaître,  par  des  opérations  purement  algébriques,  si  l'inté- 
grale de  l'équation  de  Riccati  est  une  fraction  rationnelle,  et^  dans  ce  cas, 
obtenir  l'intégrale  par  des  opérations  linéaires.  Voici  encore  une  des  proposi- 
tions qu'obtient  M.  Painlevé. 

Soit 

(I)  G(w',  i/,  z,  U„  ...,  U„_„  V„  ...,  V^_.,  W.,  ...,  W^_,=  o) 

une  équation  différentielle  où  G  est  un  polynôme  en  u',  et  en  U,,  V^,  Wj,;  U,, 
Vy,  Wfc  sont  respectivement  des  fonctions  algébriques  de  m,  de  u!  et  de  z  défi- 
nies par  les  relations 

Xt(-»  W„  ...,W^_J  -o, 
(a  =  I,  2,  ...,  n\  ?  =  I,  2,  ...,/>;  Y  =  1,  a,  ....  7). 

Quand  une  intégrale  u  =  cp(^)  de  cette  équation  est  uniforme,  les  \V^  sont 
des  fonctions  uniformes  de  5,  et  les  relations  qui  lient  U-  à  U.  ou  à  w,  V.  à  V- 
ou  à  m',  sont  du  genre  0  ou  i,  à  moins  que,  pourM  =  9(z),  a'=9'(5), 
le  système  d'équations  (2)  et  l'équation  G  =  0  n'aient,  quel  que  soit  5,  plu- 
sieurs systèmes  de  solutions  communes.  Si  l'intégrale  générale  de  G  =  o  est 
uniforme,  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  à  moins  que,  pour  tout 
système  Zo>  "„,  et  pour  une  valeur  mJ,  vérifiant  l'équation 

/(m'  w,  5)  =0, 

obtenue  par  l'élimination  des  U,  V,  W  entre  (i)  et  (2),  ledit  système  n'admette 
plusieurs  systèmes  de  solutions  communes,  ce  qu'on  reconnaît  par  des  opéra- 
tions purement  algébriques. 

Les  conditions  pour  (|u'une  fonction  soit  continuable  au  delà  d'une  courbe 
AB  prennent  une  forme  plus  simple,  lorsque  celte  courbe  est  analytique.  L'au- 
teur retrouve  dans  ce  cas  le  théorème  de  M.  Schwarz  :  «  Pour  que  la  fonction 
/(^)  définie  du  côté  G  de  AB  soit  continuable  au  delà  de  AB,  il  faut  et  il  suffit 
que  sa  partie  réelle  P  (ou  sa  partie  imaginaire  Q)  prenne  sur  AB  une  suite 
de  valeurs  Po(^)  fonction  analytique  de  /.  » 

Après  avoir  discuté,  à  ce  point  de  vue,  le  genre  de  quelques  coupures,  par 
exemple  de  celles  que  présentent  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


considérées  par  M.  Ilermite,  M.  Painlevé  donne  quelques  exemples  des  princi- 
pales singularités  qu'une  fonction  peut  présenter  dans  le  domaine  d'une  cou- 
pure, et  termine  cette  première  Partie  de  son  travail  en  indiquant  l'extension 
des  théorèmes  sur  la  continuation  des  fonctions  d'une  variable  complexe  c  aux 
fonctions  de  deux  (ou  de  trois)  variables  qui  vérifient  Téquation  AV—  o. 


SECON 

kBTIK  1  Btvelopptmfitl  en  >éri«t  dftfonctiont  à  tùiguIarUét^uét- 

our  parvenir  k  de  IcU  ilfidnppeinciiit,  nn  »  tnutd'BtxiriJ  i  ritottin 

livanU  :  IMveliipppr  en  t<3ririi(iefancli<in  haloniorphe  dans  une  «n 

nnee  a        onqu*  S  liniUc  par  une  rnurbt  I.  Voe  prerui^e  tnlutlan  ttpost 

,r   la  MntaUoa   confarme  ;  mais  M.   P*[al«*iT  en   Jonne  d'anlret,  gui 

«xie>  lunaaiwaoee  d'aoeuse  fonction  partiflalMra  retaiiVR  1  la  ligne  i. 

8u|      1.      .  en  parllcnlier, qne  Ssnit  l'aire  inlérlcar*  t  «ne  (^Aurbc «, n'af ani 

en  cil      jn  oe  sea  poinl»  qu'un   coniaci  simple   aïPc  M   langcnle.  Tfaçniis  on 

cercle  C  tangent  i  4  au  point  M   et  contenant  S  t  aon  inlËricur.  Si  a  eti  la 


contrn  de  C,   s   l'affiie  ilc  M,   «   un   point 

poiirrA  se  ilévclopper  ainsi 


iuli<ricur  A  a 


tnéuienl  cl  représeï 


série  A  (a)  converge  surs  nnifc 
>i  F{x)  est  holnmorphe  dan>S 


^tf 


=2p.(. 


P.(ia)  iltsignaal  an  poljraAme  en  x  dedï^rd  n.  On  VMt  donc  qa'ani  fonetiia 
F{x),  bolomorphe  dana  &,  paut  se  d[:ve[oipi!r  dans  cette  aire  en  si^rie  de  pu- 
lynùmeEi.   Ilivern  autres  modes  de   d^'icluppemenls,  dont  la   légitimité  eii|e 

ïi  -liniple  et  si  éU'eant.  Ces  nioili's  de  développement,  qoi  sont  au    fond  la   gi- 

morplie  i  l'intériciir  d'un  contour  formé  d'arcs  de  cercle,  se  gonéralisent  pour 
les  fonctions  de  trois  variables  qui  satisfont  à  l'équation  ^V  =  n. 

L'auteur  est  maintenant  en  mesure  d'étendre  aux  fonctions  uniformes  les  plus 
générales  les  formes  de  décomposition  en  sommes  et  en  produits  donnés  dans 
la  théorie  des  fonctions  i  points  singuliers.  Lorsque  la  fonction  F(z)  n'admet 
qu'un  nombre  fini  de  singulantL's,  on  peut  lu  mettre  sous  la  forme  d'une  somme 
de  fonctions  n'admettant  dans  te  plan  igu'unc  seule  singularité.  Dans  le  cas 
d'une  inTmitc  de  singularités,  des  théorèmes  dus  i  M.  Mittag-Leflier  et  à 
M.  Picard  permettent  de  mettre  la  fonction  sous  la  forme  d'une  série  inlînie. 
nu  d'un  produit  de  facteur*.  L'auteur  démontre  à  nouveau  ces  Ihéorèiues  et  ter- 
mine eu  donnant  l'expression  la  plus  générale  des  fonctions  simplement  et  dou> 
blcmcnt  périodiques. 

Herinilc.  —  Remarques  sur  la  dccomposilion  en  éléments  simples 

des  fonctions  doublement  pérîodinues.  (C  \i). 

Soit  V[x)  une  fonction  unifurme  aux  périodes  jK  et  ^mK'.  dont   les  pûtes,  a 
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de  la  formule  bicD  connue,  dont  la  Science  lui  csl  redevable, 

il(d:  — a)  'H{x  —  a)  H{x  —  a)  ' 

et  la  transforme  de  manière  qu'il  n'y  figure  plus  que  des  termes  manifestement 
périodiques.  Pour  cela,  il  établit  d'abord,  par  un  calcul  facile,  la  formule 

H'(x  —  a)  _  sn  jTcnj:  dna:  4- snrt  cna  dna        ^'{^)        ^(«). 
H(a?  — a)    "~  sn'x  — sn^a  «(a:)   ~  «'(«)  ' 

il  suffît  ensuite  de  substituer,  en  tenant  compte  de  la   condition  £A  =  o  et  de 
la  relation 

pour  parvenir  au  rcsullat  cherché 

F(x)=C-hS.V/(x,a) 

-MA'D,/(a7,  a)  —  S'A' sn'ar 
-+-  SA'  Dî/Cx,  a)  -  S'k'D^  sn'j: 


où  S',  S",  ...  sont  des  constantes  et  où 

sn:r  cn:r  dnx  +  sna  cna  dna 


/{x,a)  = 


sn*a;—  sn'a 


A  la  vérité,  on  introduit  un  pôle  apparent  x  =  / K',  mais  cette  circonstance  ne 
se  présente  pas  quand  tous  les  pôles  sont  simples,  et  dans  d'autres  cas  intéres- 
sants. 

Considérant,  en  particulier,  les  fonctions  à  périodes  2  K  et  aïK'qui  jouissent 
respectivement  des  propriétés 

F,(:r-+-iK')  =-F,{x), 

h\{x-\-K-i-iK')=-h\{x)y 
F.(:r-+-K)  =-F,{x), 

Tauleur  montre  qu'elles  sont  respectivement  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  quantités 

D^logsn(a:  —  a),     D_^logcn(j7  —  rt),     D„  log  dn(  j:  —  a) 

et  de  leurs  dérivées. 
Ces  fonctions,  ainsi  que  leur  somme,  vériHenl  l'équation 

F{x)^-F{x-hiK')-\-F{x-¥-  K4-1K')  -hF(:r-+-K)  =0; 

inversement,  toute  fonction  doublement  périodique  qui  vérifie  cette  équation 
est  la  somme  de  fonctions  F,,  F,,  F,.  Son  intégrale  indéfinie  s'obtient  donc  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires:  en  remplaçant  snj:  par  Ç,  on  obtient  ainsi 
des  types  d'intégrales  pseudo-elliptiques.  Ces  recherches,  comme  on  le  voit,  se 
rattachent  aux  résultais  obtenus  antérieurement  par  M.  Hcrmilc  {Journal  de 
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Liouville,  iH79)«  ainsi    qu'à  ceux    que   Ton    doit   à  M.  RafTy  et  à  M.  Goorsat 
{Bulletin  de  la  Socû'te  mathématique  de  France  y  t.  XII  et  t.  W). 

L'auteur  passe  ensuite  aux  fonctions  admettant  les  périodes  4  K  et  ^iK'poor 
montrer  qu'elles  peuvent  être  remaniées  comme  les  sommes  de  quatre  fonctions 
qui,  relativement  aux  périodes  iK,  iiK',  sont.  Tune  doublement  périodique  de 
première  espèce,  et  les  autres  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  avec 
les  multiplicateurs 

—  I,    4-i;    —I,    —i;    -hi,    — i: 

pour  ces  dernières,  snjr,  en x,  dnx  jouent  respectivement  le  nMe  d'élément 
simple,  d'où  l'on  conclut  finalement  que  les  fonctions  considérées  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  ces  trois  éléments. 

Tisserand,  —  Sur  une  équation  différentielle   du   second  ordre 
qui  joue  un  rùle  important  dans  la  Mécanique  céleste.  (D.  i5). 

Il  s'agit  de  l'équation 

d*z 

-,—  H-  5[/i'-4-  aacos(/i'  -h  6)]  =  o, 

où 

U  =  £,A,cosV.,        V^=/.v'4-^ 

et  où  n^  a,  /,  6,  A^,  /,,  b-  sont  des  constantes  données.  Cette  équation  a  déji 
été  l'objet  d'un  très  grand  nombre  de  travaux  :  c'est  de  la  comparaison  desre- 
chercbcs  de  MM.  Lindstedt  et  Gyidén  que  s'occupe  particulièrement  M.  Tisse- 
rand, et  il  a  spécialement  en  vue  Tappliration  à  la  théorie  de  la  Lune  exposée 
d'après  M.  (îyidén,  par  M.  Andoyer,  dans  le  volume  précédent  du  Recueil 
que  nous  analysons.  M.  Tisserand  montre  qu'en  se  bornant  à  un  degré  de  pré- 
cision, qui  permet  d'ailleurs  de  rendre  parfaitement  compte  des  principales 
iné^'iilités  du  inouvcriieiil  tic  la  Lune,  lis  deux  niélliodcs  conduisent  au  nième 
n'sultat. 

JUiilldud,  —  Ueclicrclies  compléinculaires  sur  le  développemenl 
de  la  ronclioii  perliirbalrice.  (K.  21). 

Dans  un  Mi'iiioirc  inséré  au  toiiio  II  des  Annales  de  rofjscr\'a foire  de  Tou- 
louse, l'aulfur  u  (loiiiir  dcnix  foniuilcs,  pour  le  dcvclop|Ktriieiit  de  la  fonction 
perlurhatrire,  appli«'ai)lrs.  l'une  pour  de  faibles  inclinaisons,  l'autre  pour  des 
inclinaisons  (|uelcon(jues.  Dans  le  présenl  travail,  .M.  Baillaud  montre  d'abord 
cf)ninnMit  on  peut,  pour  ers  forniuN-s  cl  d'aiilrcs  anaIo;;ucs,  calculer  le  nomlm' 
de  icrines  que  fournirail  W.  (lcvcl<>ppcinrnt.  On  ap<M(;i)il  ainsi  tr«'s  nfthMncnt 
dans  <|n('llc  in('snr<'  les  Inmiules  si»nl  a|tpli<ablrs.  Celle  n'clicrrln'  conduit  d'ail- 
leurs a  (rinlér(?>>ants  (léNcInppcnirnls  anaiN  ti<|ue>. 

K(rfn*(S,  —  (^oiih'ihiilioiis  à    la   théorie  du    cercle  dans   Tespace. 

L'élude  (in  cercle  dans  l'esjiaee,  au  point  de  vue  on  ^e  plae<*  M.  Ka'nij;s,  est 
une  nialit  rc  nouvelle.  <|ui  n'a  {'Ut  rc  ôic  louelu'»',  sur  i\\\  point  particulier  mais 
très  inléiessant,  (jue  par  M.  Slephaiios,  M.  Kfeni;:s  rappelle  (railleurs  les  prin- 
«  ipaux  r/'sultiits  obtcnn-^  par  •<*  dei  iii(  i*. 
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Si  l'on  désigne  par  x-  (i  =  i,  a,  3,4,5)  les  coordonnées  pentasphériquesd'un 
point,  toute  sphère  sera  représentée  par  une  équation  linéaire^  tout  cercle  sera 
représenté  par  deux  équations  linéaires 

"SLa-Xi—Oy        JLb^x.  —  o; 
les  quantités 

peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées  de  ce  cercle  ;  elles  sont  au  nombre 
de  dix,  si  Ton  tient  compte  des  relations 

Pii=Oy       Pik  = —Piè- 
ces dix  coordonnées  ne  peuvent  d'ailleurs  être  indépendantes,  puisqu'un  cercle 
ne  dépend  que  de  six  quantités,  et  en  eiïet,  si  l'on  pose 


Û_  = 


P^P8v-^  P^Pi-l-^  P^P-ti^ 


où  s,  p,  Y,  §,  s  désignent  les  nombres  i,  a,  3,  4»  5  dans  l'ordre  de  présentation 
naturelle  à  partir  de  l'un  d'eux  a,  on  trouve  que  l'on  doit  avoir  identique- 
ment 

Û.=  0,        (i  =  i,  3,  3,  4,  5); 

ces  cinq  équations  ne  sont  pas  d'ailleurs  indépendantes:  les  dix  quantités/» 
peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  un 
espace  à  neuf  dimensions;  les  équations  précédentes  y  déterminent  alors  cinq 
espaces  quadratiques  à  huit  dimensions,  lesquels  ont  en  commun  un  espace  à 
six  dimensions  qui  est  du  cinquième  degré.  A  chaque  point  de  ce  dernier  espace 
correspond  un  cercle  dans  l'espace  ordinaire. 
Si  Ton  fait 

l'équation 


E 


[Û.(/>,y)?=o 


exprime  que  les  deux  cercles  dont  les  coordonnées  sont  /?•.,  p\j  se  rencontrent 
en  un  point  et  les  équations 

",(/?,/>')  =  0,         ...,         ÛJ/>,/>')  =  o, 

qui  se  réduisent  à  deux  distinctes,  exprimant  les  conditions  pour  que  ces  deux 
cercles  aient  deux  points  communs.  Le  rayon  p  du  cercle  dont  les  coordonnées 
sont  p.  est  donné  par  la  formule 


2 


ph 


p'=      " 


ou  les  R  sont  les  rayons  des  sphères  de  référence 
La  forme  quadratique 


2 


pIj^ 


/iuU.  des  Sciences  mathém.,  i'  série,  l.  MIL  (Octobre  1S89).  R.i^ 
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Si  l'on  considùrc  rinlégralc 


/ 


Gdx 


où  G,  A,  H  sonl  des  polynômes  en  x,  et  si  l'on  détermine  les  polynômes  P  et 

Q  par  la  condition 

G  =  AP  — A'RQ 
et  que  l'on  pose 


0,=  P-KQ'-|irQ, 


on  aura 

(,)  rGdx^Q>/\\        rQ,dx, 

J   X'y/R  A         J   A  v^H  * 

c'est  un  cas  particulier  d'une  méthode  de  réduction  que  M.  Hermite  donne  dans 
son  enseignement  (  Cours  d'Analyse^  rédigé  par  M.  Andoyer,  3*  éd.,  p.  a8). 
Dans  la  Note  que  nous  analysons,  l'illustre  géomètre  applique  la  précédente 
formule  à  la  recherche  de  l'expression  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


\^y*  dy 


v'Ci-rXi-^'rO 


où^  =  -r,  est  la  formule  de  transformation  de  Jacobi  qui  satisfait  à  l'équation 

dy  I  dx 


v^(»  — r')(»  — ^'r')      ^'  \J{\  —  x*){i  —  k*x*) 

La  relation  (i)  donne  alors 

VU'c/j:  _  Q  y/n  ^   Ç^j.dx 

en  faisant 


/VU'rfj:  _  Q  v^R         r%dx 
V»v/R    ~      ^'         J    Vv/R 

R  =  (i  — 370(1- A-'x'),        G  =  VU',        A  =  V; 


M.  Hermit«  établit,  d'abord  par  une  méthode  due  à  M.   F'uchs,  puis  par  voie 
algébrique,  que  Q,  est  divisible  par  V.  Le  quotient  est  un  simple  binôme 

où  B'  est  le  coefficient  de  x*  dans  V,  supposé  écrit  dans  la  forme  de  Jacobi 

V  =  I  -h  B  .r'  +  ...-f-  B('")x"»; 

fioalement,  on  arrive  ainsi  au  résultat  de  Jacobi 

L   C  ^'•^' ^y       -  _  ^'    V^('  —  x'){V^~k\Jc^)         r  (n'k'x^-h2W)dx 

Destrem.  —  DéplacemenI   du   cuivre  par  le  zinc  et  le  cadmium 
dans  quelques  solutions  de  sels  d(î  cuivre.  (H.  -j). 

^fi'pltjes,  —  Sur  la  Iransforinalion  linéaire  de  la  diirérenlielle  cl- 


i64  SECONDE  PARTIE. 

liplique   -^-    Première    partie.    Considérations   préliminaires 

(K.  26). 

II  s'agit,  comme  on  voit,  d'un  problème  bien  rebattu.  Mais,  grâce  à  sa  con- 
naissance approfondie  de  l'Algèbre,  l'auteur  est  parvenu  à  l'éclairer  d'un  jour 
tout  nouveau. 

Soit 

si  y  est  une  nouvelle  variable,  liée  à  x  par  la  relation  homographique 
(1)  p-hqx -h  ry-hsxy  =0, 

et  si  l'on  pose 

Y  —  b^x*-h  4 6,^' -h  i')b^x*-\-  \b^x  +  ô,, 

on  aura,  comme  on  sait, 

(Ix        dv 

il   est   aisé   de   voir  que,  si  l'on  désigne  par  S  et  T  les  deux  invariants  de  X, 

savoir 

S  =  a^a^—  /|a,a,-f-  3cr| 

T  =  a„«,a,-h  aa,a^a,—  a|  —  ao«|  —  «}««> 

les  deux  invariants  correspondants  de  Y  auront  les  mômes  valeurs.  D'un  autre 
côté,  le'rapport  anharmonique  des  racines  de  X  est  égal  au  rapport  enharmo- 
nique des  racines  correspondantes  de  Y. 

Réciproquement  M.  Stieltjcs  montre  que,  si  les  deux  formes  X  et  Y  ont  des 
invariants  égaux,  le  rapport  anharmonique  des  racines  de  la  première  est  le 
même  que  le  rapport  anharmonique  des  racines  de  la  seconde;  cela  résulte  ai- 
sément de  la  façon  dont  les  racines  de  X,  par  exemple,  s'expriment  au  moyen 
des  racines  de  réquation 

4  m'  —  Su  —  T  =  o 

et  de  ce  que  l'équation  du  sixième  degré  qui  détermine    le   rapport   anharmo- 

S' 
nique  des  racines  de  X  contient  le  seul  paramètre  —  • 

Il  résulte  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse 
satisfaire  à  l'équation  diiïérenticlle 

c/x  _  dv 

par  une  relation  telle  que  (i)  consiste  en  ce  (|ue  les  invariants  S  et  T  des  fonc- 
tions X,  Y  soient  égaux.  Le  calcul  des  coefficients  /?,  </,  r,  s  s'effectue  sans 
peine,  si  l'on  connaît  les  racines  de  X  et  de  Y. 

M.  Stieltjes  désigne  sous  le  nom  ^.Intégrale  linéaire  de  Vèqiiation  différen- 
tielle une  relation 

p  -\-  qx  -\-  ry  -h  sxy  —  o, 

qui  permet   d'y    satisfaire  quand    les    conditions    précédentes   sont    vérifiées.  Il 
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vient  donc  de  donner  un  moyen  de  trouver  ces  intégrales  linéaires,  qui  sont  au 
nombre  de  quatre.  Toutefois  les  calculs  précédents  impliquent  plus  d'opérations 
algébriques  que  n'en  exige  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Il 
est  clair  que  le  problème  doit  dépendre  d'une  telle  équation,  et  c'est  cette 
équation  que  M.  Stieltjes  va  en  eflfet  former,  en  s'appuyant  sur  les  résultats 
obtenus  par  M.  Hermite  dans  ses  Mémoires  Sur  la  théorie  des  /ormes  homo- 
gènes à  deux  indéterminées  (  Crelle,  t.  52  ). 
Désignons  par  H    le  hessien  de  X 


H.= 


I 
T44 


dx* 
Oxôx' 


ôx  dx' 

d*\ 

dx'' 


où  x'  est  la  variable  d'homogénéité.  M.  Hermite  a  montré  qu'en  faisant 

H. 


u  = 


on  avait 


a  dx 


X 

±:du 


v/X  v/4a'— Sa-T* 

il  suit  de  là  que,  en  employant  pour  Y  des  notations  analogues  à  celles  qui  ont 
été  adoptées  pour  X,  la  relation 

XH,-Yir=o 

doit  satisfaire  à  l'équation  diiTérenticlle 

dx ^  dy 

v/x  ^' 

XII^-YH,, 

X  =  {i  —  x*){i  —  k*x^), 
Y  =  (i-y«)(i-A-r). 


L'examen  de  la  fonction 
dans  le  cas  où  l'on  a 


montre  que  l'on  a 

XH^-Yn,=  'j{i-A'){x-y){x-\-y){i-kxy)(i-\-kxy), 

en  sorte  que,  dans  ce  cas,  le  premier  membre  se  décompose  en  quatre  facteurs 
qui,  égalés  à  zéro,  donnent  précisément  les  quatre  intégrales  linéaires  de  l'é- 
quation difTércntielle.  II  est  aisé  d'en  conclure  qu'il  en  est  toujours  ainsi. 

On  est  donc  amené  à  l'étude,  dans  le  cas  général,  de  la  décomposition  en  fac- 
teurs de  l'expression 

XH  —  YH. 

Soient  u%  u",  u"  les  racines  de  l'équation 

4m'— Sa  — T  =  o; 

M.  Hermite  a  prouvé  que  les  fonctions 

U^-h  u\, 

où    l'on    rcmpl.-icc    //    par  //',  u",  u""  étaient   des   carres  parfaits   ?x>?j?>?x*î 


iGG  SECDNDli  l'AKTlE. 

M.  Siiclijct  éublii  que  r«xpr«wicin 

Ml,  sauf  un  (acteur  ronsMnt,  In  ratrt  de  l'un  des  turj 
(iblient  iin«i  U  solutinu  du  proU^mc  po*ri. 
Appliquant  cci  rdsullnti  A  l'AqusUoo  il'Kuler 


m  de  XH,- 


~  a.r  +  îa.y-i-  60*^' -t-  4oj-  -t 


M.  Sticlljci  pxrticat  au  nUulut  suivant  :  lea  iniép'al» 
lion,  iiutro  que  i'  — j-  =  0,  s'obiiconcot  en  posam 


.         I  /  ^■J'Il,  d-H. 


Mat  In  tccooclcs   polaires  île   E. 
racines  u',  u',  ei*  de  l'éfiuitlon 


Svur  uo  facteur  constant,  le  premier  meinbri^ 
rclatiou  cuire  ^  et^  se  rdiluJl  liirn  à  la  Furuic 


Ces  riisultats   peuvent  s'ublenir  en 
donnée  à  l'ïnti'gralc  générale  de  l'éqUE 


t-  txy  =  0. 

irtanl    ik    la 
n  d'Euler,  sa 


/n-C/-t-^^S-C'^{; 


gcntral,  il  doit  y  avoi 

un  lien 

ussi  inlime  entre  la  r 

cclierche  de 

linéaires  de  l'équalïon 

et  l'intégrulion  généra 

e  de  ccllr 

t'qualiun.  Celle  étude 

est  renvoyée 

eonde  partie,  non  enrore  parue. 

Duhem.  —  Kttitle  Iiislorique  de  la  théorie  de  l'aimantation  par 
ialliience.  {.^o  p.). 

Les  eonelusiuns  de  cette  importante  étude,  qui  fait  partie  des  travaux  biblti> 
graphiques  que  publient  \r:iAnnalefde  la  Faculté  de  Toulouse,  sont  reproduites 
en  tête  de  l'analyse  du  Mémnire  i'uivanl  de  M.  Duhem.  analysé  dons  ta  pre- 
mière Partie  du  llulletin.  Elle  e>t  terminée  par  une  liste  de  soiïann-  et  un 
Méni.iires  sur  la  matière,  J.  T. 
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ÂTTI  DELLA  Reale  ÂccADEMiA  DEi  LiNCEi,  4"  séHe,  Rondiconti, 

l.  m.  1887,  1°^  semestre.  In-f  (»). 

Tacchini  (/^.).  —  Sur  les  phénomènes  de  la  chromosphère  solaire 
observés  a  l'observatoire  royal  du  Collège  romain  dans  le 
quatrième  trimestre  de  1886.  (i3). 

Tacchini  (P.).   —   Observations  de  taches  et    facules  solaires. 

(•4). 

Ricci  {G*).  —  Sur  la  dérivation  covariante  à  une  forme  quadra- 
tique difTérentielle.  (i5-i8). 

Millosevich  {E.),  —  Observations  de  la  comète  Finlay,  faites  à 
Téquatorial  de  '^.5™  d'ouverture  de  l'observatoire  royal  du  Col- 
lège romain  (18-19). 

Millosevich  {E.).  —  Observations  et  calculs  sur  la  nouvelle  pla- 
nète découverte  par  C.-II.-F.  Peters  le  22  décembre  i88().  (19). 

Ricco  {A.).  —  Résultats  des  observations  des  protubérances 
solaires  faites  à  l'observatoire  royal  de  Païenne  en  i885.  (21- 
22). 

Chisloni  (C).  —  Valeurs  absolues  de  la  déclinaison  magnétique 
et  de  l'inclinaison,  déterminées  en  quelques  points  de  l'Italie 
septentrionale  dans  l'été  de  1886.  (22-24). 

Tacchini (P,).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  hydrogé- 
niques  à  la  surface  du  Soleil  pendant  Tannée  i88().  (1 1--1 18). 

Visalli  {P')'  —  Sur  les  corrélations  (en  deux  espaces  de  trois 
dimensions)  qui  satisfont  à  douze  conditions  élémentaires. 
(118-124). 

L'aulcur  passe  eu  revue  tous  les  eus  de  tlou/.e  conditions  iMéinentaircs  que 
l'on  peut  iiiiuginer  par  combinaison  des  suivantes  : 


(')  Voir  DuHetin,  l.  \II,,  p.  ss. 


Vixalti  (/*■).  —  Siir  les  (igtirea  fiiigendriîes  par  deux  formes  fon- 
damontsles  de  dcusifiinc  espèce,  cutro  lesquelles  a  lieu  iiiie 
correspc  idance  multiple  (i,  v)  de  degré  n.  (l'^^-ii-j). 


entre  Mars  cl  Jupilcr.  ^ 

Clnstoni{C.).  —  Vnif 
et  de  riuclinaison  déicr 
vembri-  ei  décembre 

Tacchwi  (P.).   —  Sur  la  disi 
taches  et  ëruplioniî  sulnin 

Pieri  (Jif.).  —  Sur  le  princîp 
liDi^aire  (Quelconque  do  n  du 
L'tuunr  dtmoDire  1»  drut  (oiinu 


relie  plaut^te  @ 


de  la  déclinaison  ma^étique 
ns  l'Italie  méridionale  en  no- 


Lion   en   latitude    des  fac 
i(i.  (i8,^-it((j). 


>rresponclaiice  dans  u 
ins.  (h)(î-i9(|). 


iii-re  s'applique 

(Ijtis  iiiii^   corn 
>e,posésS,.  s;. 

aux  espaces  d'un  nombre  pair  de  dimensions,  cl  ii 
>mbre   impair   de   dimension».  N,  «si   le   nombre  dr 
i^^poiidanre  algébrique  entre  deux  eiïpaces  de  r  di- 
1*  est  l'ordre  des  lieux    (de  /■  dimensions)  corrw- 
es  de  r  dimensions  renfermés  en  K„  i,  l'ordre  des 

trdll»!!  est  li\t< 
eur  applique  le 

s  deu\  formules  It   la  délerminalion  du   nombre  ilf 
g  jiicobien  <\e  deux  furfjces  (;i  —  i  dimensions)  des 

yfUlosckh  {/•:.).  —  Sur  la  ; 
DM';disaà  Nienne.  {.(uo). 


elle  plaiièie  dtxoiiverte  par  li 


f'/n'sti>iii  {C).  —  X'aleurs  olisolue»  de  l'intensité  du  magnélisnie 
lerreslit'  ilélcrmiiu  es  en  i88fi  en  divers  points  d'Italie.  {200- 
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Sandrucci  {A.).  —  Sur  la  concordance  de  la  ihéorie  cinétique 
des  gaz  avec  la  Thermodynamique,  et  sur  un  principe  de  la  ci- 
nétique admis  jusqu'ici  comme  vrai.  (2o5-2ii). 

Brioschi  (F.).  —  Sur  les  fonctions  sigma  hyperelliptiques.  (245- 
25o)  et  (3i  i-3i5). 

Blanchi  {L.).  — Sur  les  systèmes  doublement  infinis  de  rayons 
(congruences).  (SGq-Sjo). 

Pinckerle  {S.).  —  Construction  de  nouvelles  expressions  analy- 
tiques qui  servent  à  représenter  des  fonctions  ayant  un-  nombre 
infini  de  points  singuliers.  (3-o-3^5). 

Volterrn  (  V,).  —  Sur  les  équations  difTérenticlles  linéaires.  (393- 

396). 

L*auteur  montre  un  nouveau  lien  qui  existe  entre  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  la  théorie  des  substitutions.  Il  introduit  deux  opéra- 
tions infinitésimales  relatives  à  une  substitution,  et  qu'il  appelle  dérivation  et 
intégration  d'une  substitution.  Après  quoi  il  démontre  que  l'intégration  d'une 
équation  différentielle  linéaire  homogène  d'un  ordre  quelconque  peut  se  réduire 
à  l'intégration  d'une  substitution. 

Millosevicli  {E.),  —  Sur  Torbitc  de  la  planète  (55)  Libussa. 
(476-480). 

Millosevich  {E,).  —  Observation  sur  la  nouvelle  petite  planète 
Aline  (^^^  découverte  par  le  D*"  J.  Palisa  le  17  mai.  (48o). 

Milloseçich  {E .),  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  Barnard. 
(48i). 

Sandrucci  {A.),  —  Sur  l'équalion  fondamentale  et  sur  la  pres- 
sion intérieure  des  vapeurs  saturées.  (489-493). 

Tome  III  ;  1887,  .2*  semestre. 

Segre  {€.).  —  Sur  la  géoméirie  sur  une  surface  réglée  algé- 
brique. (3-6). 

Sur  une  surface  réglée  d'ordre  n  et  de  genre  p  <oit  donnée  une  courbe  y 
d'ordre  v  et  de  genre  r  qui  soit  fv^^^*  pour  la  surface,  et  qui  rencontre  chaque 
génératrice  en  A  points.  Ou  aura  alors  le  nombre  y  des  génératrices  langenles 
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■70  Si;i;0St)IÎ  PABTtK. 

A  7  ri  le  nombre  T|  d»  |ioinl»  île  v  pur  InHiucls  [laHrnt  dcut  sf^oinuytn 
colncidrntn  donné*  par  Ip<  farmiilna  nuivantu  : 

j.=  jyA(t-,)-*t«-i)n. 
ï,-.y  =  aÀ(/7-i)-»A(it-.). 

Tiiiiir  tiiirtHCc-  ri<gl£r  iilg^hrique  ■!«  grnre/i  et  d'ordre  n  >  >/>  -i-i  appirlirM 
A  lin  r«(ia<'rC  <!<■  plut  cit  n  —  lyj  dimenaion*  oa  bien  est  une  prajeciion  d'HM 
iturr«cc  régl^  de  uitinr:  genre  st  ordre  «ppirlrnint  *  uo  lel  eipAtt. 

ttiecfi  (-■(.).  —  Ri^siillHl»  dns  observations  des  pi-otulK-rancM 
s(ilair<?s  faites  il  l'nbservaloirp  rnjul  de  l'ylerme  en  iSSil.  {.>iî- 
5,(). 

l'nlii-rrn  (  V.).  —  Sur  le»  fonctions  rjiii  (Itipcndcnl  d'HUIre*  frinc- 
li.,n».  Notel  (!):-i.>r.),  Note  II  (i  ii-i46).  Noie  III  (i53-iJ8!. 

t.'«uleur  Jil  qu'une  ruacliim  j*  dépend  d'une  autrt  fonclian  ?{al  rfarn 

t'inlervullg  (  \ B)  lorsque  j'  dépend  de  loufri  les  valeurs  de  ^1  ri  ta  tri 

inUrtille.  Il  élndin  Im  l>rt*liont  de  cri  fonclionï  el  donne  une  eiUauvi  * 
la  rurniale  ito  Taïliir  k  ceam^mei  ronctioii».  Dans  la  NoIe  11,  il  eiamiDr  Ic(v 
oA  il  y  •  de«  puint*  «icfptionoek,  el  dunt  la  Note  lit  il  s'oMupr  <lc  qadqun 
queition*  parlicnlitrci.  Le  bat  d«  rcs  rechercbes  «st  principakmcut.  comnit 
l'auteur  )t  dit,  une  q^tensioo  d«  la  théorie  de  Hiemann  sur  l«*  funcliaai  <lt 
variable*  cuiaplei». 

Sêgrt{C,).  —  Sarlea  variétés  algi'briqocs  compo^i'cs  d'une H-ne 
«implemciit  infinie  d'rsjiaccs.  (i  (cj-i.').'). 

Siiicci  {/■'•}.   —  Sur  le*  angles  de  plus  grande  jetée,  (sii-ïifi)- 

'/'iici/iini  {/'.\.  —  Ohservalions  de  taches  et  faciiles  solaires 
Éiiilos  d;»ns  le  deuxième  et  le  Iroisivme  trimestre  de  i88;.  (ai;'i. 

Tiifr/iiiii  \  /*.).  —  Sur  les  phénomènes  de  la  cliromosphèrc  solaire 
diins  le  deuxième  et  le  troisième  trimestre  de  1887.  (at8). 

.WitfiKifiii/i  \ /■.',^,  —  Sur  les  dernières  planètes  découverles  entre 
Miirsct  Jnpil.-r:  observations  el  slatistiiiue.  (uao-aa.t). 

.l/(7/n.ï,.tVA  I  A.V  —  Kph.'méride  de  la  planète  ^  Libiisia  pour 
l..deovièmo  opposition.  ^r.;î-:v.i). 


No.eU.. 


Mir  les   fonctions  qui  dépendent  de  lignes. 
Notoll.  .7(-a8iV 

r  la  conipvnsalion  des  obser\'ations  suivant  lj 
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méthode  des  moindres  carrés.  Note  I  (23o-5i35),  Note  II  (288- 
293). 

Volterra  (  F.).  —  Sur  une  extension  de  la  théorie  de  Riemann 
sur  les  fonctions  de  variables  complexes.  (281-28^). 

Lockyer  (JV.).  —  Recherches  sur  les  météorites.  Conclusions 
générales.  (3o7-3io). 

Pincherle  (5.).  —  Sur  la  comparaison  des  singularités  de  deux 
fonctions  analytiques.  (3io-3i5). 

L'auleur   appelle  semblables   deux  fonctions   entières   G(ar),   G,(ar)    lors- 
qu'on a 

0^{x)  -  a{x)ii{x)  +  b{x), 

a{x)  tlb{x)  étant  deux  fonctions  ayant  un  caractère  rationnel  dans  un  inter- 
▼alle  comprenant  x  =  ce. 

Taccliini  (P-)-  —  Photographies  de  la  couronne  atmosphérique 
autour  du  Soleil,  faites  à  Rome  en  septembre  1887  par  P.  Tac- 
chini.  (3i5-3i6). 

Millosevich  {E,),  —  Occultations  d'étoiles  derrière  la  Lune 
pendant  Téclipse  totale  de  Lune  du  18  janvier  1888.  (3 17-320). 

S.  R. 


MEMORIE   DELLA   RbALE  ACCADEMIA   DELLE   SciENZE   DI  TORINO.   ln-4''* 

2*  série,  t.  XXV,  1871. 

Richelmy  (-P.).  —  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur 
l'écoulement  des  liquides  par  de  courts  tubes  coniques  diver- 
gents. (3i-52). 

De  Saint-Robert  (P.).  —  Sur  la  résolution  de  certaines  équa- 
tions à  trois  variables  au  moyen  d'une  règle  glissante.  Carac- 
tère par  lequel  on  reconnaît  qu'une  telle  résolution  est  possible. 
Graduation  de  la  règle.  (53-02). 

De  Saint-Robert  (P.).  —  Nouvelles  Tables  hypsométriques. 
(63-79,  VIII  Tables). 


SECONDE  PABTIK. 


{G.),  —  Sur  )a  poussée  des  lerrA»  ilans  le  cas  If  pliu 
I  qui  puisse  se  pr^-senter  û  ringcnictir  constructeur,  (81- 
laa,  api.). 

Vi  [J.).  —  Supplt^meiit  A  In  thi^oric  do  choc  des  projectilei 

d'à  erie,  dniinét:  dam  le  Mdmuîre  de  i86ti,  3*  série,  i.  WIV 

des  n  Mémoires  de  t' Académie  des  Sciences  dv  Turin  ».  (fii- 
i4o). 


•.nahrea  {L.~F.).  —  Éludi- .!«  Sutique  physique.  Pri 
lierai  pour  I     ;niiiiicr  '<'•: 
système  cl       qii' 


■'pÊf! 


I  cl  les   tensions  diiii 


Voici  l«  priDci^  d<iut  il  « 

Lorw]a'nn  «j^iiinc  tlitii 

tnrcn*  eit^rtaures,  le  trav.  . 

L'autear,  aprit  aviir  cipi 
principr,  traite cin(|  pi-iiliUnK 
Piii»  il  donne  l«  itiVoiiinatradiin 

partie»  rigiilci. 

CovaHi(G.).  -   Sur  la  r, 

(,4,-,55). 


~-i  coniid ^ration s  préllminaim  lur  v 
tribution  des  pression)  et  des  leniioaL 
du  principe  dans  le.  cas  d'un  lyu^ns 
Ifme  cantitnt  des  pnlnis  Cm  au  da 


n:e  de*  l.iibes  au  rho 


Genocchi  {A.).  — 
Lagrange  et  de  qi 
\,a  fnrmidc  de  Li^ilii 


Tome  \.\VI; 
Démons  Ira  lion  < 


les  diir.T< 
riodicc  » 


iollc* 


une  formule  de  Leibnit7  el 
iffincs.  (61-77). 

ar  Lafirangc,  «1  celle  qui  «pfinw 
1,'aulcur  en  doone  pour  le  osH"' 
ir  les  inléRrales,  iine  d^monstmtion 


f  /(■= 


tension  an  cas  di'S  indircs  iii^^iitirs  d'une  formule  plus  générale  établie  pir 
air,  une  génùralisatioa  d'une  fiiruiule  donnée  par  Winckler,  et  la  JérnoD- 
atitin  et  nénéruliEiation  d'une  autre  formule  de  PfalT.  Enfin,  il  fait  rcmarqirr 
c  les  théorèmes  ((ii'il  a  démontrés  pour  les  intégrale*  à  indice  entier  peiivenl 
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Catalogue  des  634  principales  étoiles  visibles  sous  la  latitude 
moyenne  de  4^"*»  avec  les  coordonnées  de  leurs  positions 
moyennes  pour  1880;  et  atlas  de  douze  cartes,  contenant  ces 
étoiles  projetées  stéréographiquemcnt  sur  l'horizon,  de  deux 
en  deux  heures  sidérales,  avec  les  cercles  et  parallèles  de  décli- 
naison de  10  en  10  degrés;  présentés  à  TAcadémic  royale  des 
Sciences  de  Turin  par  le  Directeur  de  Tobservatoire.  (5423-281). 

Basso  (G.).  —  Nouvelle  boussole  rhéométrique.  (283-289). 

Codazza  (C).  —  Transmission  pneumatique  de  la  force.  ('>-9i- 
3o2). 

Tome  XXVII;  1873. 

Dorna  {A.).  —  Description  des  instruments  et  des  méthodes  en 
usage  à  l'observatoire  de  Turin  pour  la  mesure  du  temps.  Pre- 
mière Communication.  (i-32). 

Tome  XXVIII;   1876. 

Genocchi  (A.),  —  Etudes  sur  les  cas  d'intégration  sous  forme 
finie.  Deuxième  Mémoire.  (1-18). 

Ciirioni  (G.).  —  L'élasticité  dans  la  théorie  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  voûtes.  (339-3()o,  1  pi.). 

Tome  XXIX;   1878. 

Genocchi  (A,).  —  Sur  un  Mémoire  de  Daviet  de  Foncenex  et 
sur  les  géométries  non  euclidiennes.  (365-4o4,  1  pi.). 

Le  Mémoire  de  Foncenex  est  relatif  à  la  composition  des  forces.  Les  deux 
démonstrations  données  par  Foncenex  et  reportées  par  l*auteur  sont  faites 
indépendamment  de  la  théorie  des  parallèles,  Tune  au  moyen  du  Calcul  infini- 
tésimal, Taulre  sans  le  secours  de  ce  calcul.  L'auteur  traite  ensuite  la  question 
de  l'équilibre  du  levier  en  reportant  la  démonstration  de  Foncenex,  qui  croyait 
que  réquation 

a  laquelle  il  était  conduit  par  ses  considérations  n'avait  pas  d'autre  solution  que 


a  i^tant  une  conslinle.  Si  1' 
Poncencx  Mt  donnée  par  A 
dn  angl»  d'un  triangle  «i  t%»\e  1 
géométrie  «uclidienno.  Le  cas  At  h 
de  LobaUchirski  ou  liypcrboliquc, 
nlliplique.  L'auteur  «•!  ainsi  porté 


s  f^,  h  tl»nl  eoDSlBDle,  U  soliilinn  de 

),  et  rilp  iHjrtw  t  nooelure  que  la  tmorne 

deux  angios  droila,  c'e«t-l-dire  A  ëlalilii  11 

=  -t  r  étant  rit],  correspond  i  ta  gtonéuic 
et  rrlui  de  A  =  •  (r  rM)  ï  la  g^mitrie 
sur  te  [«min  des  géométries  non  rseli- 
i  qu'il  fait  suivra,  il  montre  ne  pa»  rroirc 
ni  t  celle  des  MpaCM  de  plu*icun  Ji- 
ncn  àe  la  pseudnspbjre  et  mr  t'iinpm- 


Tome  XXX;  iH^S. 
ire  df  Maihtmatiriuc  ni 

Tonio  XXXI;  1879. 


Dorna{A.).  —  Indications,  formules  et  Tables  niiméric^ufisjKiiir 
le  calcul  des  épliémérides  astronomiques  de  Turin  avec  \eiè\t- 
ments  de  la  u  Connaissancf.'  des  Tr(i)ps,  de  Paris  »  el  du  -  Nsu- 
lical  Almanac,  de  GreenHÏch  ».  (i-i  i4)- 

Curioni  (G.).  —  L'élasticité  daos  la  théorie  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  voûtes.  Rédticlion  de  la  méthode  générale  pour 
tes  applications  pratiques.  (1  i5-i35,  1  pi.). 

Siacci{F.).  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  résistance 
de  l'air  sur  tes  projectiles.  I"  Partie  {iSj-iaG);  II'  Partie 
(.0.-.45). 

Dorna  {A.).  —  Application  des  principes  de  la  Mécanique  analv- 
lique  à  des  problècnes.  [-^-^^-'ii  1). 

Noti  f  (.\'\tj-y(»).  —  Sur  le  mouvi^ment  absolu  d'un  point  matériel  lié. 

Note  //('je9-?B8).  —  Sur  le  mouvement  relatif  d'un  point  matériel  lié. 

Xote  111  {  j8<|»ai((|).  —  Sur  le»  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  fl 
sur  leur  application  an  mouvement  d'un  point. 

Ao/e  /f  (loi-:!ii).-  Sur  les  intégrales  Hlipliqne<  de  première  espèce  ft  sur 
leur  application  an  mouvement  recliligne  oscillai'jire  de  dcui  graves  lié* 
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Tome  XXXH;  1880. 

D^Ovidio  {£,),  —  Etude  sur  les  cubiques  gauches  par  la  notation 
symbolique  des  formes  binaires,  (i-yo). 

La  cubique  gauche.  Ses  plans  sécants^  tangents  et  osculateurs.  Cordes  et 
tangentes.  La  dévcloppable  de  troisième  classe  osculatrice  de  la  cubique 
gauche.  Correspondance  entre  la  cubique  et  la  dévcloppable.  Axes  de  la  déve- 
loppable.  Rapport  anharmoniquc  de  quatre  points  de  la  cubique  ou  de  quatre 
plans  de  la  dévcloppable.  Foyers  et  plans  focaux.  Correspondance  analytique 
des  éléments  de  l'espace  au  moyen  de  la  cubique.  Involutions  de  points  de  la 
cubique  ou  de  plans  de  la  dévcloppable.  Surfaces  du  second  degré  circonscrites 
à  la  cubique  ou  inscrites  à  la  dévcloppable.  Droites  associées.  Sur  certains 
faisceaux  ou  certains  systèmes  de  surfaces  du  second  degré.  Cônes  conjoints. 
Coniques  conjointes.  Autres  cônes  conjoints.  Quelques  systèmes  particuliers  de 
surfaces  du  second  degré.  Surfaces  polaires  par  rapport  à  la  dévcloppable  ou  à 
la  cubique.  Sur  certains  complexes. 

Curioni  (G.).  —  L'élasticité  dans  la  théorie  de  Téquilibre  et  de 
la  stabilité  des  voûtes. 

Voûtes  symétriques  et  sollicitées  symétriquement.  (i35-i85, 

2  pi.). 
Voiltes  symétriques  non  symétriquement  sollicitées.  (i3^- 
262,  2  pi.). 

Sang  {E,),  —  Nouveau  calcul  des  mouvements  elliptiques.  (187- 
'99)- 

Dorna  {A.).  —  Application  des  principes  de  la  Mécanique  analy- 
tique à  des  problèmes. 

Note  V.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  et  les  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  et  sur  leur  application  au  mouvement  circulaire  d'un  point  non 
libre  attiré  ou  repoussé  avec  une  force  constante  par  un  centre  fixe.  (3oi-236). 

Sang(E\).  —  Addition  au  Mémoire  sur  le  calcul  des  mouvements 
elliptiques.  (3o5-3o7). 

Gerbaldi  {F.).  —  Sur  les  systèmes  de  cubiques  gauches  ou  de 
développables  de  la  troisième  classe,  déterminés  par  deux  cu- 
biques projectives.  (3o<:)-357). 

La  projectivité  est  déterminée  par  trois  couples  arbitraires  de  points  et  par 
l'égalité  des  rapports  anharmoniques.  Les  droites  joignant  les  points  corres- 
pondants forment  une  surface  gauche  du  sixième  degré.  Par  un  point  de  cette 


i;6  SECONDE  I'AUTIF.. 

sarTucr  ptur  en  gén^ril  une  Mitle  iMibW|UF  gRuch»  située 
»j«l4inei  ge  de  cubiqn»  sonl  coin  qui-  l'dulnur  a  éiudifï.  II  trftitc  d'abord  ie 
c«tle  snrfHee  de  «iii^me  degr^  et  do  quc1i|uct  proprifUs  t|ui  i-'j  ratlirhoii. 
Pnis  i[  di>ui(intra  que  In  »y»l*me  renferm»  quatre  cubiques  {'''"e^  ^'  *  P^i"' 
double  FI.  Bfir^B  nvoir  diinnd  l'ciquatton  dii  plan  ofculileur  t,  une  cubique  du 
«ytit'me.  il  fait  vnir  que  In  plan*  osculaicun  de  mfine  piimmétre  A  tout»  In 
cubiques  du  système  «oui  aussi  utcuUteun  i  une  naurcllc  cuhique.  On  a  ain» 
un  nouvetiu  jjstcme  de  rubiques  gauches.  Apri*  aToir  traité  plusieurs  •aire! 
<jU('!tiiuii9  et  dunné  let  équations  en  cnordiMiniie*  de  plant  de  la  uirlate  d« 
*iii(-ini-  degré,  de  sa  dfvcloppable  et  d'uac  enblquc  queteonque  du  tystitat.  il 
rcmsidi're  une  ccrIaiDC  surface  gaucbe  du  qnalrlérue  degré,  lieu  des  conjqw) 
Intentes  aux  d^ieloppables  ose  u  la  tri  en*  dt  tuulei  les  cubiques  du  tystiot. 
IvDsaile,  Il  ripnte  les  prupriétés  de  la  surface  du  sjii^me  ordre  cnvelojipe 
de  tous  les  plans  otculatours,  et  d'uu  système  de  surfaces  delà  troisième (la»e 
lié  A  eetle  surfine;  puis,  il  ciamiue  partlciillei'cineDi  cerlaïars  quadriqu»  ri 
cuniqucs  en  relation  aui  cubiques  du  sysliiiue.  AprAs  l'eKpMilion  de  qudqeeî 
«utTcs  prnprlétii«,  il  termine  par  la  cunsidératinn  du  cas  ait,  au  lieu  de  deui 
cubiques  pri>jccttvea>  on  prend  pour  établir  le  système  une  cubique  en  iDn» 


ÏDll 


.  XXXUT;   reSi. 


Tome  XXXIV; 


Basao  {G.).  —  PhénoinÈncs  dp  polsrisalion  chromatique  en  des 
iigrégîils  de  corps  Iiir^fritigcnts.  {'^-•i^,  t  pi.). 

TomeXXXV;  1884. 

Dnrnn  (--l.)-  —  Sur  la  rôfraclion.  Inlcrprétalion  malhématique 
de  riijpotliùse  par  laquelle  Dominique  Cassini  détermina  la 
réfraction  astronomique,  et  ihi-orie  exacte  qui  en  suit,  libre  de 
totitc  supposition  orbilruire  sur  la  conslitniion  de  l'atmosphère, 


par  nnc  propriété  de  cette  derniù 
indiquée.  (iay-i55). 


ait  pas  encore  ete 


Jadfinzix  {N.).  —  Quelques  problèmes  de  Géodésie.  {loj-iSS}. 

Tome  XXXV(;  i885. 

Segrc  (C).  —  Etude  sur  les  quadriques  dans  nn  espace  linéaire 
d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  (iS-Sli). 
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de  l'espace  de  n  — i  dimensions.  Transformation  projective  d'une  quadrique  en 
une  autre.  Espaces  linéaires  tangents.  Équations  tangentielles  d'une  qua- 
drique. Espaces  linéaires  de  points  tracés  sur  la  quadrique.  Projection  stéréo- 
graphique  de  la  quadrique  sur  un  plan,  et  son  application  à  la  recherche  des 
relations  ayant  lieu  entre  les  deux  systèmes  d'espaces  de />  dimensions  qui  sont 
sur  une  quadrique  de  ip  dimensions.  Faisceaux  de  quadriques  et  classification 
des  quartiques  d'intersection  à  l'aide  du  théorème  de  Wcierslrass  sur  les 
formes  bilinéaires  et  quadratiques,  dont  voici  l'énoncé  : 

«  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  couple  de  formes  bilinéaires 
ou  quadratiques  puisse  être  transformé  en  un  autre  couple  est  que  ces  deux 
couples  aient  les  mêmes  diviseurs  élémentaires.  » 

Système  (Schicra)  de  quadriques.  Développable  circonscrite  à  ce  système  et 
ses  singularités.  Quartiques  tracées  sur  une  quadrique. 

Segre  (C).  —  Sur  la  Géométrie  de  la  droite  et  de  ses  séries  qua- 
dratiques. (87-15^). 

Ce  Mémoire  fait  suite  au  précédent,  et  contient  l'application  des  résultats 
de  ce  dernier  à  la  géométrie  de  la  droite,  cette  géométrie  étant  considérée 
comme  celle  d'une  quadrique  à  quatre  dimensions  dans  un  espace  linéaire  de 
cinq  dimensions. 

De  Berardinis  (C).  —  Sur  récartement  de  la  ligne  géodésique 
des  sections  normales  d'une  surface.  (159-179). 

Guidi  (C),  —  Sur  les  arcs  élastiques.  (181-197,  4  pl-)* 

Loria  (C).  —  Recherches  sur  la  géométrie  de  la  sphère  et  leur 
application  à  l'étude  et  à  la  classification  des  surfaces  du  qua- 
trième ordre  ayant  pour  ligne  double  le  cercle  imaginaire  de 
rinfini.  (199-297). 

La  géométrie  de  l'espace  de  points  est  celle  d'une  quadrique  de  3  dimensions 
dans  un  espace  à  4  dimensions  (l'espace  de  sphères).  Le  groupe  des  transfor- 
mations qui  transforment  en  elle-même  cette  quadrique  est  constitué  par  le 
groupe  des  transformations  de  la  géométrie  métrique  ordinaire  et  celui  des 
transformations  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Interprétation  géométrique 
des  coordonnées  d'une  sphère.  Étude  des  systèmes  linéaires  et  quadratiques  de 
sphères.  Classification  des  cyclides  à  l'aide  du  théorème  de  Weierstrass  précé- 
demment cité,  ayant  défini  la  cyclide  comme  lieu  des  points-sphères  d'un 
complexe  quadratique  de  sphères.  II  y  a  18  espèces  de  cyclides  non  réductibles 
par  transformations  projectives  ou  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Tomo  XXXVII;  1886. 

Ferraris  (G.).  —  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  le 
générateur  secondaire  Gaulard  et  Gibbs.  (97-167). 


SICf.ONl)!':   l'AHTIE. 
Tta  (   '.-G-)-  —  Ergouièire  pour  l'élude  de  la  stxhilil^  de» 
cons        lions  el  de  IVksticilé  des  mau^riaus.  (aoj-ai;,  a  pi). 

lit  (A.).  —  Sur  un  ^leclrocaloriiiièlre  el  aiti-  quelques  iue«urei 
liles  avec  ccl  appareil  sur  le  générateur  secondnire  Caulard  el 
wiblis.  (3ti7-3<)4). 

Segre  (C).  —  Recherches  sur  les  homographies  el  sur  les  cor- 
r<^lulions  en  gi^n^ral,  et  en  particulier  .lur  celles  de  l'esparj; 
ordinaire  cunsidér<^es  dans  la  geomùtne  de  la  droite.  (  3ç)-M^^)- 

IloTnogniphics  d'un  espace  lin^Hitc         tram  For  lucnt  «n  dle-iuèmc  udt  qu- 
ilrii]ue  dnan^R  (dcn  —  i  diiiicn«ions).  .....TingrapbiM  de  l'espaec  ordinaire  Aiu 

U  fsAomttrip  dr  la  dmite.  Les  corr£laIion«  e.a  di^s  mpAMt  linéairM  qur^lcjiNqnct- 
CorrHatlons  duni  l'etpace  ordinaire.  Trantriirm liions  hoinograptii<|uu  et 
t^dprn(]uM  d'un  complexi:  linéaire  de  dt»ilM  en  Mi-tnjmr.  Sur  1»  tnraruiu 
des  bomngri pille»  M  des  corrclaiinns  dam  lu  géomélrlc  de  la  draiLe. 

Cilidi  (C).  —  Sur  la  courlii-  (k-s  pressions  dans  les  arcs  i-l  It^ 
voûtes.  {6a5-64s,  i  pi-)- 

Tome  XXXVni.  1888. 

Segre  (C).  —  Les  couples  d'étémenls  imaginaires  dans  la  gro- 
mt^lrle  projcclivc  svnihi'tique.  (3-*^). 

•  Si  deux  rorrespondanfes  ou  iran-formalions  uniïoqucs  P,  I*,  pn  Ats  i>- 
r'tiléi  quclcL>ni]iirs  sont  Iclles  que  P  soil  iransforméc  en  elle-même  par  P,.  P, 
sera  aussi  transforuice  en  elle -mi'mc  par  1',  et  le  produit  de  rcs  Hcui  tranî- 
Tormalions  est  eoniniulalif,  e'csl-à-dire  tjue  la  transformation  obtenue  en  appli- 
quant les  Iransformalinns  di>nn<>es  dans  l'ordre  P,  P,  est  identique  à  felle 
■  qu'on  obtient  en  les  appliquant  dans  l'ordre  P,,  P.  IWeiproqucment,  la  com- 
mulativité  des  deux  transformations  entraîne  la  propriété  que  P  soit  traas- 
farmée  en  cllc-inémc  par  P,,  et  P,  par  P.  » 

L'aulriir  fait  aussi  des  applicatiotis  1  la  théorie  métrique  des  couple;  imagi- 
naires, aux  coniques,  à  riiciaeramme  de  Pascal,  aux  théorèmes  de  Caraot  cl 
de  Sturm.  Il  considère  enfin  les  couples  gauclies  de  droites  imaginaires. 

Loria  (G-).  —  1.0  passi-  el  Ic  présent  des  principales  théories 
géométriques,  (^Hi^-.^yô). 

La  Géoméirir  avant  la  moitié  du  six'  siècle.  Théorie  des  courbes  planes. 
Tliroric  des  surface.'.  Théorie  des  courbes  à  double  courbure.  Représentations. 
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Ferraris  (C).  —  Sur  les  différences  de  phase  des  courants,  sur 
le  retard  de  Tinduction  et  sur  la  dissipation  d'énergie  dans  les 
transformateurs.  Recherches  expérimentales  et  théoriques.  (4 15- 
464,  I  pi.).  S.  R. 


ATTI  DELLA   R.    ACCADEMIA   DELLE   SciENZE   DI  TORINO.    In-S"". 

Tome  XXI,  1 885-86  (»). 

Padova  {E,),  —  Sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  rigide. 

(38-47). 

L'auteur  résout  deux  cas  de  ce  problème.  Dans  le  premier,  les  équations  du 
mouvement  sont 

A^  =  (B-C)(/r-XA/?, 
B^=(C-A)ry?-XB(7, 


et,  dans  le  second, 


C^  =(A-B)/?<7--XCr, 

A^  =-XA/>-+-(A-C)(/r-P*T., 
A  ^  =  -  XA«7 -+- (C  -  A)/>r-+- P*T., 

dt 

Charrier  {A,),  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales,  calculées  pour  Turin  en  temps  moyen  civil 
de  Rome  pour  1886.  (6i-83). 

Charrier  (A,),  —  Observations  météorologiques.  (84-88). 

Dorna  (-^.).  —  Sur  la  visée  méridienne  de  l'observatoire  de 
Turin  à  Cavoretto,  et  formule  pour  déduire  sa  position  de  sa 
hauteur  et  des  constantes  de  l'Instrument  des  passages.  (92-94, 
1  pi.). 

Segre  (C).  —  Sur  les  variétés  normales  à  trois  dimensions  com- 
posées de  séries  simples  rationnelles  de  plans.  (95- 1 15). 

(')  Voir  Bulletin,  XI^,  p.  i83. 


SECONDE  PAHTIE, 
'dooii«   pluiicurs   propridlc^s  de   ers    variéiéi,    leur  dittinctiiHi  ea 

iSn  Ifur  repréienUtioii  sur  l'cspiCF  urdinairr.  De  ccLte  représKuii- 
It  uop  irtasfarniiilion  univoque  dp  l'wpace  ordinaire,  par  Jaqndlc 
U'^t        cor«tpondeot  des  surfaces  rifl*c»  d'ordre  qudconrjiie. 


'ai         iV.).  —  Nouvelli!  méthode  pour  rn 
Mrreelres.  (iiS-iSa,  i  pi.). 

CCI  {F.).  —  Si;i-la   lolalion  d'un  corps 
i\a6i-a65). 


ries  luneltei 


tno{G.).  —  Sa\ 

\a73-a77). 


propotilion*  rel*tiïes*  «s  surfaces. 
Iiéoric  des  fractions  coattaa». 


etioD  inlermâdiaire  comprise  enire  le»  d«iix  rraclions  principatra 
el  (4-  1  d'uDP  frai^tion  enntinup  al  plus  rapprochée  de  ttllt  réinc- 
DUC  (|uc  toute  nuire  (mctlon  à  termes  plus  simples,  i  l'cieeplion,  en 

as,  de  la  fraction  principale  d'ordre  i  +  i. 


rnn  {À.).  —  Notion* sur Tr 
d'ouverture  et  \°\ï<'i  de 


ilàril'fracleurMeri',  de  u^.So 
c  focale.   (3o4-3io).  Noie  II 


(357-365).  Note  m  (S;,     iyg;.     oie  IV  ((kj8-7i5). 

Charrier  {A.).  —  Travaux  de  l'observatoire  roval  de  Turin 
(Observations  météorologt(]ties).  (31  i-^ia). 

Dorna  {A.).  —  Recherches  pour  reconnaître  si  la  dcvialion  de  la 
visée  méridienne  de  l'oliservalolre  de  Turin  à  Cavorctto  du  plan 
du  méridien  est  sensihlcmenl  nulle  eomnie  en  189-8.  Noie  II 
(433-44-!).  Note  m  {.\%ç)-hoo). 

Jadanza  (A'.).  —  Sur  le  calcul  de  la  distance  de  deux  points 
dont  les  positions  fçéographiques  sont  connues.  (469-4'^8)- 

Basso  {G.).  —  Sur  la  loi  de  répartition  de  l'intensité  lumineuse 
entre  les  rayons  biréfractés  par  des  lamelles  cristallines.  (586- 

60a). 

Loria  (C).  —  Représentation  sur  un  plan  des  congruences  [a,  6]j 

et  [2,7].  (Crti-r.3a). 

Peano  (G.).  —  Sur  l'intégrabilité  des  équations  difTérenliellesdii 
premier  ordre.  (677-685). 
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L'auteur  démontre  TexisteDce  des  intégrales  de  Téquation 

en  supposant  seulement  la  continuité  de  la  fonction /(ar, y). 

Zanotti  Bianco  (O.).  —  L'hexagramme  de  Pascal.  (686-697). 

En  1830  Besscl  retrouva  la  propriété  de  l'hexagramme  sans  connaître  le 
théorème  de  Pascal.  Il  communiqua  sa  découverte  à  Olbers,  qui  ne  connaissait 
pas  non  plus  ce  théorème. 

Charrier  {A.),  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales,  calculées  pour  Turin  en  temps  moyen  civil 
de  Rome  pour  1887.  (725-749). 

Porro  {F,).  —  Observations  des  comètes  Fabry,  Barnard  et 
Brooks(F^  1886),  faites  àTéquatorial  de  Merz  de  Tobservatoire 
de  Turin.  (750-757). 

Segre  (C).  —  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  elliptiques 
d'ordre  quelconque.  (868-891). 

Les  surfaces  réglées  rationnelles  d'ordre  n  dans  un  espace  d'un  nombre  quel- 
conque de  dimensions  peuvent  être  regardées  comme  des  projections  de  celles 
qui  appartiennent  à  un  espace  S„^,.  L'auteur  démontre  qu'une  propriété  ana- 
logue a  lieu  pour  les  réglées  de  genre  i  et  pour  celles  de  genre  1.  Puis  il 
s'occupe  des  réglées  de  genre  i  (considérées  comme  des  projections  de  celles 
qui  appartiennent  à  S„_,),  de  leur  classification,  de  plusieurs  propriétés  rela- 
tives aux  courbes  tracées  sur  elles,  et  de  la  représentation  de  ces  réglées  sur 
le  cône  cubique  ordinaire. 

Morera{G.),  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  d'une  va- 
riable complexe  par  des  expressions  analytiques  infinies.  (892- 

899)- 

Il  s'agit  d'établir  des  conditions  pour  qu'une  expression  analytique  infinie 
(série,  produit  infini,  etc.)  représente  une  fonction  monogène.  Nous  citerons 
le  théorème  suivant  obtenu  par  l'auteur,  et  qui  contient  comme  des  cas  parti- 
culiers les  théorèmes  connus  sur  les  séries  et  sur  les  produits  infinis. 

Si  les  expressions  ?(/>,,  n^^  ...^z)  restent  monodromes  finies  et  continues 
dans  un  champ  T,  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  des /i,  supérieures  à  certains 
nombres  finis,  et  si  en  T  l'expression  9 (/i,,  /ï^,  ...,  z)  est  uniformément  con- 
vergente, l'expression 

iv  =  lim  9(/^,,  w,,  . . .,  z) 


n—  ta 


représente  une  fonction  monodrome,  finie  et  continue  de  z  en  T. 

Novarese  {F.),  —  Sur  une  analogie  entre  la  théorie  des  vitesses 
et  la  théorie  des  forces.  (900-91 1). 


Ton»  XXU,  iSaS~97- 


Porro{F.\. — ObvTTaiioiitdrf  comèir^KtnlairciBartiard-HartKÎg, 
failt^  à  ré<fu*lorï>I  de  Mirn  de  l'olMcrvalairc  de  Turin.  ^S-liL 

adanza  (A'.).  —  Influener  d«9  err«im  du  th<fodolîle  sur  la  me- 
aare  des  angles  horifnnUax.  (13-27). 

Emery  {G.),  —  Snr  U  candition  de  l-ictprocit^  el  sur  les  cas 
d'îdcnlité  entre  des  courber  (jui  rvpréwntenl  une  disuibulion 
continue  de  forces  parallèl—  r*  '—  coarbcs  fanicnUire»  corm- 
pondanle»-,  et  di»<}uiiil         pi  ilière  sur  les  clinoîde».  I17Ô- 

•  »8). 

rro  {F.).  —  Nouvelles  obi  ds  des  contiles  FmUf  et  Bit- 

nard'Uartnng.  à  rê<]ualoriai  irx  de  robsnrsloire  de  IIJiu- 

vcrsitc  rovale  de  Turin,  (ai!*-         |. 

■Janoili  Bianco  [0-)~  —  Qoclii  tbéarèmes  sur  les  coefEctenii 
de  Lcgeodre.  (aaâ-a^). 

iJi(C.).  —  Sur  le  calcul  «ruines  poolres  compoMa. 

Siacci  {F.').  —  Commémoration  d'Alexandre  Doma.  (a47-a5i). 

Charrier  {A.\.  —  Travaux  de  l'observatoire  astronomique  de 
Turin.  (.;4-3;Si. 


e{C.).  Noiiieaux  résultats  sur  les  i 
;s  de  genre  quelconque.  ^3Ù2-J()3). 


n  quelques  propriël 


Charrier  (-■/.)-  —  Résumé  des  observations  mélôorologiques 
laites  dans  le  second  semestre  de  18S6  k  I  observatoire  aslroDo- 
miquc  de  Turin.  (3(;i-3li8). 

Porro  (F.).  —  Déicrminalion  de  la  latitude  de  la  station  astnv 
noniique  de  Termoli  par  des  passages  d'étoiles  au  premier  ver- 
tical. (3ot(-iM(i. 
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D'Ovidio  {E,).  —  Sur  deux  points  de  la  Théorie  der  binaren 
algebraischen  Formen  de  Clebsch.  (4?7-437). 

Les  deux  points  en  question  sont  relatifs  à  la  formule  de  Gordan  pour  le  dé- 
veloppement d'une  forme  à  deux  séries  de  variables  suivant  les  puissances  de 
{Xyy)j  et  à  la  discussion  des  solutions  de  l'équation  biquadratique. 

Peano  (C).  —  Intégration  par  séries  des  équations  différentielles 
linéaires.  (437-446). 

Jadanza  (JV,),  —  Sur  une  question  d'optique  et  sur  un  nouvel 
appareil  pour  redresser  les  images  dans  les  lunettes  terrestres. 
(447-452). 

Porro  (P-)'  —  Troisième  et  dernière  série  d^observalions  des 
comètes  Finlay  et  Barnard-Hartwig,  à  Téquatorial  de  Merz  de 
l'observatoire  de  Turin.  ( 557-56 1). 

Bra/nbilla  (A,),  —  Un  théorème  dans  la  théorie  des  polaires. 

(787.790). 

Segre  (C).  —  Sur  la  variété  cubique  à  dix  points  doubles  de 
l'espace  de  quatre  dimensions.  (791-801). 

Exposé  sans  démonstrations. 

Novarese  {E,).  —  Sur  une  transformation  des  questions  d'équi- 
libre des  courbes  funiculaires.  (801-808). 

Bertini  (E.),  —  Sur  la  décomposition  de  certaines  homographies 
en  homologies.  (865-8o6). 

Extrait  d'une  lettre  à  M.  Segre. 

Charrier  (A,),  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  pla- 
nètes principales  calculées  pour  Turin  en  temps  moyen  civil  de 
Rome  pour  1888.  (867-889). 

Del  Re  {A,),  —  Sur  les  homographies  qui  transforment  en  elle- 
même  une  certaine  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de 
seconde  espèce,  et  sur  les  corrélations  qui  la  transforment  en  la 
développablc  de  ses  plans  osculaleurs.  (901-922). 

L'auteur  Iroiivr   doux    séries    (lifTércnlcs  de   ces  lioiiiograpliies.  Les  formules 


i84  PREMIÈRE  PARTIE, 

pour  la  première  sont  les  suivantes  : 

x\  :  x\  :  x\  :  x\  =  h^x^  :  —  b^cx^  :  —  bc*x^  :  cj  a? J 

et  celles  de  la  seconde 

x\  :  x\  \x\\x\  —  a\x^\^  a\  dx^  :  —  ad}x^  :  d\x^. 

Il  étudie  des  propriétés  et  des  cas  particuliers  remarquables  des  deux  séries, 
l'application  successive  (produit)  de  deux  homographies,  et  enfin  les  corréla- 
tions mentionnées  dans  le  titre,  dont  il  trouve  aussi  deux  espèces. 

Basso  (6r.).  —  Sur  la  loi  optique  de  Malus  dite  du  cosinus  carré, 
(gaS-gSo).  S.  R. 


ACTA  MATHEMATICA. 

Tome  VI;  i885  (»)• 

Molk  (./.).  —  Sur  une  notion  qui  comprend  celle  de  la  divisibi- 
lité et  sur  la  théorie  générale  de  Téliminalion.  (1-106). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  servir  d'introduction  à  la  lecture  des  belles 
théories  arithmétiques  publiées  par  M.  Kronccker  à  l'occasion  du  cinquantième 
anniversaire  du  doctorat  de  M.  Kummer  (2). 

Dans  un  premier  Chapitre,  M.  iMolk  fixe  le  domaine  commun  à  TArithmctique 
et  à  l'Algèbre;  il  expose  la  méthode  qui  lui  semble  devoir  être  suivie  dans  tout 
exposé  des  théorèmes  fondamentaux  de  ces  deux  sciences;  il   faut,  s'il  est  pos- 
sible, resLcr  dans  \c  domaine   des  nombres   enliers,  des   fonctions  entières    à 
roeflîcienls  entiers.  Il   ne   faut  pus  craindre  des  longueurs  inévitables;  oc  qui 
seul    est   essentiel,    c'est  qu'on   aperçoive  bien    la    chaîne  des   transformations 
identiques   qui   pcrmctlenL  de   passer  du   point  de  départ  au   point  d'arrivée; 
c'est  alors  que  les   démonstrations,  mulgré   leur  longueur  apparente,  tiennent 
le  moins  de  |)la{e  dans  resj)rit.  La  démonstration   d'un   théorème   d'Arithmé- 
tique ou  d'Algèbre  est  d'autant  plus  nette  et  définitive  qu'elle  évite  davantage 
l'emploi  des  symboles  étrangers  à  ces  sriences,  tels  que  les  incommensurables, 
depuis  les   radicaux  jusqu'aux    nombres  transcendants.  Il   y   a   encore  quelque 
rhose  d'essentiel  à  faire  pour  perfectionner  une  démonstration,  même  si  l'on 
n'y  fait  usage  ni  de  nombres,  ni  de  fonctions  transcendantes,  tant  qu'elle  exige 
l'emploi  de  radicaux  ou  de  quantités  algébriques  quelcon(jues.  Ce  n'est  toute- 
fois pas  changer  le  domaine  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  que  d'y  faire  en- 
trer les   nombres   négatifs  et  les  nombres  rationnels.  \  côté  de  ces  nombres  il 
faut  considérer  les  (juantités  indcterminêes ;  ce  sont  ces  symboles  qui  sont  le«» 
vrais  auxiliaires  dans  toute  recherche,  comme  l'a  déjà  montré  Causs,  et  comme 
M.  Kronccker  l'a  mis  en  pleine  lumière  dans  le  Mémoire  cité. 


(  '  )  Voir  Bu/letin,  \III^,  p.  9H. 
{')  Voir  liulletin.  Mil,,  p.   i ',.''. 
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Ce  sont  ces  symboles  qui  simplifient  les  démonstrations  en  permettant  de 
grouper  dans  un  ordre  déterminé  les  systèmes  d'entiers  ou  de  fonctions  en- 
tières que  Ton  a  à  considérer. 

Il  y  a  encore  une  autre  abstraction  qui  joue  un  grand  rôle  dans  les  recherches 
d'Arithmétique  et  d'Algèbre,  c'est  le  passage  des  égalités  aux  congruences  sui- 
vant un  module  donné.  Les  congruences  ont  l'avantage  de  laisser  de  côté  ce 
qui  dans  une  recherche  déterminée  ne  joue  aucun  rôle;  elles  ne  font  d'ailleurs 
quitter  en  rien  le  domaine  de  l'Algèbre. 

L'emploi  des  nombres  imaginaires  de  la  forme  a-hbij  où  a  et  6  sont  ration- 
nels, est  un  cas  particulier  de  l'emploi  des  indéterminées,  c'est  celui  où  i  est 
considéré  comme  une  indéterminée  et  où,  à  chaque  égalité  que  l'on  écrit,  on 
doit  substituer  par  la  pensée  une  congruence  suivant  le  module  l'-Hi.  Il  est 
d'ailleurs  bien  souvent  avantageux  de  remplacer  le  module  i*-f-i  par  tout 
autre  module  qui  correspond  aux  recherches  que  l'on  a  à  effectuer. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  ï irréductibilité  d'une  fonction 
entière  quelconque  dans  un  domaine  naturel  de  rationalité  donné. 

Tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  passés  successivement  en  revue  et 
Ton  donne  pour  chacun  d'eux  une  méthode  permettant  de  trouver  les  facteurs 
irréductibles  de  la  fonction  entière  donnée  ou  de  montrer  qu'elle  n'est  pas  dé- 
composablc  en  facteurs  dans  le  domaine  de  rationalité  donné.  Hien  entendu,  on 
ne  fait  pas  usage  du  théorème  que  toute  équation  algébrique  a  une  racine  au 
moins;  car  ce  serait  introduire  les  quantités  algébriques  dans  une  recherche 
fondamentale  d'Algèbre  où  elle  n'a  rien  à  faire. 

La  théorie  du  résultant  de  deux  fonctions  entières  est  ensuite  exposée  avec 
de  grands  détails.  On  cherche  successivement  la  condition  suffisante  tl\^  con- 
dition nécessaire  pour  que  les  deux  fonctions  entières  données  aient  un  diviseur 
commun;  on  nion(rc  ensuite  que  ces  deux  conditions  sont  identiques.  A  l'aide 
de  l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur  seulement,  le  résultat  peut 
être  obtenu  dans  chaque  cas  particulier. 

On  définit  ensuite  ce  que  l'on  entend  par  domaine  général  de  rationalité, 
et  l'on  donne  enfm  la  théorie  de  la  rôductibiiité  des  fonctions  entières  dans  un 
domaine  général. 

Lorsqu'on  se  propose  d'étudier  parallèlement  aux  fonctions  entières  les  sys- 
tèmes de  fonctions  entières  et  lorsqu'on  cherche  à  les  décomposer  en  systèmes 
irréductibles,  on  s'aperçoit  bientôt  qu'il  est  commode  de  généraliser,  d'une 
façon  déterminée,  la  notion  de  divisibilité.  Cette  généralisation  est  l'objet  du 
troisième  Chapitre,  tandis  que  la  décomposition  des  systèmes  de  fonctions  est  elle- 
même  abordée,  dans  toute  sa  généralité,  dans  le  quatrième  Chapitre  du  Mémoire. 
Après  avoir  étendu  la  théorie  du  résultant  à  la  recherche  des  résultants  pris 
suivant  un  module  déterminé,  on  montre  aussi  dans  le  troisième  Chapitre 
comment,  à  l'aide  des  systèmes  de  modules,  on  peut,  sans  faire  usage  des 
nombres  et  fonctions  algébri(iucs,  décomposer  une  fonction  entière  dans  un 
domaine  général  de  rationalité.  Kn  comparant  cette  recherche  à  celle  qui  ter- 
mine le  second  Chapitre,  on  voit  bien  nettement  ravanta(;e des  méthodes  pure- 
ment algébritfues  sur  celles  qui  ne  le  sont  pas. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  le  cas  général  de  la  décomposition  d'un  sys- 
tème formé  par  un  nombre  quelconque  m  de  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
|x  de  variables  est  précédé  du  cas  particulier  de  la  décomposition  des  systèmes 
formés  d'abord  de  deux  et  ensuite  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  de 
deux  variables  seulement. 

/?«//.  des  Sciences  mathém.,  i"  série,  t.  MIL  (Novembre  i88().)  U.iG 
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Enfin,  [lans  un  dcminr  Chapitre,  les  rcFlierelii»  pr^r^dentM  «ont  gppliiiii^ 
Il  la  théorie  ginéraU  de  rélimiiuilion.,  c'esl-i-dire  ï  l'étude  il' u a  ajst^mr  fiiniii 
par  nu  soriilire  quelconque  ni  d'i!qualinn«  rntrr  un  nombre  également  qsd' 
cuuquD  |t  d'iucunnuM  :  on  y  trouve  nctlciiieiil  éulitie  la  notion  arilliintiiiiar 
lia  rang  d'un  «ysléme.  Cette  aotjon  est  de  li  plus  hante  tmporunire  et  li  H- 
nominition  de  M.  Malk  a  lild  adnptë*  par  M.  Krunerker  qui  a  lubslilaé  le  mnl 
rang  au  mot  Stiife  dnna  ics  Corn iiiunicv lions  k  l'Acailénite  des  Sde-ar«dr 
Berlin.  Cette  notion  de  rang  d'un  synltme  Mt  iljjA  donniîe  it^utnélnqueniriitii) 
d£but  du  troiaiéme  Cliapitre,  pages  ^i  et  hj  du  Miimoîre. 

Bois-Reymond  {P.  fia).   —  Sur  le  concepl  de  longueur  il'iint 
courlic.  (109-1  iw). 


Weierxtrasx.  —  Sur  la  llii-orie  tics  fondions  Glliptîi|ucs.  (iro- 
aa8). 

C'est  la  truductian.  par  M.  ral>l>i>  Paninnnitr,  d'un  Mémoire  (|ui  a  pin  M 
allemand,  dans  les  SUzungibrrichU  de  l'Aradéiiiie  de  fivrlin  et  qui  a  ttéoU- 
l}sé  k  ce  titre  dans  le  huHelin  (t.  \1„  p.  ^K). 

Itunge.  —  Sur  la  llicorkT  dos  fondions  annljUqiics  imiforraK 
(258-34.^). 

L'auteur  s'occupe  d'une  que»lion  que  M,  MitlaE-Lcfflcr  se  trouvait  iToir  (4- 
■olne  dam  ion  Mémoire  classique  par  un«  voie  t«ut  autre.  Les  iagénienitt  »■ 

clierrlies  de   M.  Runpe  i-nl  d'ailleurs  iii  PiHiiVcnienl   indvprnd unies  de  cf'Ic- 
du  savant  directeur  des  Afin, 

Dans  la  première  Partie,  il  s'agit  de  montrer,  d'une  pari,  que  le  doinaiii!  dt 
validiti;  d'une  friQclion  {GilltigkeiUbercic.h).  e'cst-i-dire  l'ensemble  des  poia» 
nfi  la  fonction  est  rt^gulîérc  et  de  ses  pi!iles,  n'est  soumis  ù  aurunc  autre  rosdi- 
tion  que  il 'èlic  connexe  et,  d'autre  pari,  que  toute  fonrtion  analytique  onifonnt 
peut  èlrc  représcnliïe  par  une  série  unique  dont  les  tenues  sont  des  (oarlioD^ 
unifurmcs  de  la  varialilc,  valalilc  dans  tout  le  domaine  de  validitc.  Cette  série 
s'obtient  eu  considérant  t'intéijralc  de  Cauchy 


^./"B 


rcmarvjuanl  que  la  définition  même  de  cette  intégrale  comme  (imite  d'un' 
c  fournit   une   fonction   ralionnelle  qui  peut   en  approcber  autanH|u'o[i 

5  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Ifungc  montre  qu'une  sérif  dont 
■mes  sont  des  fondions  rationnelles  peut  représenter  uni;  fonction  inslt- 
avec  un  domaine  de  validité  prescrit  à  l'avance,  à  supposer  seulenienl  q»' 

?.  —  Sur  \:i  lliûorlc  (les  fondions  analytiques.  (a.i5-24**,'* 
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puissances  entières  d'une  variable,  avec  un  même  domaine  de  convergence,  qui 
ne  converge  pas  uniformément  y  et  qui  cependant  représente  une  fonction 
monogène.  Ainsi  la  condition  établie  par  M.  Weierstrass  comme  suffisante 
{Bulletin,  t.  V„  p.  157)  n'est  pas  nécessaire. 

Kowalevski  (S.).  —  Sur  la  propagation  de  Ja  lumière  dans  les 
milieux  cristallisés.  (249-3o4). 

Dans  ses  Leçons  sur  rélasticité.  Lamé  a  ramené  la  question  de  la  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  un  milieu  cristallisé  à  l'intégration  des  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  que  voici  : 

d»Ç  \dy       dx)        ^.    \dj7       dz) 

— Z    :=   c*  — —^ 0^  — » 

ôt^  dy  dz  ' 

(i)  \à*y\^^^    \dz       ôy)        ^,    \dy       dx) 

dt*  dz  dx 

^  =  ^.    \t^>g       ày)       ^f\dz       dy) 
dt*  dx  dy 

t  représente  le  temps;  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  milieu  vibrant,  Ç, 
T,,  (^  les  projections  de  l'écart  de  ce  point  de  sa  position  d'équilibre;  a,  6,  c  les 
constantes  optiques  du  cristal. 

M"'  Kowalevski  commence  par  rappeler  les  recherches  de  Lamé  relatives  à 
ces  équations;  ces  recherches,  si  profondes  qu'elles  soient,  n'ont  pas  abouti;  et 
la  solution  analytique  à  laquelle  Lamé  était  parvenu  correspond  à  un  mouve- 
ment qui  est  physiquement  impossible;  en  sorte  que  Lamé  avait  été  amené  à 
introduire  des  hypothèses  physiques  sur  la  valeur  et  sur  les  conséquences  des- 
quelles il  n'a  d'ailleurs  pas  insisté. 

En  188 1,  M.  Weierstrass  avait  communiqué  à  M"*  Kowalevski  des  résultats 
d'une  haute  importance  théorique,  car  ils  aboutissent  à  l'intégration  générale 
des  équations  (i);  ces  résultats,  M">*  Kowalevski  les  développe  avec  toute  l'am- 
pleur désirable  (p.  254-279);  mais  ces  recherches  n'avaient  pas  eu  d'application 
et  il  était  réservé  |à  M""*  Kowalevski  d'en  déduire  la  solution  complète  du  pro- 
blème physique.  Elle  parvient  en  effet,  dans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire, 
à  un  système  de  formules  pour  ^,  t„  {^,  composées  avec  des  intégrales  triples 
relatives  à  tous  les  points  de  l'espace  limités  par  une  nappe  (extérieure  ou  inté- 
rieure) d'une  surface  d'ondes  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  t,  les- 
quelles satisfont  aux  équations  (i)  et,  pour  /  =  u,  se  réduisent,  ainsi  que  leurs 
premières  dérivées  par  rapport  à  /,  à  des  fonctions  données  de  x,  y^  Zy  qui 
doivent  toutefois  être  choisies  en  accord  avec  l'équation 

^5  ^  «M  ^  c^;        ^ 
dx       dy       dz 

Ces  formules  générales  définissent  un  mouvement  physiquement  possible, 
sans  le  secours  d'hypothèses  étrangères. 

Range.  —  Développement  des  racines  d'une  équation  aJ^éb*  -que 


SKCONUE  IMIITIE. 
fonctions    rationnelles  de*    tocrHctonlS.  ( 


.^t8). 
Daniel  Bernoulli  i 


inonlri  que  U  rappurl 


ub  S.  tl^sîgnn  U  (unimo  de*  puis^ancM  n""*'  des  nCiflCs  d'une  éqDfttion  »lgt- 
brique,  n  pour  limite  11  racine  de  plus  petit  Dtidulu,  s'il  n'en  existe  qD*BH 
seule.  M,  tlunje  fuit  la  remarque  cxtrémemi'iil  simple  que  voici  :  si  f,,  2,,  -,., 
X,  sont  les  ndnes  il'uno  ^ualiun  et  si  x  est  un  puinl  Hxv  ilti   pian,  sasDJelti 

à  Aire  plus  pr^9  de  la  rucîne  x  iguo  des  uulre^i  la  qaaatitc 


H,(X)  = 


Ux 


■c)^' 


(-  H,- 


(ll.-H,)4-(t(, -»,)+.. 


dont  1rs  iPi'rnnt  a<inl  mutiifi^stcmcnt  des  (onetinns  rBtionnrlli^i  des  coefBcicati 
de  l'ciiuation,  convcrjju  icrs  x,.  M.  Hunge  ïLudie  d'une  tkçnD  approfondie  la  li- 
mltatiun  du  domitinc  de  cnnvergeni^e  d'une  telle  hiric  Inrsqn'cin  regarde  comae 
Tsriablet  (  i  ad  rijicn  dan  tes  ou  mm)  Icn  FJteTncieals  de  l'équHtloo;  ce  domaïae  esl 
limité  par  les  parties  d'une  coniiguralion  algébrique  d'une  dimension  moiadn 
d'une  usité  que  le  doraftine  de  variabilité  des  coefDcients.  SJ,  par  exemple, 
ceux-ei  sont  dei  fonctions  ralionnellea  d'une  variable  imaginaire,  le»  réginai 
de  cunvcrgGDCe  seront  limitées  pardej  portiuns  de  courbe»  algébriques  et  le  fait 
rir-  traverser  une  de  ce*  pnrlions  de  courbes  correspondra  i  une  substitution 
eirecLiiêe  sur  le^i  rniincs  J,,  J,,     ...  J„. 


1 

I 


Sliellja 


-  Un  ll.corcmc  J'Algi'irc.  {3icj.3ao). 


ilétcrniiuant  + 1,  le 


\^„-     K+b'     C'+c' 
I  V+'t-    ir  +  f   c-+e- 


gonatcs  d'ordre  quelconque? 

Slielljcs.   —  Sur  certains  polynômes  qui  vérificnl  une  éqoatii 


A 
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difierenlicUe  linéaire  du  second  ordre  et    sur   la  théorie  des 
fonctions  de  Lamé. 

Heine  {Kugelfunctioneny  1*  édition,  t.  I,  p.  472,  etc.)  a  montré  que,  \  et  B 
étant  deux  polynômes  donnés  quelconques  en  x^  le  premier  de  degré  p  -hiy  le 
second  de  degré  /?  —  i  au  plus,  il  existe 

(/>-M)(/l  +  2)(/l4-3)...(n-h/?-0 

{Flf  p)  =  5 

■^  1.2.3.../?  —  ! 

déterminations  du  polynôme  C,  telles  que  Téquation 

.  d'y         ^dy       ^ 

admette  comme  intégrale  un  polynôme  en  x  de  degré  /?. 
M.  Stieltjes  établit  les  propositions  suivantes  : 
Lorsque  les  racines  a,,  a,, . . .,  a   sont  toutes  réelles,  inégales,  et  que  les  ré- 

sidus  de  la  fraction  rationnelle  -r-  relatifs  à  ces  racines  sont  tous  positifs,  les 

A 

{riy  p)  déterminations  du  polynôme  C  sont  toutes  réelles,  ainsi  que  les  poly- 
nômes correspondants^  du  degré  n.  Si  ^,  est  un  de  ces  polynômes,  les  racines 
de  l'équation  y,  =  o  sont  réelles,  inégales  et  distribuées  dans  les  p  intervalles 
des  racines  de  A  =  o. 

Il  est  clair  qu'on  peut  distribuer  n  quantités  dans  p  intervalles  de  {/ly  p) 
manières;  or  il  arrive  que  les  racines  des  polynômes  y  présentent  en  effet 
toutes  ces  distributions,  en  sorte  qu'un  tel  polynôme  est  parfaitement  carac- 
térisé par  la  distribution  de  ses  n  racines  dans  les  p  intervalles  des  racines 
flo,  a,,  '•  ",  CLf,  des  racines  de  l'équation  A  —  o. 

Stem.  —  Remarque  sur  les  sommes  de  diviseurs.  (327-328). 

Cette  remarque  se  rapporte  à  la  Communication  de  M.  Zeller  {Acta^  t.  IV, 
p.  l\ib  ). 

IVeber,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (329-4i6)« 

Cet  important  Mémoire  constitue  un  exposé  d'ensemble,  très  condensé  et 
très  clair,  de  la  théorie  de  la  transformation,  qui  aboutit  aux  applications  à  la 
théorie  des  nombres.  L'auteur  n'a  pas  craint  de  reprendre  les  choses  au  début; 
c'est-à-dire  à  la  définition  des  fonctions  S  de  Jacobi,  considérées  comme  des 
séries.  M.  Weber  rejette  en  effet  de  son  exposition  les  démonstrations  qui  re- 
posent sur  l'emploi  des  produits  infinis,  malgré  les  simplifications  qu'introduit 
parfois  la  considération  de  ces  produits. 

Il  fait  observer  à  cet  égard  que  les  démonstrations  fondées  sur  les  séries 
peuvent  s'étendre  aux  fonctions  B  à  plusieurs  variables,  et  qu'il  n'en  peut  être 
de  même  de  celles  qui  reposent  sur  les  produits  infinis. 

Voici  les  principales  subdivisions  de  son  Mémoire. 

Première  Section. 

I.  Les  fonctions  H  du  m'*""  ordre. 

2-3.  Les  fonctions  H  du  premier  et  du  second  ordre. 


5.  1       ilurnmtiun  linéaire: 


Detixirme  StetUm. 


I.  Lci  foncliiiPs  elliptiques. 

',  Le  inoduii:  et  l'inviirianl  (absolu)  rcgariKs  comme  variiibl»  indti pendant 

TroUième  Section. 

1.  Le  tbcordnic  d'addition. 

I.  MuliipIicaLiun  des  ronclions  elliptiques. 

I,  Ditiaiun  des  (iincliuna  elliptiques  par  a  et  les  puiaaïucus  de  i. 

.  Division  par  un  nombre  impair. 

!.  Division  des  périodes. 

I.  Le  f;roiipe  de  Galois  pt  les  facteurs  imUtuclil>1eA  de  t'équatiuii  de  diiisiu 

I.  Retour  à  l'équation  de  divisiiio  et  aux  i^uations  de  transformation. 

'.  Équations  de  transforma tloa  parlieulicrcs. 

I.  Deuxième  représentation  des  racines  des  lïqualions  de  transformation. 

'.  L'équation  des  intarianls. 

Quatrième  Section. 


I.  Sur  les  relaliunï  cnlrc  le)  invariants  de  classes  des  dilTérc 
).  Lemmes  du  la  théorie  des  fonctions  algébriques  (Dedckin 
I.  Partage  de  l'équation  de  classes  en  facteurs. 


ANNALES  DES  MINES  C). 

8'  série-  —  Tome  IX;  i"  semestre  i886. 


Thlri-  {A.).  —  Profil  des  cames  des faocarils.  {28a-3oo,  i  plaochc). 

Le  profd  habituettemcnt  adopté  pour  les  cames  est  celui  d'une  développante 
de  cercle.  Ce  profil,  auquel  on  avait  autrefois  donné  la  forme  circulaire,  parait 
avoir  été  recommandé  pour  la  première  fois  par  Bélidor.  C'est  du  reste  ce  que 
l'on  peut  conclure  d'un  Mémoire  de  Lcfruy  sur  les  macliines  à  pilons,  publié  en 
iHol  dans  le  Journal  des  flîiiei. 

Cette  règle,  reproduite  dans  les  principaux  Ouvrages  de  Mécanique  appliquée, 
devint  rapidement  classique,  et  le  tracé  en  développante  est  aujourd'hui  indiqué 
partout  pour  le  proUl  des  cames  des  bocards  (Poncelet,  Morin,  Bour,  Bcsal, 
Callon-Boutan,  Ad.  Lesoinne.  Kittînger,  Gactrclimann,  etc.). 

L'auteur  de  ce  .Mémoire  montre  que  ec  tracé  convient  aui  pilons  avec  fente 
en  fenêtre  pour  laisser   passer  la  came,  et  qu'il   est  très  défcctueui  pour  les 


(')  Voir  liultetiii,  1„  îi;.  II,,  loj,  IV„  m',.  VIT,.  S^,  VIII,.  118.  M„  i 
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pilons  ordinaires  munis  d'un  mentonnct  en  saillie.  Il  serait,  pour  ces  derniers, 
très  avantageusement  remplacé  par  le  profil  en  arc  de  cercle,  dont  le  fonc- 
tionnement est  plus  parfait  et  le  tracé  plus  facile. 

Enfin  la  développante  de  cercle  convient  aux  pilons  usités  en  Californie,  et 
dans  lesquels  la  came,  placée  de  côté  par  rapport  à  la  tige,  saisit  la  base  du 
manchon  monté  sur  la  tige. 

Villié  (E.).  —  Noie  sur  la  délimitation  théorique  de  la  zone  des 
aflaissements  dus  aux  travaux  de  mines.  (3oi-3i2,  i  planche). 

Une  couche  souterraine  repose  sur  un  massif  sur  lequel  elle  surplombe;  elle 
n'est  soumise  qu'à  l'action  de  son  poids  et  de  celui  des  couches  qu'elle  sup- 
porte, ce  poids  étant  d'ailleurs  suffisant  pour  amener  sa  rupture,  quelle  sera  la 
direction  de  la  ligne  de  rupture? 

Le  poids  qui  produit  la  rupture  étant  maximum  quand  le  plan  de  rupture 
passe  par  le  point  d'appui  de  la  couche,  c'est  par  ce  point  que  passera  le  plan 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Cela  posé,  il  y  a  lieu  de  traiter  la  question  dans  deux  cas  extrêmes  : 

i*"  La  couche  est  assez  peu  épaisse  pour  que,  quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  de  rupture  de  cette  couche,  on  puisse  regarder  la  force  qui  produit  la  rup- 
ture comme  constante  de  grandeur  et  de  position. 

2*  La  couche  n'est  surmontée  d'aucune  autre  et  se  rompt,  par  conséquent, 
sous  Faction  de  son  seul  poids. 

Il  est  juste  d'observer,  avec  l'auteur,  que  les  problèmes  qui  précèdent  ne 
sont  pas  la  reproduction  rigoureuse  de  ce  qui  se  passe  en  pratique. 

ftesal  (H.),  —  Sur  les  conditions  de  résistance  de  quelques  élé- 
ments des  portières  de  l'écluse  de  la  Monnaie.  (339-34^), 
I  planche). 

Ces  portières,  qui  sont  en  fer,  ont  été  construites  en  1802  et  i853  dans  les 
ateliers  de  M.  Cave,  mais  il  ne  parait  pas  que  l'on  ait  publié  à  ce  sujet  une 
étude  théorique  sur  les  équarrissages  des  différentes  pièces  qui  constituent  un 
vantail. 

La  présente  Notice  a  pour  objet  de  combler  cette  lacune,  au  moins  en  ce  qui 
concerne  la  déformation  et  la  résistance  des  entretoises  horizontales. 

Keller  (O.).  —  Conditions  théoriques  de  résistance  des  fonds 
plats  circulaires  des  appareils  à  vapeur.  (346-363,  i  planche). 

L'explosion  d'un  récipient  de  vapeur,  survenue  en  i883  dans  une  fabrique  de 
papier  à  Fontenay  (Loiret),  tout  en  n'occasionnant  que  des  dégâts  matériels, 
a  présenté  des  particularités  dignes  d'attention,  au  point  de  vue  de  la  résistance 
des  plateaux  en  fonte  formant  les  deux  extrémités  du  corps  cylindrique. 

L'étude  des  modifications  de  l'élasticité  exige  l'emploi  des  plus  hautes  spécu- 
lations des  théories  physiques  et  mathématiques.  Il  suffit  de  rappeler  que 
Lamé,  Clapeyron,  Poisson,  Cauchy,  Clcbsch  ont  appliqué  leurs  méditations  à 
ce  difficile  problème.  En  particulier,  dans  une  de  ses  additions  aux  Leçons  de 
Clebsch,  M.  Barré  de  Saint- Venant  a  établi  l'équation  de  la  nùche  /  que  prend 
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description  de  la  mélhode  de  fonçage  des  puits  de  mines  en  terrains  aquifères, 
imaginée  par  M.  Pœtsch,  et  décrite  dans  un  précédent  travail  de  M.  Lebrelon 
(voir  Bulletin,  XI,,  i23). 

Entre  autres  résultats,  ces  expériences  ont  montré  que  le  solide  congelé  prend 
la  forme  ellipsoïdale,  ce  qui  est  d'accord  avec  les  conclusions  de  M.  Potier  au 
sujet  des  surfaces  isothermes  autour  d'une  source  de  chaleur  rectiligne  dans  le 
cas  de  l'équilibre  mobile  de  température. 

Thiré  {A,),  —  Sur  la  théorie  du  plaDimètre  d'Amsler.  (i2i-i3i, 
I  planche). 

Les  Annales  des  Mines  ont  déjà  donné  (6*  série,  XIX,  1871;  8*  série,  I,  1882, 
et  III,  i883)  la  description  et  l'usage  du  planimétre  d'Amsler  et  ont  publié 
diverses  théories  de  cet  ingénieux  instrument.  L'auteur  s'est  proposé  d'en  pré- 
senter ici  une  théorie,  basée  sur  une  méthode  assez  simple,  et  qui  conduit  suc- 
cessivement à  quelques  propriétés  géométriques  du  planimétre. 

Pelletan.    —  Mémoire   sur  Textension  des   plaques   élastiques. 
(228-239,  I  planche). 

Simplifications  à  la  méthode  de  Clebsch,  exposée  dans  l'Ouvrage  de  ce 
géomètre,  Théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides,  traduction  de  M.  de  Saint- 
Venant,  i885. 

Tome  XII;  2*  semestre  1887. 
Marié  (G.).  —  Les  régulateurs  de  vitesse.  (193-266,  2  planches). 

En  1878,  l'auteur  avait  déjà  publié  une  étude  théorique  sur  les  régulateurs. 
Il  avait  montré  que  les  régulateurs  isochrones,  qui  rendent  de  grands  services 
dans  la  construction  des  petits  moteurs  donnant  le  mouvement  aux  appareils 
d'Astronomie,  ne  trouvaient  pas  leur  application  dans  les  machines  à  vapeur. 
Il  avait  en  outre  établi  les  principes  sur  lesquels  doit  reposer  la  construction 
des  régulateurs  de  vitesse,  de  pression,  de  température,  etc.  Mais  il  était  né- 
cessaire de  compléter  cette  étude  théorique  par  l'examen  détaillé  de  toutes  les 
précautions  à  prendre  pour  le  montage  des  régulateurs,  des  valves,  etc.,  d'après 
les  indications  de  la  pratique;  c'est  ce  qui  fait  l'objet  du  présent  Mémoire. 

Tomo  XIII;  i*'  semestre  1888. 

Le  C  hâte  lier  (II.).  —  Recherches  expérimentales  et  théoriques 
sur  les  équilibres  chimiques.  (157-382,  i5  figures)>. 

La  notion  de  la  réversibilité  a  vivement  contribué  à  étendre  la  portée  philo- 
sophique de  l'étude  des  phénomènes  physiques.  Par  exemple,  un  corps  flottant 
sur  un  liquide  prend  un  état  d'équilibre  qui  ne  dépend  pas  des  états  antérieurs 
par  lesquels  ce  système  est  passé.  Les  facteurs  de  cet  équilibre  sont  le  poids 
du  corps  flottant  et  la  densité  du  liquide.  Si  l'un  de  ces  facteurs,  le  poids  par 
exemple,  est  modifié,  une  déformation  se  produit  dans  le  système;  mais,  si  l'on 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2*  série,  t.  XIII.  (Décembre  1889.)  R.17 
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litë,  il  n'y  a  encore  que  deux  principes  dont  on  ait  fait  une  application  rigou- 
reuse à  la  Chimie  :  la  formule  des  tensions  de  vapeur  établie  par  Clapeyron  et 
complétée  par  Clausius 

trfT-f-A(V- V')rfP  =  o, 
et  la  formule  des  piles  établie  par  Helmholtz 

On  en  déduit,  pour  la  fonction  d'équilibre,  une  relation  de  la  forme 

dT       ^  dE  dP 

a,  ^,  Y  représentant  les  quantités  d'énergie  gagnées  par  le  système  sous  forme 
de  chaleur,  électricité  et  travail,  par  le  fait  d'une  déformation  virtuelle  com- 
patible avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  définie  par  l'équation  chimique  de  la 
réaction  considérée  et  effectuée  à  pression,  force  éleclromotrice  et  température 
constantes. 

On  remarquera  Tanalogie,  et  mieux  encore  l'identité  absolue  de  cette  for- 
mule avec  celle  que  donne,  en  Mécanique,  le  théorème  du  travail  virtuel  ap- 
pliqué à  un  système  déformable  dans  des  conditions  analogues  à  celles  qui  sont 
étudiées  ici. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  l'exposé  de  considérations  théoriques,  parmi  les- 
quelles on  signalera  les  conclusions  tirées  de  Tentropie  S  de  M.  Clausius  et  de 
la  fonction  caractéristique  H'  de  M.  Massieu,  définies  par  les  relations 

^^  H'  =  ST  -  U  -  APV  —  A'EI, 


m 


le  principe  de  Clausius  et  le  principe  de  Gibbs  (voir  Bulletin,  XI,,  i'*  Partie, 

p.  122  et  iSg.  Mémoire  de  M.  Duhem). 

Signalons  enfin,  entre  autres  résultats,  l'équation  caractéristique  des  courbes 

de  solubilité 

.  rfC         i     LdT 


C         AR     T 


a 


dont  la  discussion  rend  compte  des  formes  singulières  et  restées  inexpliquées 
de  ces  courbes. 

Dans  ces  relations,  A   désigne   l'équivalent  calorifique  du  travail    ou  j— r» 

PV 

R  la  quantité  -=-  '  ^  l'énergie  interne,  L  la  chaleur  latente  de  réaction  à  pres- 
sion et  température  constantes,  C  la  condensation,  i  une  constante  voisine  de  i, 
L'  la  chaleur  latente  de  réaction  à  volume  constant. 


Tome  XIV;  a"  semestre  1888. 

Bicour,  —  Les  prix  de  icvienl  sur  les  chemins  de  fer.  (i3i-i6i, 
a  planches). 


i(>6  SECONDE  PARTIE. 

Celte  étude  est  divisée  en  deux  Parties,  ayant  pour  objet  : 

1*  Les  relations  entre  le  prix  de  revient  de  Tunité  de  trafic,  la  fréquentation 
et  la  déclivité; 

2"  La  comparaison  des  prix  de  revient  de  la  traction  de  divers  réseaux  et 
l'influence  de  la  rampe  caractéristique. 

Pour  ces  diverses  notions,  il  y  a  lieu  de  rappeler  les  précédents  exposés  de 
l'auteur,  soit  dans  le  même  Recueil  (a'  semestre  1887),  soit  dans  les  Annales 
des  Ponts  et  Chaussées  (même  semestre)  où  s'est  engagée  une  intéressante 
discussion  avec  M.  Noblemaire. 

Râteau  {A,),  —  Étude  sur  les  appareils  Piccard  pour  la  vapori- 
sation des  dissolutions  salées  et  sur  l'emploi  du  travail  pour 
obtenir  de  la  clialeur.  (3-7-463,  5  planches). 

Le  procédé  d'évaporation  économique  par  compression  de  la  vapeur  a  été 
indique  depuis  assez  longtemps  déjà  par  Péclet  (1860)  qui  en  attribue  la  dé- 
couverte à  Pelletan  avant  i84o.  En  1876,  M.  Piccard  imagina  de  chaufler  la 
saumure  sous  pression,  de  façon  qu'elle  ne  s'évaporât  pas,  puis  de  la  porter 
brusquement  dans  une  enceinte  à  pression  plus  basse,  où,  Pébullition  se  pro- 
duisant instantanément  et  uniformément  dans  toute  la  masse,  le  sel  se  formerait 
au  sein  même  du  liquide  et  se  déposerait  ensuite  au  fond  du  vase  sans  venir 
s'attacher  aux  parois. 

Lorsque  la  dissoliition  saline  est  en  cbullilion,  le  sel  se  forme  à  Télat  de 
tout  petits  cubes  :  c'est  du  sel  fin;  tandis  que,  si  la  dissolution  s'évapore  tran- 
quillement, en  présence  d'une  atmosphère  gazeuse,  comme  dans  les  poêles  or- 
dinaires des  salines  à  feu,  le  sel  se  forme  à  la  surface  du  liquide  et  s'y  main- 
tient par  capillarité  jusqu'à  ce  que  son  poids  soit  devenu  suffisant  pour  l'entraîner 
au  fond;  il  se  prcsonle  alors  à  l'élat  de  Ircmics  :  c'est  du  sel  gros.  De  là  résul- 
tent les  deux  sortes  d'appareils  Piccard,  à  sel  fin  cl  à  sel  gros. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  l'élude  des  conditions  d'établissement  et  do 
fonctionnement  de  ces  deux  sortes  d'appareils. 

Resal  {IL).  —  Sur  la  résistance  des  fonds  plais  circulaires  des 
appareils  à  vapeur.  (53o-536). 

Le  calcul  de  l'épaisseur  des  fonds  plats  circulaires,  quand  il  est  basé  exclusi- 
vement sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité,  présente  des  difficultés 
telles  que  jusqu'ici  elles  n'ont  pu  être  surmontées. 

Aussi  Lamé,  (jui  s'est  beaucoup  occupe  de  la  question,  s'esl-il  trouvé  réduit 
à  avoir  recours  à  une  induction  théorique  qui  l'a  conduit  à  la  formule 

e'  r=  ^/r7, 

où  c'y  W  représentent  l'épaisseur  et  le  rayon  du  fond  et  e  l'épaisseur  du  corps 
cylindri(|ue. 

L'induction  de  Lamé,  quoique  très  ingénieuse,  soulève  une  objection,  en  re 
sens  qu'elle  ne  fait  pas  intervenir  le  mode  d'ajustage  du  fond  et  du  corjiscvliti- 
dri(|ue. 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  cette  Note,  de   traiter  la    (jneslion    en    ))oussanl 
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aussi  loin  que  possible  la  théorie  mathémalique  de  l'élasticité,  puis,  à  l'exemple 
de  Saint-Venant,  et  en  vue  d'arriver  à  une  solution,  en  faisant  intervenir  les 
hypothèses  de  la  résistance  des  matériaux. 
Il  se  trouve  ainsi  amené  à  la  formule 

c'  =  0,791  t/Ri. 

H.  B. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  Franck  (i). 

Tome  XV,  1887. 

Callandreau,  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  série 
par  la  formule  de  Maclaurin,  dans  le  cas  d'une  variable  réelle. 
(23-33). 

Si,  dans  un  intervalle  fini,  pour  o^.x'la  la  fonction /(jr)  est  représentée  par 
la  série  de  Maclaurin,  elle  continuera  à  être  représentée  par  la  même  série 
tant  que  les  dérivées  successives /<")( a?)  seront  continues  et  que  la  série  de 
Maclaurin  sera  convergente. 

Deniartres,  —  Sur  la  courbure  totale  des  surfaces.  (34-35). 

Si  l'on  considère  sur  une  surface  deux  déplacements  infiniment  petits  effec- 
tués à  partir  d'un  môme  point  suivant  deux  directions  conjuguées,  le  produit 
des  deux /lexions  correspondantes  par  rapport  à  un  même  plan  de  référence 
est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  des  rayons  de  courbure  principaux. 
Voici  comment  M.  Demartres  définit  la  flexion.  Si  sur  une  surface  on  par- 
court un  élément  linéaire  ds,  on  s'éloigne  d'une  quantité  dh  d'un  plan  de  réfé- 
rence faisant  l'angle  6  avec  le  plan  tangent;  en  même  temps  la  trace  du  plan 
tangent  sur  le  plan  de  référence  tourne  de  di\  la  flexion  de  l'élément  ds  est  le 

rapport 

I      dh 

sin*0  d-zt 

Jamet.  —  Sur  le  rapportanharmonique  d'une  courbe  du  troisième 
ordre.  (35-38). 

Salmon  a  prouvé  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  qu'on 
peut  mener  à  une  courbe  du  troisième  ordre  par  un  de  ses  points  est  constant. 
M.  Jamet  rattache  ce  fait  à  la  constance  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
solutions  d'une  équation  de  Hiccati. 

Laisant,  —  Des  rayons  de    courbure   dans  les   transformations 
isogonales.  (39-41). 


(')  Voir  Bulletin,  \II„  p.    '42. 
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ï=/(\)  +  //.(X) 

lL'9r»DCt>.l 

«nglf..  Si 

l  lies  fonctions  aimlyUqur*, 

6  ilt^iiRnaiit  t'iiiclitiRiiHin  dr  lu  Uijgcntc  i  It  euurtie  (  X  ). 

Re  Ih  nn  dMuit,  cnlrn  uutri-s  uonHi>queni;oB,  qur,  si  les  rentres  île  c-riiirbiirr 
d'une  arv'it  île  cuiirbcis  pulsmil  pir  un  puinl  (\)  sont  ilislribucis  sur  uuc  <»• 
niquf,  t04  venlrcs  dr  cnurburtr  i1«s  cuurbrs  traDsrormécs  |]assiinl  par  Ir  p'unt  1 
sunt  Hu«si  (lislriburfs  sur  une  iriiiiir|iie. 

Laisant.  —  Démonstralion  nouvelle  du  lliéorèmc  rondaini-nisl 
de  la  Lhéoric  des  équations.  (4s'J4)- 

IVp.u.  —  Système  articulé  pour  tracer  la  courbe  symétrique  par 
nippon  à  un  axe  d'une  courbe  doniit^e.  (44~'j3)> 

Peniii.  —  Sur  lesyslènJB  de  quatre  formes  binaires  ainvultanécs 
(deux  linéaires  et  deux  quadratiques).  (45-6i). 

L'objet  lie  rr  travail  rsl  ilVtnhlir  il'iinc  nianiérr  ciimplélc  Ip»  rflalions  iih 
3_yzygiet  qui  existent  entre  les  invariante  du  systiime  de  quatre  formes  binaires 
siinu  lia  lices,  savoir  deux  linéaire''  et  deux  quadratiques.  Ce  système  ])<>ssi'dr 
i3  invariants  distinels.  reliés  par  !<i  s^rygies  indépendantes,  dont  riiacuiir 
peut  être  tianspiirtri-  dans  le  iloiiiiiine  ternaire. 

Pellel.    —    MtJinolre   mit   la    llii'oric   algébrique    des    équations. 
(<i,-...3). 

générales  dr:  ta  ttiéorîc  des  i-quatiuns   iil|;ébri([Ues.   Il   applique  ensuite  ^a  uié- 


ons  planes  non  isogonales.  (loiî- 


Laisant.  —  Sur  hs  trati^l'oi 

,06). 

Gotirsat.  —  Note  sur  les  intégrales  pseudo-elliptiques.  {106-1  ao). 

L'auteur  étahlil  d'jbiird   par    une  inélhudc   nnuvelle  un  résultat  déjà  ubteuit 
par  M.  ttjlVy  : 


l'intégrale 
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«Soitl^,  y- ^  I  une  substilulion  de  périotle  >  permutant  deux  ù  <lcux  les 

racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  l\{t)  —  o,  et  soit  K(/)  une  fonction 
rationnelle  telle  que  l'on  ait  identiquement 

K04.F(-j^---j^,-j  =  o; 

J  v^H(/) 

est  une  intégrale  pseudo-elliptique.  » 

M.  Goursat  montre  ensuite  que  si  S,,  S,,  S,  sont  les  trois  Huli<ititulif)nH  li- 
néaires de  période  3  qui  permutent  deux  à  deux  les  quatre  racines  de  H(/)  et 
si  K(0  désigne  une  fonction  rationnelle  vérifiant  l'identité 

F(0-t-F(S,)4-F(SJ-4-F(S,)  -:o, 
où  F(S)  signifie  F(-      -         J,  l'intégrale 


/■ 


K(0  -f'I--- 

est  encore  pseudo-elliptique. 

Si  les  quatre  racines  sont  quelconques,  il  n'existe  pas  d'aulreH  tuli<«liluhon« 
que  les  trois  précédentes  qui  permutent  ces  racines.  Main,  pour  rfMiulnt's  formes 
spéciales  de  R(^),  il  existe  d'autres  substitutions  dr  ('rlt(M*|pri'(!,  auxtiurllrs  sr 
rattachent  des  intégrales  pseudo-elliptiques. 

S'il  existe  une  substitution  (S)  laissant  invariable  um*  drs  racinri  ri    prr 
mutant  les  trois  autres  circulairement,  (S)  sera   iirresHMinMiirnl  dr  |)éiiiidi*  S. 
Soit  maintenant  F(/)  vérifiant  l'identité   F(S)       rV{t)^u{\  t*      i;  \'\\\\%*^vw\v 


A 


(t)   •      . 


pourra   s'exprimer  en   termes  Huis.    A   «e  van  de  n'dtirliou   nt*  rtilltitlM',  tnlic 
autres,  l'inté^iralc  pseudo-elliptique  d«*  I^K^iidr»'  l'I  (Jiiu«f-n 

ti// 

(t*    y    Hf^t*        I 


./■ 


Dans  le  cas  considéré,  on  fM;til  rdiwut'f  \t'%  qtiiidf  i>imim'«  iiii»  vnImim  v,  i, 
2.  2'.  Les  «ab^titutions  linéaires  qui  p«'MfMil«'nl  #«•«  qiialir  im«Iim'»  loiriifiil  un 
groupe  de  douze  «ut/stitutions  *s,  ivmiorpbi'i  «iii  «lotipr  foilii<^  pui  lr«ii;lMlfoii« 
qui  font  re%'enir  ^ur  lui-rfiém'*  un  f<li#i<-dif'  r*  nuttt  i  t  Kb'ln^ 

Si  l'on  prend  un^  f'/fcfion  r^tionn'lb'  IW// !',iiMaf*ii«iiMl  nu»  «Inu  ffUlM^M 

Il  11 


:', 


•^^élaot  le  r/iultipli'^t/rwr  *^ttft^[HtU'\âU\  it  *),    l'iiif/i^Mb 


/ 


e*l  uo*  irji»;yr«>  yi^'è'\'t  »\\i\tU*yi* 


ndcR(t)  peruiulc  1rs  dcui 
ira  types  d'intégrales  réducUblcs 

Les  substitutiuni  de  pt^rjudc  ^  ne  fourniaKnt  pas  d'ialé^slM  pMado-ellî^  fl 

Inglin.  —  Tlii;oif!irii'  sur  les  déltTiiiinaiils.  (lao-i-^y). 
cmartres.  —  Sur  un  point  delà  lliéoric  des  surfaces.  (129-1 33). 

L'auteor  éublit  ilivorscâ  cupresi  !  la  flexion  (vnlr  plus  haul  la  défini- 
>n  de  cet  élément  )  qui,  pour  n..  ,Ji„..  particulier  du  plan  de  rêfcrcnct,  se 
juïl  il  la  torsion  géodésiquu,  iotroduile  par  M.  Bertrand  dans  la  Ihéurïe  des 
urfaccs. 

Ocagne.  —  Sur  une  source  d'îdentiiés.  (i33-i43). 

l'on  représcaie  pBr/[n)  une  fonction  quelcnnqni^  de  l'entier  n  ri  que  l'an 


/(»).  /(.) 
/.(»)=  /,(') 


;ïpriin«r/i„<»)  co  lonctfoii  de/lO./C) /(n).  I 

/.„(»)  =  c'„,_,/(i)  +  c;,./(.)*...+c;/(,). 


Chaque  fois  que,  pour  une  fooclion/(«; 
ilculcr /(+,(«),  cette  formule  donnera  u 

1,  on  pour 
ne  idenlil 

ra,  par  un   autre  procedF. 
é.  L'auteur  fait  connaître 

n  grand  nombre  de  res  identités.  Prcnai 

Jl,  par  ex. 

emple,/(n)-n^c;,  il 

D'Ocagne.  —  Intégration  (rime  suite  récurrente  c]ui  se  présenlc 
daus  une  question  de  probabilité.  (i43-i44)- 


Étant  donnés  A-  évént 

rmcnls  égalcn 

lent  probables  ct/>  épreuves  coasécutii 

quelle  e«t  la  probabilili 

;  X(/>)qu'u> 

1  événement  désigné  se  produise  au  me 

deux  fuis  de  suite  dans 

t'ensemble  di 

:s/.  épreuves? 

U.  Weill.qui  a  posé. 

ce  problème. 

a  montré  que  \(p)  est  donné  par  la  1 

mule  récurrente 

X(/<)  = 

''^mp- 

.)*î^\(;.-.).p- 
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.M.  d'Ocagne  donne  cette  expression  explicite  de  X(/7) 


[k=o  X  =  o 

ColUgnon.  —  Une  méthode  graphique  de  quadrature.  (i45-i46). 


L'auteur  applique  à  l'évaluation  des  aires  le  procédé  connu  de  construction 
du  centre  de  gravité  d'un  système  de  points;-  il  détermine  ainsi  l'ordonnée 
moyenne  qui,  multipliée  par  la  base  du  trapèze  mixtilignc,  fait  connaître  l'aire 
cherchée. 

Fouret,  —  Remarque  sur  certains  déterminants  numériques.  (i46- 
•47). 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  provenant  des  sé- 
ries hypergéométriques  de  deux  variables.  (1 48-1  Sa). 

M.  Picard  a  montré  que  les  intégrales 

où  g  et  /i  désignent  deux  des  cinq  quantités  o,  i^  x,  y^cc,  satisfont  à  un  sys- 
tème S  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  ayant  trois  solutions 
communes  indépendantes. 
Soient  o>„  <>>,,  co,  ces  trois  solutions;  les  équations 

0),  U) 

—  =  a,         ~  =  V 

h>  (1) 

J  1 

donnent  pour  x  cl  y  des  fonctions  uniformes  de  Uj  v  quand  X  -H 6,  —  i  et  les 
expressions  analogues,  ainsi  que  2  —  X  —  b^  —  b^  et  ses  analogues,  sont  les  in- 
verses de  nombres  entiers. 
L'auteur  a  fait  voir  {Annales  de  l'École  Normale^  i885)  que  le  cas  de 

donnait  le  premier  exemple  d*un  groupe  hyperfuchsien  dans  lequel  le  domaine 
ou  polyèdre  fondamental  est  tout  entier  à  l'intérieur  de  l'hypcrsphcre  limite. 
Deux  autres  exemples  du  même  fait  sont  fournis  par  les  systèmes 

Dans  un  troisième  exemple, 

le  polyèdre  fondamental  a  un  certain  nombre  de  points  communs  avec  la  sur- 
face de  Thypersphère. 


les  (oncliant  lijjirM 
forme;  tcrnaii-E  noii 
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.  'il     IM  .ml  II  rtnlili  igu'i  toal  sjnl 

III'-  "H  pïul  iiSDfict  aac  forme  qnadntiiiue  l«- 

-,  qui  ne  rhinçc  pu  lon<]u'i>n  elfcïlup  »ui  Ir, 

■  Il     il  I  ^'">ii/t«  tlu  «yiti-rne  S.  P«rini  1h  («■  qoi  donocnt 

"L'iinc',  )  en  i-t-il  d*ns  (««qneli  le  diKTiminaal  df  U 

T  M.  l'icardciKconinie  rKcmpfelc  ca>  de 

•(.  =  H  =  6,  =  *,=  ,. 


Alun  l'uDf  d»  inUgruI»  d'il  sysU^mc  S  k  n'dnii  à  u 
en  quesljoa  t 

wmel«,-li -/)-.*(-.!- 
Ln  iqiuUoM 


r  coBOnnlc  ri  h  [urinr 


.,-(,-«.,*/.. 


(luaDcronl  puur  x  ct^-  Iruoime  \e  mnnltv  la  rnatidéralion  det  tobitltutlopi 
fundxnenlalM  du  groupv  du  »yit«iDP  S)  du  foncUoDi  dniiMenitiit  périwlJrfuH 
k^pur^mcnt  par  rapport  é  rhuruTiR  da  «srialilB  u  et  v.  Aînii,  daai  M  m*  de 
déf  énârcBunce  du  fonirtinnji  byprrruf  h«i«Dne»,  l'icnpMina  ds  Vi^uations  pr^r^- 
dcntci  se  nméne  1  dts  runclion»  M  d'une  seule  variiblc. 

l'icard.  —  KeinnnfU»  sur  les  groupes  liaéitin»  d'ordre  Gnî  à  trois 
variables.  (iSa-ifiti). 

ËUnt  dnnnë  un  groupe  linéaire  d'ordre  (iui  j  ileui  variitli1i-v  il-ml  uni'  ml) 
•litution  II ur  1^11111)11»  iwra  rcpr<iienlËe  |>iir 

A  xx^  -  It  xy,  -r  ii.x^y  -r-  C  _f.i-,. 

(  \  cl  C.  l'ianl  m"ls,  Il  cl  B„  ainsi  que  x,  x^  cl  y.  _v.  oUnl  reipcclivemcnl  df* 
iiiiiiKiiiiiiros  l'iinjURUCCï)  r|ui  se  (ransformc  ta  cllc-iii^me  quand  un  elTcclue  sut 
,('  L'I  y  les  nubstiluliuiis  dit  groupe,  en  cITcrtuaDI  surx^.y,  la  sulistilutioii 


diiiil  li">  enrlIiriLNils  siiiil  reapcclivcment  conjugues  do  ceux  de  la  prcmiéiy.  La 
iiii^nic  ri'iiian|iic  -•'étend  aun  groupes  d'ordre  fini  1  imis  variables.  Il  eiïste  une 
f'iniii'  i)«iidriitii|iip  Irrnairc  à  indélerminées  conjuguées  qui  se  tranîfornic  en 
rlli--mi'me  quanri  on  cITccluc  sur  les  variables  les  subslilulions  d'un  groupe 
d'c.rdn-  liiii.  Il  n'y  a  cicepliun  que  pour  un  seul   lypf  de  groupe,   dani    lequel 

irOvuf-Ui-.  -  Sur  imc  notalion  utile  en  Algèlire  cl  en  Analyse. 

(,:.(;-. .-.S). 

f'.„i\nlh«.  —  Ii\|iostlion  d'une  mélliodc  de  M.  C.asparv  pour  l'é- 
liidr  ries  iMiiirbes -aiiclio.  (i58-ifi()). 
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Carvalho.  —  Note  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et 
par  Lamé  pour  le  (lux  de  chaleur  dans  les  solides  non  isotropes. 

(167-173). 

Duhamel  a  obtenu  pour  l'expression  du  flux  do  chaleur  dans  les  solides  cris- 
tallisés une  expression  qui  contient  six  coefficients.  Lamé,  partant  d'une  hypo- 
thèse plus  générale,  obtient  pour  ce  flux  une  expression  à  neuf  coefficients. 
M.  Carvalho  montre  que  ces  neuf  coefficients  de  Lamé  doivent  se  réduire  à 
six,  comme  dans  la  théorie  de  Duhamel,  et  que  cette  complication  ne  provient 
que  d'une  imperfection  d'analyse. 

Lerc/i.  —  Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  fondamentale 
de  rintégrale  eulérîenne  de  première  espèce.  (173-178). 

De  Prestes.  —  Démonstration  de  la  loi  d'inertie  des  formes  qua- 
dratiques. (1 79-1 81). 

Tissot.  —  Lettre  à  propos  d'une  Note  insérée  au  Bulletin.  (181). 

André {D,),  — Théorème  sur  les  formes  quadratiques.  (188-192). 

Etant  donnée  une  forme  quadratique  à  n  variables,  somme  des  carrés  de 
p  fonctions  linéaires,  si  l'on  considère  d'une  part  le  système  des  n  équations 
linéaires  et  homogènes  à  n  inconnues  qu'on  obtient  en  annulant  les  dérivées  par- 
tielles de  la  forme,  d'autre  part  le  système  des  p  équations  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  les  p  formes  linéaires,  ces  deux  systèmes  d'équations  sont  équiva- 
lents. 

De  ce  théorème  on  peut  tirer  de  nombreux  corollaires  dont  voici  les  plus  in- 
téressants : 

1"  Le  déterminant  principal  des  dérivées  d'une  forme  quadratique  est  d'un 
ordre  égal  au  nombre  des  carrés  indépendants  dans  lesquels  on  peut  décom- 
poser cette  forme. 

a*»  Pour  qu'une  forme  quadratique  F  se  réduise  à  la  somme  de/? carrés,  il  faut 
et  il  suffit  que,  dans  les  dérivées  partielles  de  F,  le  déterminant  principal  soit 
d'un  ordre  égal  à  p, 

AngUn,  —  Sur  le  coefficient  du  terme  général  dans  certains  dé- 
veloppements. (192-198). 

taisant,  —  Théorèmes  de  Trigonométrie.  (198-202). 
Poincaré,  —  Sur  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géométrie. 

(203-2l6). 

Enoncer  toutes  les  hypothèses  nécessaires  en   géométrie  à  deux  dimensions, 
cl  n'énoncer  que  celles-là,  tel  est  le  problème  que  se  po.>iC  M.  Poincaré. 
On  connaît  déjà  trois  Réométries  à  deux  dimensions  :  r  la  géométrie  cucii- 
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dîenne,  où  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  droits;  2*  la 
géométrie  de  Riemann,  où  cette  somme  est  plus  grande  que  deux  droits;  3*  la 
géométrie  de  Lobatchevski,  où  elle  est  plus  petite  que  deux  droits.  Ces  trois 
géométries  reposent  sur  les  mêmes  hypothèses  fondamentales,  si  l'on  excepte  le 
postulatum  d'Euclide,  que  la  première  admet  et  que  les  deux  autres  rejettent. 
M.  Poincaré  généralise  cette  interprétation  en  considérant  une  surface  du  se- 
cond ordre  quelconque;  il  convient  d'appeler  droites  les  sections  planes  dia- 
métrales de  cette  surface,  et  circonférences  les  sections  planes  non  diamétrales. 
Après  avoir  défini  ce  que  l'on  doit  entendre  par  l'angle  de  deux  droites  qui  se 
coupent  et  par  la  longueur  d'un  segment  de  droite,  il  montre  qu'il  y  a  plu- 
sieurs sortes  de  géométries  quadratiques,  car  il  y  a  plusieurs  sortes  de  qua- 
driques  : 

I**  Si  la  surface  fondamentale  est  un  ellipsoïde,  la  géométrie  quadratique  ne 
diflFèrc  pas  de  celle  de  Riemann. 

•A"  Si  la  surface  fondamentale  est  un  hypcrboloïde  à  deux  nappes,  la  géométrie 
quadratique  ne  diffère  pas  de  celle  de  Lobatchevski. 

3<*  Si  la  surface  fondamentale  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on  a  une 
troisième  géométrie  quadratique,  non  encore  signalée  et  qui  comporte  diverses 
conséquences  dont  la  nature  paradoxale  a  dû  la  dérober  à  l'attention  des  géo- 
mètres. 

La  géométrie  d'Euclidc  correspond  au  cas  limite  où  la  surface  fondamen- 
tale dégénère  en  paraboloïde  elliptique. 

Quelles  sont  donc  les  hypothèses  communes  à  toutes  les  géométries  quadni- 
tiqucs?  11  y  en  a  deux  qui  sont  nécessaires  : 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions; 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée  par'trois  con- 
ditions. 

Ces  deux  premières  hypothèses  laissent  le  choix  cnlrc  les  diverses  géomé- 
tries quadratiques  et  deux  autres  géométries  qui  se  trouveront  exclues  par 
une  troisième  hypothèse  : 

C.  Quand  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  que  deux  de  ses  points 
restent  immobiles,  la  figure  tout  entière  reste  inimobile. 

On  n'a  plus  alors  à  choisir  qu'entre  les  diverses  géométries  quadrali(iucs. 
Toutes  se  trouveront  écartées,  à  l'exception  de  la  gcomèlrie  euclidienne, si  Ton 
introduit  le  postulat  d'Kuclide. 

Maintenant  ces  hypothèses  sont-elles  des  faits  expérimentaux,  des  jugements 
analytiques,  ou  des  jugements  synthétiques  a  priori?  M.  Poincaré  répond  né- 
gativement à  ces  trois  (jucstions.  II  montre  que  la  Géométrie  n'est  autre  chose 
que  l'étude  d'un  groupe,  et  en  ce  sens  la  vérité  de  la  géométrie  d'Kuclidc  n'est 
pas  incompatible  avec  celle  de  la  géométrie  de  Lobatchevski,  puisque  l'exisiencc 
d'un  groupe  n'est  pas  incompatible  avec  celle  d'un  autre  groupe.  Le  groupe 
choisi  dans  la  géométrie  euclidienne  est  seulement  plus  conimodc. 

De  Pieslcs,  —  Développement  en  piocltiit  des  fonetions  B  et  11  de 
Jacol^i,  et  reclierehc  des  valeurs  de  ees  fonetions  quand  les  |)é- 
riodes  sont  divisées  [)aiMin  nombre  entier.  (•>.  i()-'.>2>.  V 
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Casopis  pro  pestovani  matiiematiky  a  fysikv,  ktery  se  zvlaslnim  zrelelem 
k  studujicim  rcdiguie  Ed.  Weyr,  Rocnik  XI.  V.  Praze  1881-82  (>). 

Bolzano  (Bernard),  —  Démonstration  purement  analytique  de 
ce  théorème,  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  d'une  équa- 
tion entre  deux  valeurs  de  la  variable,  auxquelles  correspondent 
des  résultats  de  signes  contraires,  par  B.  Bolzano,  Mémoires 
de  la  Société  royale  bohème  des  Sciences  y  t.  V,  Prague,  181^. 
Traduit  par  le  D*"  7^.-7.  Studnicka.  (i-38). 

C'est  à  Toccasion  du  centenaire  de  la  naissance  de  Bolzano  qu'a  été  faite  la 
traduction  de  ce  Mémoire,  déjà  analysé  par  M.  O.  Stolz  dans  son  article  B. 
Bolzano's  Bedeutung  in  der  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung.  {Math. 
Annalen,  t.  XVIII,  p.  255.) 

En  renvoyant,  pour  plus  de  détails,  à  celte  analyse,  je  me  borne  à  transcrire 
l'aperçu  suivant,  donné  par  Bolzano^  p.  31  du  Mémoire  original,  sur  sa  méthode 
de  démonstration. 

«  La  vérité  qu'il  s'agit  de  démontrer,  à  savoir  qu'il  y  a  toujours,  entre  deux 

valeurs  a  et  ^  donnant  des  résultats  de  signes  contraires,  au  moins  une  racine 

réelle,  repose  évidemment  sur  cette  vérité  plus  générale  que  voici  :  Étant 

données  deux  fonctions  continues  de  Xy /{x)  et  ^{x)y  telles  que,  pour  j;  =  2, 

on  ait 

/(a)<9(a), 

et,  pour  a;  =  û, 

il  existe  toujours  entre  a  et  ^  une  valeur  de  x  telle  qu'on  ait 

/{x)  =  9(a:). 

En  effet,  comme /(a)  <  !p(a),  on  a,  diaprés  la  loi  de  la  continuité, 

en  supposant  seulement  *  assez  petit.  La  propriété  d*étre  plus  petite  appartient 
donc  à  la  fonction  /(a^-t)  de  *  pour  toutes  les  valeurs  de  i  plus  petites 
qu'une  certaine  valeur.  Cependant  cette  propriété  ne  lui  appartient  pas  pour 
toutes  les  valeurs  de  1,  sans  restriction;  notamment  pas  pour  un  1  qui  serait 
égal  à  ?  —  «,  puisque  déjà  /(?)>?(?)•  Or,  le  théorème  suivant  a  lieu  : 
«  Toutes  les  fois  qu'une  certaine  propriété  M  appartient  à  toutes  les  valeurs 
»  d'une  quantité  variable  t  plus  petites  qu'une  valeur  donnée,  sans  appartenir  à 
n  toutes  les  valeurs  de  /,  il  existe  toujours  une  valeur  m  qui  est  la  plus  grande 
»  de  celles  dont  on  puisse  dire  que  tous  les  i  qui  sont  <m  possèdent  la  propriété 


(•)  Journal  de  Mathématiques  et  de  Physique,  rédigé  en   vue  spéciale  des 
étudiants,   par  Ed.  Weyr,  année  \I.  Prague  1881-82.  (Voir  Bulletin,  X,,  p.  '|0.) 
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»  M.  »  Pour  cette  valeur  de  i  on  ne  pent  pas  aroir 

/(a-4-a)<9(a-«-a); 

car  on  aurait  alors,  d'après  la  loi  de  la  continuité, 

/(a-4-a-h»)<ç(a-*-ii-4-«), 

en  prenant  seulement  <»  assez  petit.  Et  par  cela  il  ne  serait  pas  Trai  que  u  est 

le  maximum  des  valeurs  desquelles  on  peut  dire  que  pour  tout  t  qui  est  plus 

petit  on  ait 

/(a  +  i)<9(a-«-i); 

puisque  li-hti»  serait  une  râleur  plus  grande  pour  laquelle  cette  assertion  aurait 
lieu.  On  ne  peut  pas  avoir  non  plus 

/(a-hu)>ç(a-hii); 

puisqu'on  aurait  alors  aussi 

/(an-  ii-4-»)>  7(a-H  M -+-»), 

Cl»  étant  pris  assez  petit  ;  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on  a 

/(a+i)<9(a^i) 

pour  tous  les  i  qui  sont  <  u.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

/(a  +  «)  =  9(a-ha); 

c'est-à-dire  qu'il  existe  entre  a  et  p  une  valeur  â?,  àsavoir  a  +  u,  telle  que  /{x) 
soit  égal  à  f  (x).  Il  ne  s'agit  maintenant  que  de  démontrer  le  théorème  énoncé 
plus  haut.  On  parvient  à  cette  démonstration  en  faisant  voir  que  les  valeurs  de 

ij  telles  que  pour  toutes  valeurs  plus  petites  la  propriété  M  ait  lieu,  peuvent 
être  rapprochées  des  valeurs  de  i  pour  lesquelles  cette  assertion  ne  vaut  point 
autant  qu'on  le  veut;  d'où  il  suit^  pour  quiconque  possède  une  idée  exacte  de 
la  notion  de  quantité^  que  Tidée  d'une  quantité  i  maxima  de  toutes  celles  des- 
quelles il  y  a  lieu  de  dire  qu'à  toutes  les  valeurs  plus  petites  convient  la  pro- 
priété M  est  l'idée  d'une  quantité  réelle,  c'est-à-dire  d'une  quantité  véritable,  » 

Weyr  (Ed.),  —  Sur  un  théorème  sur  les  nombres.  (39-47). 

Il  s'agit  de  la  généralisation  du  théorème  de  Fermât,  énoncée  par  Serret  dans 
les  Annales  de  Terquem,  p.  261,  i855,  à  savoir  que, 


m 


Vr.^^'.^-,...^ 


étant  un  nombre  quelconque,  où  q^j  q,,  ...,  q„  désignent  des  nombres  pre- 
miers distincts,  le  nombre 


est  divisible  par  v,  quel  que  soit  le  nombre  p.  L'auteur  donne  une  démonstra- 
tion de  ce  théorème,  dont  voici  le  principe  : 
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1.  rt  et  V  étant  deux  entiers  quelconques,  prenons  M  —  a'*—i  pour  module 
des  congruenccs  que  nous  allons  considérer.  Soit  a:  un  entier  quelconque  et 
formons  la  suite 

on  aura  évidemment 

ce  qui  permet  de  ne  considérer  que  les  v  premiers  termes  de  la  suite.  Si  les 
nombres 

(i)  Xy    XGy    xa}^     ...,    xa"*-* 

sont  tous  incongrus,  Tauteur   appelle  x  un  nombre  d'ordre  v,  et  il   cherche 
combien  il  y  a  de  nombres  d'ordre  v^  et  incongrus  mod  M. 

Pour  cela,  il  remarque  d'abord  que  le  nombre  cherché  N  est  un  multiple 
de  V.  En  effet  x  étant  d'ordre  v,  tous  les  nombres  (i)  sont  d'ordre  v  et  distincts, 
mod  M,  puisque  a  et  M  sont  premiers  entre  eux;  de  plus  y  étant  un  autre 
nombre  d'ordre  v,  tous  les  nombres 

y,    y  a,    y  a',     ...,    ya^' 
sont  du  même  ordre,  distincts  entre  eux  et  distincts  des  nombres  (i),  etc. 

2.  Le  nombre  x  n'étant  pas  d'ordre  v,  on  aura 

xas—  xa**,        ^  < /*  <  V, 
d'où 

iTrtf^-*-*—  xa"^^  X. 

Soit  donc  simplement  xaf  le  premier  terme  de  la  suite  (i)  qui  est  congru  à 
x;  nous  dirons  que  x  est  d'ordre  g,  et  Ton  voit  facilement  que  l'ordre  d'un 
nombre  quelconque  divise  v. 

3.  Le  nombre  des  solutions  de  la  congruencc  xaf^  Xj  où  g  désigne  un  divi- 
seur du  nombre  v,  est  a^ — i.  En  effet,  la  congruencc  proposée 

x{af—i)=o        (mod  M) 
peut  être  remplacée  par  celle-ci 

X  —  n    (  mod  M,  ),        M,  = » 

ce  qui  donne  les  solutions 

o.     M,,     2M„     ....     (a?— 2)  M,, 

toutes  distinctes,  modiM. 

4.  Les  nombres  g  et  A-  étant  deux  diviseurs  de  v,  on  trouve  facilement  que  le 
nombre  des  solutions  communes  des  congruenccs 

xa^--zx,        xa^—-x        (mod  M) 

rst  o''—  i,  d  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  g  et  h. 
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De  même  le  nombre  des  solutions  commahes  des  congraences 
xaM^Xf       xàf'^Xy       xa^^x       (modH), 

où  g^  hf  k  désignent  des  dirisears  de  v,  est  o^'^i,  <^  étant  le  plus  grand 
comman  diriseor  des  nombres  g^  h,  k. 

5.  Soit  maintenant  ^^p'-y  p  étant  un  nombre  premier.  Les  nombres  o,  i^ 
2, . . . ,  M  —  I  ont  pour  ordre  ou  i,  ou  p^  ou  p*,  . . .,  ou  enfin  v. 
Ceux  qui  ne  sont  pas  d'ordre  v  satisfont  donc  à  la  congruence 

xar^^^x        (modM) 

V 

qui  possède  af*~*  — i  solutions.  Il  y  a  donc  N  =  a* — aP  nombres  d'ordre  v,  ce 

V 

qui  fait  Yoir  que  a*—  a''  est  divisible  par  v,  comme  le  dit  le  théorème  en  vue. 
Soit,  en  second  lieu,  v=j9*gP,  P  ^^  Ç  étant  des  nombres  premiers  distincts. 
Soit  g  l'ordre  d'un  nombre  x  qui  n'est  pas  d'ordre  v;  on  aura 

g<^ 

et,  comme  g  divise  v,  g  divisera  l'un  ou  l'autre  des  membres  p^-*çP,  p^g^, 
ou  tous  les  deux.  Donc  x  satisfait  à  l'une  ou  à  l'autre  des  congraences 

V  V  ' 

xoP^Xy       xcfl  ^x        (modM), 

V  V 

ou  à  toutes  les  deux.  La  première  a  a''  —  i  solutions,  la  seconde  en  a  tf^  —  i,  et 

V 

elles  ont  a^  —  i  solutions  communes,  d  étant  ici  — •  Il  y  a  donc 

pq 

nombres  x  qui  ne  sont  pas  d'ordre  v,  de  sorte  que  des  M  nombres  il  en  reste 

(  '        -\         ' 

qui  sont  d'ordre  v,  ce  qui  montre  que  N  est  divisible  par  v,  etc. 

G.  L'auteur  ajoute  à  cette  démonstration  la  remarque  suivante. 

Le  nombre  i  est  d'ordre  v;  car  de  a8=a^,  5^<  /i<  v,  on  conclurait 

as  (  a''-s  —  I  )  =  o  ; 

d'où,  puisque  a  et  M  sont  premiers  entre  eux, 

a'»-î— 1  =  o, 

chose  impossible,  le  module  M  étant  plus  grand  que  a*~» — i.  Le  nombre  a 
appartient  donc  à  l'exposant  v  relativement  au  module  M,  d'où  l'on  conclut 
(Serret,  Alg.  sup.j  Sect.  III,  Chap.  II)  que  v  divise  le  nombre  9(a*— i),  en 


V 


ù-^^^ùi 
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désignant,  comme  d'habitude,  par  9(M)    le  nombre   qui  exprime  combien  il 
y  a  de  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  ce  nombre. 

Zdrahal  {AL).  —  Un  théorème  sur  les  coefficients  hinoniiaux. 
(47-48). 

C'est  le  théorème  exprimé  par  Tégalité 


2  (:)C>-("*'/->  -' 


..=  r. 


où   a,  6;  ...  et  r'^a  -k-  b-^. . .  désignent  des  entiers  donnés,  et  où  a,   p,   ... 
prennent  toutes  les  valeurs  entières  satisfaisant  aux  conditions  a^ûr,  p  =  6, 

Tilser  {François),  —  Sur  les  fondements  de  l.i  Géométrie  des- 
criptive. (59-7/}?  155-179). 

Notices  historiques  et  critiques,  avec  des  vues  sur  une  réforme  de  renseigne- 
ment de  la  Géométrie  descriptive. 

V 

Simerka  { Venceslas).  —  La  force  de  la  conviction.  (yS-i  1 1). 

L'auteur  tâche  de  soumettre  la  conviction  au  calcul,  en  l'assimilant  à  la  pro- 
babilité. Quoique  ses  vues  un  peu  vagues  ne  sauraient  pleinement  justifier  des 
calculs  faits  sans  introduction  d'une  mesure  précise,  cette  Note  contient  ce- 
pendant un  bon  nombre  d'aperçus  intéressants  qui  témoignent  de  l'originalité 
du  regretté  auteur.  On  retrouve  ce  travail,  augmenté  d'un  Chapitre  sur  les 
nombres  complexes,  dans  les  Sitzungsberichte  der  philos,  hist.  Classe  de 
l'Académie  de  Vienne,  i883. 

V 

Rehorovsky  {Venceslas).  —  Sur  la  fonction  génératrice  de  Bor- 
chardt.  (i  1 1-120). 

L'auteur  démontre  l'égalité  D  =  AT  de  laquelle  part  Borchardt  (  Verk.  der 
k.  preuss.  Akademie,  i855,  p.  i65)  pour  trouver  la  propriété  connue  de  sa 
fonction  génératrice,  en  suivant  la  voie  indiquée  par  Borchardt  lui-même. 

Pânek  {Aug,).   —  Un  problème  géométrique  des  probabilités. 
(121-122). 

Weyr  {Ed.).  —  Sur  ^intégration  des  difTérentieiles  rationnelles. 

(125-137). 

Exposition  de  la  méthode  donnée  par  M.  Ilermite  dans  son  cours  d'Analyse 
de  l'École  Polytechnique  qui  permet  de  déterminer  la  partie  algébrique  de  l'in- 
tégrale, sans  supposer  connues  les  racines  du  dénominateur  de  la  fonction  ra- 

/dx 
—. z ;  formules  de  réduction 

relatives  aux  intégrales  des  différentielles  rationnelles. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XIH.  (Décembre  1S89.)  R.18 
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Jarolimek  (  V,),  —  Sur  la  projection  de  la  ligne  d'inlerseclion 
de  deux  surfaces  de  rotalion  et  de  second  ordre  sur  un  plan 
principal  commun.  (179-190). 

Weyr  {Jimile),  —   Sur  la  projeclivilé  cyclique.  (191-212,  260- 

281). 

Transformations  projectives  cycliques  sur  une  droite,  dans  le  plan  et  dans 
l'espace,  cas  spéciaux,  divisions  homographiques  cycliques  sur  une  conique. 
Une  transformation  projective  cyclique  d'ordre  n  =  pq  se  compose  de  deux 
transformations  cycliques  d'ordres  p  et  q.  Transformation  cyclique  dans  le  plan 
et  d'ordre  3,  triangles  qui  se  trouvent  en  position  perspective  de  trois  manières 
différentes,  coniques  circonscrites  à  ces  triangles.  Transformations  projectives 
cycliques  dans  le  plan  et  de  l'ordre  l\  t\.h\  celles  de  l'ordre  /i  >  5  déterminent 
des  groupes  de  n  points  situés  sur  une  conique. 

Kolâcek  {François  D*^).  —  Sur  les  éleclromètres.  (25 1 -265). 

L'auteur  donne  une  description  brève  des  principaux  électromètres,  qu'il 
divise,  d'après  Thomson^  en  hétérostatiques  et  idiostatiques.  La  théorie  concise 
qu'il  ajoute  à  cette  description  devient  très  simple  et  très  claire  par  l'emploi 
conséquent  du  principe  de  l'énergie;  mais  le  mérite  principal  de  Fauteur  con- 
siste dans  une  foule  de  remarques  délicates  et  judicieuses.  Il  montre,  par 
exemple,  comment  on  pcut^remédicr  au  défaut  de  symétrie  qui  gêne  Tobservateur 
dans  l'emploi  des  électromètres  à  quadrant,  construits  avec  moins  de  précision. 

Bobek  {Charles).  —  Sur  le  lieu  géométrique  des  points  d'in- 
flexion des  courbes  d'un  faisceau.  (283-284). 

Le  faisceau  étant  constitué  par  des  courbes  de  degré  /i,  le  lieu  cherché  est 
une  courbe  K  de  dej^Tc  6(/z  —  i);  chaque  point  base  du  faisceau,  étant  un  point 
d'inflexion  pour  trois  courbes  du  faisceau,  est  un  point  triple  de  K.  Cette  courbe 
possède,  en  outre,  M  n  —  i)^  points  doubles,  à  savoir  les  points  doubles  des 
courbes  du  faisceau,  de  sorte  que  la  classe  de  K  est  (S(n  —  '>){kn  —  3). 

Weyr  [Ed.).  —  Sur  les  fonctions  svmtHriqucs  des  racines  d'une 
équation.  (285-^>>88). 


I*our  exprimer  la  fonction  symétrique  cf^  —  Xa^'a^*- •  •^//'  ^^^  racines  a,,  a^,  ..., 

a,,  (le  l'équation 

x"  -\-  a^x"-'^  -^. . .-{-  a^—  o, 

par  les  coefficients  a^,  ...,  r/„,  on  a  d'abord,  puisque  9  est  isobarique. 


f 


H  (h  th 


p  9  -  (7,  -p-  -i-   !  r/.  -p-  -I- . .  .-h  na„         , 


I 


on  ninnlrc  ensuite  (luc   les  dérivées  -  -   t)euvcnt  être  mises   sous  la   forme  de 

fonctions  entières  symétriques  de  a,,  . . .,  a„  cl  d'un  degré  moindre  que  celui  de 
.f,  et  en  opérant  de  même  sur  elles,  on  arrive  enfin  à  des  constantes  ou  à  la 
fonction  linéaire  la  r=  —  a,. 
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Zenger  {Ch.-V,),  —  Calcul  des  racines  des  équations  numéri- 
ques à  l'aide  des  logarithmes.  (288-291). 

En  partant  d'une  valeur  approchée  u  d'une  racine  réelle  u'  de  Téqualion  à 

coefficients  réels 

x**  -t-  A,  x"*-^  -+- . . .  -h  A„  =  0, 

X  X 

Tauleur  pose  —  =v,  — 7  =  y' s  ce  qui  donne  pour  y  et  y'  les  équations 

y^-i-  a^y**-^  -h. .  .-h  flr„  =  o, 

J '"-+-«',  y ''^-'H-... -+-«'«  =  G, 

A      A  A 

les  coefficients  «,,  a.  ....  a„   étant  respectivement  —  »  — !»  ...,  — 5,  valeurs 

'       "  "  w     a'  M" 

qu'on  calcule  facilement  à  l'aide  des  logarithmes.  La  seconde  équation  possé- 
dant la  racine  i,  on  a 

I  -H  a',  -H . . .  -h  a',1  =  o. 

En  remplaçant  w  par  u-hdu^  où  c^e£  désigne  u'  —  m,  les  valeurs  a,,  ...,  a^ 
deviennent  fl'i,  ...,  aj,,  de  sorte  que  les  accroissements  da^y  ...,  c/ûr„  satisfont 

à  la  relation 

i-h  a,  -♦-  rfrt,  -»-...-+-«„-♦-  rfa^  =  o. 

Dans  cette  relation,  l'auteur  remplace  les  accroissements  par  des  difTérenlielies 
qu'il  tire  des  équations 

logrt,  =  logA,— logM,         log«,=  logA^— 2logM,         ..., 
et  obtient  ainsi  pour  du  la  valeur  approchée 

du  = -^ —  , 

€  désignant  la  somme   1 -h  «, -t- a,-»-. .  .-H  «„.  Il   opère  ensuite  avec   la   valeur 
corrigée  u  ■+■  du  de  la  même  manière,  etc. 

Cl  n    rf» 

Leich  {M')'  —  Remarque  sur  la  fonction  ^ '■'  (292-294). 

L'auteur  met  cette  fonction  sous  la  forme  du  produit  infini 

^E  3C  JÎT 

COS  —  COS  —  COS  -;•••» 

2  î\  8 

et  applique  ce  résultat  à  la   détermination  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de 
cercle. 


Le  tome  contient,  en  outre,  des  articles  destinés  exclusivement  aux  élèves, 
des  questions  et  leurs  solutions,  ces  dernières  données  par  des  élèves,  et  des 
aperçus  sur  des  publications  scientifiques. 


iu  SECONDE  PARTIE. 

BULLETTINO  di  Bibliogeafia  b  di  Stoeia  dellb  Scibnze  matematicbb  b 
pisiCHE,  pubblicalo  da  B.  Boncompagni  (  *  ). 

Tome  XVIII,  année  i885. 

Favaro  {Antonio).  —  Documents  inédits  pour  rhistoire  des  ma- 
nuscrits galiléens  à  la  Bibliothèque  natiotiale  de  Florence. 

Lettres  de  Vincent  Galilée  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Alph.  Borelli,  de 
Vincent  Renieri  à  V.  Viviani,  de  Gome  Galilée  à  V.  Viviani,  de  G.-B.  Bardocci 
an  Grand-Duc  de  Toscane,  de  Charles  Mandessi  à  V.  Viviani,  d'£rasin«  Bar- 
tholin  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Erasme  Bartholin,  d'EUe  Diodati  à  V.  Vi- 
viani, d'Elie  Diodati  au  Grand-Duc  de  Toscane,  de  V.  Viviani  à  Thévenot,  de 
Robert  Soulhweli  k  V.  Viviani,  de  Jacques  Marucelli  à  V.  Vivian i,  de  Michd 
Ange  Ricci  à  V.  Viviani,  de  Constance  Pompée  à  V.  Viviani,  de  Marias  Sampieri 
à  V.  Viviani,  de  Vincent  Santini  à  V.  Viviani,  de  V.  Viviani  à  Rinaido  Rinaldi, 
de  V.  Viviani  à  Baccio  Maria  Tolomei,  de  B.-M.  Toiomei  à  V.  Viviani,  de  Tho- 
mas Buonaventuri  à  Joseph  Averani,  de  Benoit  Bresciani  au  P.  Guido  Grandi, 
de  Thomas  Buonaventuri  au  P.  Guido  Grandi.  Documents  divers  sur  les  mai 
nuscrits  recueillis  par  Nelli. 

Genocchi  (Angeto).  —  Sur  les  résidus  cubiques  ei  biquadra- 
tiques. 

Genocchi  (Angelo).  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre 
étendue  aux  nombres  non  premiers  (Comptes  renduSy  i6  fé- 
vrier 1880). 

Genocchi  {Angelo),  —  Sur  quelques  théorèmes  qui  peuvent 
conduire  à  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre. 

Kronecker  {Léopold),  —  Sur  l'histoire  de  la  loi  de  réciprocité 
(traduction  italienne  d'Alph.  Sparagna). 

Biadego  (  G.-B,),  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  d'Albert  Castigliano, 
né  le  8  novembre  1847,  ^^^^  J®  ^5  octobre  1884,  ingénieur. 

Boncompagni  {B.).  —  Catalogue  des  travaux  d'Albert  Casti- 
gliano. 


Favaro  {Antonio),  —  Conclusions  sur  l'académicien  inconna. 


(')  \'o\v  Bulletin,    XI,,  i32. 
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Tadversaire  de  Galilée,  à  propos  de  son  Discorso  intorno  aile 
cose  che  s  tan  no  in  su  Vacqua,  o  che  in  qiiella  si  niuovono. 

Cet  académicien  serait  Mgr  Arthur  Pannocchicschi,  des  comtes  d'Elei,  pro- 
véditeur  de  l'Université  de  Pise. 

Favaro  (Antonio),  —  Récension  du  Nicolaus  Copernicus  de 
Léopold  Prowe,  tome  II. 

Enestrôm  {Gustave),  —  Notice  bibliographique  sur  les  traduc- 
tions  en  suédois  des  Eléments  d'Euclide, 

Steinschneider  (Maurice).  —  Continuation  des  études  sur  Zar- 
kali. 

Favaro  (Antonio),  —  Appendice  sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Pros- 
docimus  de  Beldomandis,  mathématicien  padouan  du  xv'  siècle. 

Marre  (Aristide),  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  François 
Joseph  Lionnet.  Catalogue  de  ces  travaux. 

Bertauld  (P,-A,),  —  Récension  du  Nombre  géométrique  de 
Platon,  seconde  interprétation  par  J.  Dupuis. 

Le  Paige  (C).  —  Récension  du  Mémoire  de  Maurice  d'Ocagne  : 
Coordonnées  parallèles  et  aj^eafe^.  Gauthier-Villars,  i885. 

Forti  (Angelo),  —  Notices  historiques  sur  les  taches  solaires. 

Catalan  (Eugène),  —  Polémique  entre  Goldbach  et  Daniel 
Bernoulli. 

Enestrôm  (Gustave).  —  Sur  un  théorème  de  Goldbach. 

Indications  de  l'endroit  de  la  Correspondance  mathématique  et  physique  y 
I,  p.  i3j,  qui  présente  le  théorème  :  »  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers.  » 

Henry  (Charles),  —  Correspondance  inédite  de  d'Alembert  avec 
Cramer,  Lesage,  Clairaut,  Turgol,  Castillon,  Beguelin,  etc.,  avec 
Notice. 

Cette  Correspondance,  qui  renferme  cent  treize  lettres  inédites,  est  suivie  de 
la  liste  des  travaux  mathématiques  inédits  de  d'Alembert. 

Genocchi  (A.),  —  Sur  le  développement  d'un  lemmc  de  Gauss. 
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Porro  {François).  —  Sur  la  vie  et  les  écrits  de  Joseph  Zei^hinî 
Leonelli,  géomètre  de  Crémone. 

Né  vert  1776,  mortiers  1867,  il  est  rinveatear  des  Tables  de  logarilbineSy qai 
permettent  de  trouver  immédiatement  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la  dif- 
férence de  deux  nombres  dont  les  logarithmes  sont  donnés  grâce  ft  Tidentité 


et  à  la  formule 


a  -h  ô  =  a(  iH-  -h 
log(a-h6)  =  loga-hlog(  i-h  -  V 


Tome  XIX,  année  1886. 

Favaro  {Antonio).  —  Quelques  documents  sur  Galilée,  f^cem- 
ment  découverts  à  la  Bibliothèque  iiationale  de  Florence. 

Un  appendice  contient  le  Catalogue  des  manuscrits  de  B.-C«Nelli,  incorporés 
dans  la  collection  des  manuscrits  de  Galilée  qui  fut  conservée  d'abord  à  la 
Bibliothèque  Palatine  et  se  trouve  maintenant  à  la  Bibliothèque  nationale  de 
Florence. 

Genocchi  (Angelo).  —  Quelques  mots  sur  la  vie  de  Tingénicur 
Savino  Réalis,  né  à  Turin  le  10  octobre  1818,  mort  à  Turin  le 
9  février  1886. 

Iticcardi  (P,),  —  Note  sur  une  collection  complète  des  Couvres 
mathématiques  de  Lorenzo  Maschcroni. 

.  L'auteur  appelle  rattention  sur  les  Mémoires  suivants  :  Étude  d'une  pro- 
priété de  la  courbe  isochrone;  Manière  de  mesurer  l* inclinaison  de  VaiguiUe 
aimantée;  La  courbe  des  heures  des  anciens  sur  une  sur/ace  plane,  et  sur  le 
cadran  solaire  que  Mascherooi  construisit  en  1776  pour  l'histoire  de  la  Gnomo- 
nique 

Il  faut  citer  encore  son  Traité  de  l'équilibre  des  voûtes,  ses  Notes  sur  les 
cours  de  Bossut,  la  Méthode  pour  mesurer  la  sur/ace  des  polygones  plans. 
On  possède  encore  de  lui  de  très  belles  Notes  sur  le  Traité  de  Calcul  intégral 
d'Euler,  accompagnant  la  solution  d'un  problème  de  ce  géomètre,  des  Noies 
sur  les  Eléments  des  Mathématiques  de  Wolf,  un  Livre  de  problèmes  pour  les 
arpenteurs,  avec  des  formules  empiriques,  une  lettre  sur  l'Hydraulique,  im- 
primée dans  VUltima  verba  de  Çuerini  el  aussi  rare  que  ce  Livre  lui-mènic,  la 
Géométrie  du  compas,  enfin  une  Notice  Sur  le  système  des  poids  et  mesures. 

Outre  CCS  onivrcs,  Maschcroni  a  laissé  un  nombre  important  de  manuscrits 
possèdes  par  la  comtesse  Cliiara  Barca  Aibatii,  cl  par  la  bibliothèque  de  Bergainc. 

Favaro  (Anlonio).  —  Recherches  ultérieures  surla  vie  cl  h\sœuvres 
de   Barlolomcc)  Sovcro,  mjilhémalicien  suisse  du  xvii''  siècle 
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Rarlolomeo  Sovero,  leclcur  et  bibliothécaire  du  cardinal  de  Savoie,  succéda 
à  Maggini  comme  lecteur  à  la  deuxième  chaire  de  Mathématiques  à  Bologne. 
Cette  place  avait  été  refusée  par  Kepler,  et  le  Sénat  de  Bologne  aima  mieux 
la  laisser  inoccupée  que  de  la  donner  à  un  maître  incapable  de  soutenir  la  re- 
nommée de  la  chaire  illustrée  par  Galilée. 

Dans  des  lettres  échangées  entre  Galilée  et  Ccsare  Marsili,  il  est  fait  mention 
des  recherches  de  Bartolomeo  Sovero  sur  les  Artifices  à  employer  pour  aug- 
menter le  poids  qu*un  aimant  peut  soutenir,  question  qui  avait  occupé  Ga- 
lilée vers  i6o4  ou  1607. 

Fm^aro  (A),  —  Kécension  de  \  Optique  de  Claude  Ptolémée, 
par  Aramiralus  Eiigcniiis  Siculus,  écrivain  dii  xii®  siècle,  tra- 
duite en  latin  sur  la  traduction  arabe  d'un  texte  grec  incomplet, 
conforme  à  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  Arabrosiana,  pu- 
bliée sur  une  délibération  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin 
par  Gilbert  Govi,  membre  de  cette  Académie.  Turin,  impri- 
merie royale  Paravia  et  Vigliardi. 

Realis  {Savino).  —  Notice  sur  Giovanni  Plana,  né  à  Voghera, 
le  8  novembre,  1781,  mort  à  Turin  le  20  janvier  1684. 

Henry  (Ch.).  —  Sur  quelques  billets  inédits  de  I^agrange. 

Outre  ces  billets,  l'auteur  publie  une  belle  lettre  de  d'Alembcrt  à  M""  Geof- 
frin  (7  janvier  1754)  pour  lui  recommander  Lagrange  qui  était  tombé  malade 
lors  de  son  passage  à  Paris  en  i']o'\. 

Henry  (Ch.),  —  Lettres  inédites  d'Euler  à  d'Alembert. 

La  première  et  la  deuxième  de  ces  »ix  lettres  contiennent  des  réflexions  inté> 
ressantes  sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  et  imaginaires. 

Henry  (Ch,),  —  Lettres  inédites  de  Laplace  publiées  avec  une 
première  rédaction  de  sa  méthode  pour  déterminer  les  orbites 
des  comètes  et  une  Notice  sur  les  manuscrits  de  Pingre. 

Favaro  {Antonio),  —  La  bibliothèque  de  Galilée.  Description  et 
éclaircissements. 

Les  pensées  intimes  de  Galilée,  pour  la  plus  grande  part,  se  trouvent  éparses 
dans  des  Ouvrages  qu'il  a  annotés  et  qui  sont  presque  tous  perdus.  Il  était 
donc  utile  de  donner  une  liste  exacte  des  livres  que  posséda  Galilée.  Une  partie 
devint  la  possession  de  Vinccnzo  Viviani,  puis  passa  à  la  bibliothèque  de 
rhùpital  de  Santa  Maria  Nuova,  à  Florence,  par  suite  de  dispositions  testa- 
mentaires. Le  fonds,  excepté  les  Ouvrages  de  Médecine,  appartint  ensuite  à  la 
bibliothèque  Magliabechiana  et  rentra  définitivement  à  la  bibliothèque  de  Flo- 
rence qui  avait  fusionné  avec  la  précédente.  Viviani  ne  put  donner  qu'un  aperçu 
de  la  bibliothèque  de  Galilée. 


piirtïc  des  a 
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II  }  est  fait  meolioD  de  i|uariinlF  fngriianUde  livres;  mais  ces  fragment»  l 
pouTaient  consliluer  le  fonits  de  su  bibtiutliâque.  On  n'a  pas  trouvé  non   pli 
l'invenlaire  des  objets  qur  se  IrouTiient  »a  mumonl  de  sa  murt  dans  sa  maÎM 
lie  la  cdle  Saînt-GeurRei,  parce  que  les  deun  tialiilations  qu'il  pusséduit  £uiei 
inacriles  su  nom  de  sua  Qli  Viureul  et  non  au  sien.  Il  faut  chercher  la  «uun 
principale  dans  les  nianuserils  de  Gulilr^r  i  lu  Uililiuth^que  nationale  de  Fie-  \ 
rence.  a>ec   drs   uuvra|(es   impriiu<!s  de  lui  ou  d'autres  écrivains  portJtol  d 
corrections  de  la  propre  main. 
M.  Favaru  catalogue  ms  Livres  sous  les  rubriques  suivantes  : 
I.  Œuvres  de  Galilée.  -  II.  Théologie.  -  IH.  Philosophie.  ~  tV.  Monlc  \ 
—  V.  Astronomie.  —  VI.  Astrologie  ci  Philosophie  oerultc.  —  VU.  Cosmogra- 
phie. -  VIII.  Sciences  naturelles,  —  IX,  Optique  el  Caloptrique.  —  X.  Malh* 
mitiques  en   gént'rul.  —  XI,  Trail^s  dp  Matlijuialiqu».  —  \II.  Traitas  spéci«ui 
de  Mathitmatiqu».  —  XIII.  Mseaiiiquo  cl  Hydraulique,  —   XIV.  Médecine.  - 
XV.  Agricullurc.    —  XVI.   Jurisprudence.  —   \VU,   Critique    littéraire.   — 
XVIII.  Grammaire  et  Rhétorique.  -  XIX.  Classiques  bi in*.  -  XX.  Oassiqura 
italiens.   —   XXI.  Poésies  diverses.   —   XXU.  Drames.   —   XXIII.  Romans.  — 
XXIV.   Histoire.    —    XXV.   Félw  et  spectacles.    —    XXVI.    Architecture.   — 
XXVII.  Musique.  -  XXVItl.  Art  industriel,  -  XXIX.  Inccrla? 
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savants  juifs  et  arabes,  encouragés  par  le  kadi  Sàid  ibn  Sàid.  Zarkali  n'aurait 
donc  composé  que  les  Canones.  L'auteur  énumére  les  manuscrits  qui  renfer- 
ment probablement  les  Canones^  en  Angleterre,  en  France  et  en  Italie,  puis 
ceux  épars  dans  les  bibliothèques  de  Bàle,  de  l'Escuriale  et  de  Groningen.  Il 
réunit  également  les  écrits  du  moyen  âge  faisant  mention  des  Tables  astrono- 
miques de  Tolède  ou  des  Canones  et  divise  les  renseignements  selon  les  sources 
arabes,  hébraïques  et  chrétiennes. 

Jacoli  {Ferdinand),  —  Récension  des  Lettres  inédites  de 
Tycho-Brahé,  Jean  Kepler  et  d'autres  astronomes  et  mathé- 
maticiens célèbres  des  xvi*  et  xvn*  siècles  à  Giovanni  An- 
tonio Maggini,  extraites  de  la  bibliothèque  Malvezzi  de  Mé- 
dicis  à  Bologne,  publiées  avec  des  éclaircissements  par  Antonio 
Favaro  (Bologne,  Nichola  Zanichelli,  1886). 

Favaro  {Antonio),  —  Documents  pour  l'histoire  de  l'Académie 
des  Lincei.  Nouveaux  manuscrits  de  Galilée,  delà  Bibliothèque 
Nationale  de  Florence. 

Sur  la  demande  du  prince  B.  Boncompagni,  le  professeur  Favaro  a  entrepris 
de  réunir  les  documents  relatifs  à  l'histoire  de  cette  Académie,  qui  doit  surtout 
sa  réputation  au  nom  de  Galilée.  Cette  publication  renferme  : 

I.  Le  Catalogue  des  documents  contenus  dans  la  troisième  division  des  ma- 
nuscrits de  Galilée; 

n.  V Histoire  de  l* Académie  des  Lincei,  par  Giovanni  Battista  Clémente 
Nelli. 

III.  Le  Catalogue  des  Lettres  échangées  entre  Galilée  et  Ccsi,  Giovanni 
Faber,  César  Marsili,  Marco  Velsero. 

IV.  Trente  et  une  Lettres  inédites  on  non  entièrement  connues  de  Frédéric 
Cesi  à  Galilée,  extraites  des  manuscrits  de  Galilée  à  la  Bibliothèque  nationale 
de  Florence. 

Narducci  {Enrico),  —  Vie  de  Pythagore,  écrite  par  Bernardino 
Baldi. 

Les  éléments  essentiels  de  cette  biographie  ont  été  repris  par  la  critique 
moderne. 

Favaro  {Antonio).  —  Giovanni  Tarde.  Une  de  ses  visites  à  Galilée 
du  12  au  i5  novembre  1614. 

Giovanni  Tarde,  né  à  Hoque-Gayac,  près  Sarlat,  vers  iSHi,  vicaire  et  chanoine 
de  Sarlat,  s'associa  aux  progrès  que  les  sciences  firent  au  xvi*  siècle,  par  ses 
études  astronomiques.  Cette  visite  à  Galilée  le  fixa  dans  la  voie  qu'il  devait 
suivre.  Au  cours  de  la  conversation,  l'illustre  savant  apprit  à  Tarde  que  les 
quatre  satellites  qui  accompagnaient  Jupilcr  et  appelés  Sidéra  Medicea  par 
son  Sidereus  nunlius  claicnl  des  étoiles  fixes  et  qu'il  en  avait  dresse  des  éplié- 


•  |8  l'RRMIf.dE   i-AttTIE. 

iniïnrki.    Inlnrrnc^  »ur  In  rifrjcIixD*  H  la  mibjvu  ée  tmimti  Hm 
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TrH(  a  taJM<  lU  m  voy*|t«  A  Hnine  une  rdalûia  eaatraa»!  «ae  éi»4t  va 
In*  lRch«*  du  Soleil  «t  kl  mo;|ren«  ck  l«  aprrMVuir,  Ir  (Datin  •■  Irm  ^VtOtt- 
rt  t  l'aille  de  l'iiiitite  pr^tuilc  par  k  Uksrcipp  et  rrrapillie  <Ubi  mat  HiaBbcf 
■iWurc.  Il  l'iH'cupa  i^BHlpmFnl  Ae  la  mustriiriian  d'un  mtrrt—tn^t-  L<  liHill» 
ihjquF  il«  Plnrenrc  poM^do  rie  lui  un  Ouvrage  Ui»  rarr  :  Barhanla  tidrr^  U 
raf  /ilanelm  f ui  moIù  tîmiiui  fireumvotant  nuilu  firoprta  ac  ^rguiari,  Jçtit 
tutelenuji  ab  hrlUaenpU  maeiiUc  nolùi  naneupall.  A*x  novtt  <i*a«nm(**aaai. 
Of  Livre  a  ''l^  irailult  *au*  rr  titre  ^n  iliiS  :  /.«f  ailrtê  d«  Barhom  tt  apabigir 
potir  h  Soleil,  monitrant  ri  vtrijlaitl  fue  Uè  apparme«*  t/ui  w  r*ital  tituii 
ta  Jner  rfu  Soleil  toat  da  plan^ltt  tî  nnn  iIca  tarh*i  tomm»  qutlijuet  iia- 
lirnt  fl  allrmandi  nhiirvaltiin  d'irtUm  luy  ont  im/Huri. 

La  nfcnnJc  Porltc,  ituiMlU  plu*  impertjinin.w  compnv  d<' cln'tD»ntr«1D*lrr 
p^»pilMli<1a>  I^«Uin«nt  ka  principM  (j'OpUque  et  l'Ialilok  ;  Ttlricopiam,  êfu 
■feMiUHfmriAim  nfif'M'.  fu/Aui  docelur  çna  raUonr  pertplrilltt  aiiptr  /nivnro 
*p<vita  rtÈiliilutmmdmiivraHt  fl  augtnnl.oruloiijutjuvfnl  ml  rrniola  ilitUntlt 

^t»tin>{A.\.  —  \|)pen(lice  su  Oauiogitc  <lc  lu  !)il.i;.>ilu'-.,i>(>  .1,- 
Gllit^o.  f>r»criplion  ei  ^dnircis.ocmrnls  ('  ). 

irû  {A.).  —  R^ccnsîon  de  la  Biltlîographie  générale  de 
r.VslTOHrtmi*.  p»r  J.-C.  ttouzenu.  nncipti  ilirecleDr  de  î'Oli- 
vixal.'i.,-  ilo  IlriivoUes.  .-l  (.  UncasUT,  bibliolli.'cairo  do  cl-I 
.-l.il«h>*.'mful.  F.   Mave7.  imprimcrio  de  l'Acad<5mic  Roialcdf 
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I"  Discussion  du  passage  géométrique  de  Ménon.  —  L'auLeur  fait  connaître 
une  remarquable  interprétation  due  à  Wœpeke  {Zeitschri/t  fur  das  Gymiia- 
sial-Wesen,  herausgegeben  von  W.  Hirschfelder,  F.  Hojmany  P.  Buhle. 
A^.  Jahrgang.  i856,  Berlin,  Weidmansche  Buchhandlung,  p.  789). 

2*»  Quelques  observations  sur  Thistoirc  des  mathématiques  hindoues  se  rap- 
portant aux  Vorlesungen  zùr  Geschichte  der  Mathematik  de  M.  Cantor.  Les 
chiffres  indiens  ne  sont  pas  les  initiales  des  noms  de  nombres,  et  Aryabhata 
connaissait  la  valeur  de  position  dans  la  numération. 

3*  Sur  l'origine  des  signes  des  planètes.  —  L'hypothèse  de  M.  Cunningham 
qui  soude  deux  éléments  comme  une  lettre  de  l'alphabet  d'Açoka  et  une  étoile 
est  en  contradiction  perpétuelle  avec  la  linguistique. 

4"  Sur  des  notations  de  chiffres  répandues  dans  certaines  contrées  de  l'Alle- 
magne pour  le  jeu  du  «  Franzenfuss  »  et  chez  les  juifs  polonais  pour  le  jeu  du 
«  Derdé  ». 

5**  Documents  nouveaux  sur  la  machine  arithmétique  de  PascaL  M.  Charles 
Richet  a  communiqué  à  l'auteur  de  cette  Note  une  copie  du  traité  de  Pascal 
sur  la  machine  arithmétique ^  beaucoup  plus  développée  que  dans  l'imprimé. 
Dans  sa  lettre  à  Christine  de  Suède,  Pascal  parle  des  règles  de  l'usage  de  sa 
machine.  Bossut  n'a  pu  les  retrouver  :  or  «  il  est  incontestable  qu'il  a  eu  entre 
les  mains  les  manuscrits  inédits  de  Pascal.  La  copie  de  M.  Richet  est  certaine- 
ment de  la  seconde  moitié  du  xviii*  siècle  et  les  annotations  marginales  sont 
des  collations  avec  un  original.  Le  style  est  tout  à  fait  conforme  au  xvii*  siècle; 
l'exposition  est  beaucoup  plus  complète  que  celle  de  Diderot.  En  résumé,  nous 
sommes  en  présence  d'un  inédit  de  Pascal,  parvenu  sans  doute  trop  tard  pour 
qu'il  pût  l'insérer  dans  son  édition.  » 

6"  M.  Henry  a  retrouvé  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Florence  {Discepoli 
di  Galileo  XL  f"  79-80),  parmi  les  documents  concernant  Torricelli,  les  énoncés 
suivis  de  leur  solution  géométrique  des  problèmes  suivants  qui  n'ont  d'autre  in- 
térêt que  de  fixer  un  point  de  la  biographie  de  leur  auteur  :  Diviser  une  droite 
en  deux  parties  :  i"  de  manière  que  la  différence  des  carrés  soit  dans  un  rap- 
port donné  avec  le  rectangle  compris  entre  ces  deux  mêmes  parties;  2"  de  ma- 
nière que  le  rectangle  compris  entre  la  droite  entière  et  le  plus  petit  segment 
soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  dilTérence  des  carrés  des  segments.  La  date 
de  i63o  pour  un  document  antérieurement  publié  par  M.  Henry,  document  qui 
les  accompagnait  probablement  et  dont  la  date  était  restée  douteuse,  est  con- 
firmée par  le  caractère  élémentaire  de  ces  problèmes. 

7"  M.  Jordan,  dans  son  cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  expose  la 
méthode  par  laquelle  M.  Halphen  est  parvenu  à  l'équation  difTérentiellc  des 
coniques  : 

-  4or"'  ■+■  A^rV  V"  -  9.>'''V'  =  «• 

Or  cette  formule  n'est  pas  nouvelle.  M.  le  professeur  \V.  \V.  Beman  de  l'U- 
niversité de  Michigan,  U.  S.,  annonça  dans  une  lettre  du  3  avril  1886  à  M.  Syl- 
vesterque  la  formule  avait  été  retrouvée  à  la  bibliothèque  du  Collège  de  Yalc  dans 
le  Mémoire  de  Monge  «  Sur  les  équations  différentielles  des  courbes  du  second 
degré  »  (Correspondance  sur  l'Ecole  impériale  Polytecbni<|ue,  rédigée  par 
M.  Hachette,  i*'  cahier  du  2'  vol.,  1810;  pages  5i-j'|  et  dans  un  résumé  de  ce 
Mémoire  publié  par  le  nouveau  Bulletin  des  Sciences  de  la  Société  philoma- 
thique  de  Paris,  tome  II,  1810,  pp.  87-88).  Voici  ce  résumé  fondamental  pour 
l'histoire  des  rtTipnniuanls  : 
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«  L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  étant 

Aa?" -*- a  B  arj^ -*- C^'» -*- a  D  a? -h  a  E  j^ -M  =  o, 

dans  laquelle  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes,  M.  Monge  donne  Téquatian  diffé- 
rentielle débarrassée  de  toutes  ce9  constantes'  et  parvient  à  Téquation  du  cin- 
quième ordre 

(A)  gq't  —  ^5qrs-hior*=io, 

les  quantités  r,  s,  t  étant  définies  par  les  équations  suivantes  : 

di-P'        di~^^'        di'-"'        Si""*'         dx^^' 

Il  fait  ensuite  voir  l'usage  de  l'équation  (A)  pour  trouver  l'intégrale  d'une 
équation  d'un  ordre  inférieur  qui  satisfait  à  cette  équation  (A);  ainsi,  étant 
donnée  l'équation  différentielle 

il  parvient  à  l'intégrale 

qui  est  l'équation  d'un  cercle.  La  méthode  pourrait  s'appliquer  aux  équations 
des  courbes  d'ordre  supérieur  au  second,  m 

M.  le  professeur  Cayley,  en  une  lettre  que  M.  Sylvester  a  bien  voulu  comrao- 
niquer  à  l'auteur  de  cette  Notice,  a  signalé  une  formule  réciproquante  dans  un 
Mémoire  d'Ampère  :  Sur  les  avantages  qu*on  peut  retirer  dans  ia  théorie 
des  courbes  de  la  considération  des  paraboles  oscuIcUrices,  avec  des  ré- 
flexions sur  les  fonctions  différentielles  dont  la  valeur  ne  change  p<is  lors 
de  la  transformation  des  axes  (  Journal  de  l*  École  Polytechnique  y  1808,  t.  VII, 
page  173). 

Cet  illustre  géomètre  y  donne  pour  le  rayon  de  courbure  rexpression 

y 

pour  le  paramélrc  de  la  parabole  osculatrice 

54  r"* 


[r""H-(3r'"-r>'"r]^ 


et  pour  le  premier  terme  de  l'équation  qui  détermine  la  position  des  paraboles 
osculalriccs,  la  quantité 

toutes  fonctions  qui  ne  peiivcat  changer  par  aucune   transformation   des  a\cs. 
8"  L'i*q nation 
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z  étant  quelconque^  a  été  résolue  par  Pylhagorc,  a;  étant  impair,  par  Platon,  j: 
étant  pair,  par  Euclide  x  et  y  étant  tous  deux  pairs  ou  impairs. 

On  trouve  chez  un  arpenteur  romain,  Marcus  Junius  Nipsus,  une  solution  de 
l'équation 

par  un  artiHcc  analogue  à  celui  de  Diophante  (*). 
i"  Soit  z  pair,  -  z  sera  entier,  ainsi  que  y  z'.  Faites 

X  =  jz'  -hij        y  =  jz'  —  I, 

X  et  ^  seront  les  nombres  demandés. 
2°  Soit  z  impair,  z^  sera  impair,  z*-±i\  sera  pair.  Faites 

x^  i(;:'-M),        y  =  i(-«_-,), 

X  tX.  y  seront  les  nombres  demandés. 

Le  problème  de  Nipsus  est  reproduit  avec  d'autres  chiffres  par  Abou-Bckr-' 
Mohammed-ben-Alhaçan-Alkarkhi. 

Les  régies  de  Pythagore  et  de  Platon  se  retrouvent  dans  des  fragments  ano- 
nymes sur  la  formation  des  triangles  rectangles  en  nombres  entiers,  dont 
Wœpcke  publia  la  traduction  dans  ses  Recherches  sur  plusieurs  Ouvrages  de 
Léonard  de  Pise  découverts  et  publiés  par  M.  le  prince  B.  Boncompagni, 
et  sur  les  rapports  qui  existent  entre  ces  Ouvrages  et  les  travaux  mathéma- 
tiques des  Arabes. 

Les  auteurs  énoncent,  en  termes  explicites,  le  problème  des  nombres  con> 
gruents,  lequel  consiste  à  résoudre  le  système  dès  deux  équations 

s^-h  k  =  u*f       s*  —  k  =  v'f 

s'  étant  le  carré  inconnu  et  A:  un  nombre  donné  appelé  congruent.  Ils  observent 
que  les  deux  équations  dépendent  de  la  résolution  de  l'équation 

X*  -\-y^  =  z*, 

ou  de  la  théorie  des  triangles  rectangles  en  nombres;  car,  en  faisant 

x  =  a*  —  b*y       y  z=  labf        z  =  a' -{- b'^ 

a  et  b  étant  premiers  entre  eux,  Tun  pair,  l'autre  impair,  ils  ont 
s  =  Zj        k  =  2xyy        u  =  X -h  yy        v  =  x—y, 

et,  conséquemment,  l'expression  du  nombre  congruent  est 

A^4  =  ^abia'  —  b»). 


(')  Journal  des  Savants^  1849.  (Art.  de  Biot.) 
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L'un  des  auteurs  a  calculé  une  Table  des  expressions  ixy  et  il  trouve  dans 
les  limites  5  — 10874  avec  les  conditions  6  <  a,  l'un  quelconque  étant  pair  ou 
impair  et  ces  nombres  étant  premiers  entre  eux,  vingt-neuf  nombres  congruenis 
primitifs.  M.  Henry  fait  observer  qu'il  y  en  a  3o  :  pour  a  =  10,  A  =  9,  il  note 
190  =  68^0  :  36;  68/|0  est  congruent  pour  a:  =  19,  j^  =  180,  s  =  181.  Il  serait 
curieux  de  savoir  si  la  faute  est  de  l'auteur  arabe  ou  un  oubli  du  Iraducieur. 

Marre  {Aristide).  —  Théorème  du  carré  de  Thypolénuse. 

M.  Charles  Whish  a  extrait  du  Sastra  sanscrit,  intitulé  l'oucli  Bdcha,  une 
démonstration  qui.  selon  lui,  a  pu  être  connue  de  Pytliagore. 

Colebrooke,  le  célèbre  traducteur  de  Bralimagupta,  a  fait  connaître  une 
démonstration  ingénieuse  basée  sur  le  développement  du  carré  de  a  —  b.  On 
arrive  à 

r'  = h  (a  —  Oy  =  a^  -h  b'. 

Le  développement  de  {a-\-by  fournirait 

r»  =  (a  -+-  by  —  - —  =«>-+-  b\ 

2 

Saunderson,  le  mathématicien  aveugle,  Tune  des  célébrités  de  TUniversité  de 
Cambridge,  donne  une  résolution  tenant  des  deux  procédés  précédents. 

C  = ^ =  a'  -{-  b*. 

.  2 

Schram  (D*^  Robert),  —  Notice  sur  les  travaux  d'OppoIzer  avec 
liste  de  ses  publications.  Traduit  de  rallemand  par  le  D""  E. 
Pasquicr. 

Théodore  d*()p|>(jlzcr,  ru-  à  Pra^'uo  le  'j<»  octobre  iS'ji,  commença  à  étudier  la 
Médecine  à  Vienne  en  i<S5().  !ont  en  s'occupant  d'Astronomie.  En  iS(.ii.  il 
publiait  dans  les  Astrononiische  IKackrichtcn  son  premier  travail  astrono- 
nn(]ue,  Ueber  die  Bahn  der  Kometcn.  En  mars  1866.  il  devenait  prival-docenl 
du  cours  d'Astronomie  théorique. 

De  i856  à  1870,  il  publia  un  grand  nombre  de  travaux  dans  les  Sitzungs- 
bericlite  der  Wiener  Ahademie  cl  dans  les  Astronomiscke  Nachrichten. 
Dans  un  Mémoire  préscnlé  à  l'Académie  en  iSr»-,  et  intitulé  Ueber  die  Ltestim- 
mung  der  Kometenbahn,  il  exposa  la  méthode  bien  rf»nnue  pour  déterminer 
une  orbite  cométaire. 

Il  faut  citer  le  Lehrbuch  zur  Bestinimung  der  Kometcn  und  PInneten,  où 
il  expose  une  méthode  pour  déterminer  une  orbite  à  l'aide  de  '\  on  4  points 
(1870).  La  même  année,  il  fut  nommé  professeur  extraordinaire  d'Astronomie 
<'t  de  Géodésie  à  l'Université  de  Vienne,  et  c'est  à  lui  qu'est  dû  l'essor  des 
travaux  j;éo(lési(iues  en  Autriche.  l*>n  1879,  il  publia  la  Neiie  Méthode  zur 
liestinimung  der  Ikihnelemente  gleieher  WnhrscheinUehheit  fitr  einen  IHa- 
neten  ('  ). 


(')    Voir  dans  le  /iuiietin  (istronomique,  janvier  1887.  ""  articir  de  M.   Lo*u  \ 
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Dans  le  Canon  der  Finsternisse,  on  trouve  la  détermination  des  éclipses  de 
Lune  durant  33  siècles,  depuis  i3o3  avant  J.-C.  jusqu'en  2iG3  après  J.-C.  Il 
mourut  le  26  décembre  1886. 

Appendice.  —  Liste  complète  des  publications  d'Oppolzer  de 
1861  à  1886. 

Bartelli  Barnabita  {P,  Timoteo).  —  De  quelques  théories  et 
recherches  électrosismiques. 

Steinschneider  {Maurice).  —  Études  sur  Zarkali.  Appendice. 

Riccardi  (P-)'  —  Sur  le  traité  de  la  Quadrature  du  cercle  de 
Jean-Baptiste  Porta. 

Goi'i  (Gilbert).  —  De  l'invention  du  micromètre  pour  les  instru- 
ments astronomiques. 


FIN    DE   LA   SECONDE   PARTIE   DU   TOME   XIII. 
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